ИЗВЕСТИЯ 
АКАДЕМИИ НАУЕ СССР 


СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 


Том 22 


ово тво вАДеЕМиИиИ НАУК СССР 


Москва Ж 1958 


Редакционная коллегия: 


акад. С. Н. Бернштейн, акад. И. М. Виноградов (главный редактор), 
акад. С. Л. Соболев, доктор физ.-матем. наук И. Р. Шафаревич 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 3—14 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


ОСОБЫЙ СЛУЧАЙ ОЦЕНКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 
С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 


Дано улучшение оценок статьи (1) для сумм вида 


эф) | В 
ИЕ ‚ ФЕ’... Аш, 
рр 
в случае, когда общее наименьшее кратное знаменателей рациональных 


приближений к коэффициентам А,„,..., А: не превосходит Р”, где у= п-1. 


Обозначения. с — положительное постоянное, = — произвольно ма- 
лое ‘положительное постоянное, 8 — число се условием |0| < 1. 

А < В при положительном В обозначает, что | А] < сВ. 

р — переменное, пробегающее простые числа. 

т (1) — число простых чисел, не превосходящих х. 

К — целое положительное. 

Р — целое, Р >. с,, где с, достаточно велико. 


п — целое постоянное, п>.12, у=ит А,,..., А, — вещественные, 
71 (4) = Ах --...-- Ах. Пользуясь в дальнейшем приближениями К чис- 
лам А„,..., А, посредством несократимых дробей 
ы а аь 
и - 
с положительными 4п,...,49:, будем обозначать общее наименьшее крат- 
ное чисел 4„,.-.,4: буквою О. 


В работе (1) была дана общая теорема об оценке сумм вида 


у ар. 

р<Р 
Однако в случае О <_Р” эта теорема дает грубые результаты. Здесь мы 
выводим новую теорему, дающую в указанном случае результаты при- 
близительно того же типа, какие получаются в аналогичном случае из 
теоремы 1,а указанной работы для сумм вида 


А ват <) 
х<Р ‘ 


где д пробегает числа натурального ряда. 

ЛЕММА 1 (уап 4ег Согри). Пусть М и М, -— целые, М < М; и в 
интервале М <х< М, задана дважды дифференцируемая вещественная 
функция }(2) с условиями 


0< 7] (2) < 0,5, /’(2) >20. 
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Тогда, беря одновременно знаки -- или же знаки —, имеем: 
м, м, 
У ее — | ое -- 29. 
х=МмМ М 


ЛЕММА 2 [лемма 2 работы (!)]. Пусть О «< В<1, 
В 
[= п ат, Фа =... фи, 


где ип,..., и -< вещественные и иу обозначает наибольшее из чисел 
оао Тогда имеем: 


11| <ах (1,18 ш °). 


ЛЕММА 3. Пусть 6 > 2, О<а-Ь, о<а<уУь, (1,9 =1, 0<л<0. 
Тогда имеем: 
- Ь—а == 
М «ш+о«- бб шЬ+УЕ 
а<аЕ--1< 
Доказательство. Лемма тривиальна. 
ЛЕММА 4. Пусть 6>2 и 1 — целое положительное. Тогда имеем: 
АЕ 21 
У с’ < 5" =". 
025 
Доказательство. Эта лемма есть частный случай леммы 17 гл. | 
книги (?). 
ЛЕММА о (Т00 — Кепо Наа). Пусть А„,..., А, — рациональные несо- 
кратимые дроби с положительными знаменателями, имеющими общим 
наименьшим кратным число О. Тогда имеем: 


[@) 
\ ет (х) т ть 
х=1 
ЛЕММА 6. Пусть 
ЕВ, (и — т : я 
о 
Чт 91 


(Би тв Ь 


причем 51 и © пробегают системы наименьших неотрицательных вычетов 
по модулю 0, взаимно простых с О. Тогда имеем: 


1 


©— 
У отт, т) О (Е, 0)”. 
0 


= 


Доказательство. Доказательства этой леммы мы не приводим; 


оно является повторением вывода оценки суммы С в доказательстве лем- 
мы 12 работы (1). 


ЛЕММА 7. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,...,1, имеет мес- 
70 свое равенство вида 


а 


$ 5, 
А. (а, 43) =1, О 15, |< Р°, 
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У ЗУ 
причем 9 <ЗР”. Пусть, далее, ЕР? ц Е обозначает положительное 
число, взаимно простое с 9. Пусть, наконец, 


= 2 Хе", (уу), 


где х и у пробегают возрастающие последовательности целых положи- 


тельных чисел, взаимно простых с О, и суммирование распространяется 
на область 


о] — с’Р®5р (1) 


2 
где с< 18". Тогда имеем: 


А (10) 0 (0) 


В случае, когда по меньшей мере для одного $ =’ выполняется нера- 
венство |5,| >21, имеем также: 


< т 


,5У-+= | 5, м 


5 2 

Доказательство. Достаточно рассматривать лишь случай # < Р”, 
так как в противном случае лемма тривиальна. Интервал (1) можно под- 
разделить на < шР интервалов вида 


а а О т, (2) 


Часть 5’ суммы 95, отвечающую интервалу (2), можно представить в виде: 
о 
о - 
0<х<х сУЗу<Ух 


1 


= су › 


: Р 
У: = ша (я, и 
Далее, находим: 


Е и. 
0<х<Хх сУ<и:<Ух сУ<иу<Ух + 
Е (5, ул, у) = Е! (Ру) — #7 (Ру) 


где, в указанных границах, ий Е. уже все целые числа. Меняя 
порядок суммирования, находим: 


Е У $) 9) би 


сУ<уУ.<У су <у<У 


у ор эм Е(х, 1,9) 
би= 


0<х < 


Иа В 
д = шт ео Ру. . 


При 0 <л< 0, (0, *) =1 рассмотрим сумму 


- эта Е (ЧЕТ) 
В — е ы 
о< 9-1 <» 
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Здесь имеем: х 


Е (0 + 1, уь у) =Ф-+^ (5), 


Ка Кал 


ФЕФ(р у = Риф. 9% 
Е 2, 2 р г и ь 
^ (9 а Кб 1 г. у) (0: +)" ++ м 611 е У) (ОЕ 1) ыы в (0+ т) 
Легко найдем, что |/’(&) |< 0,5. Кроме того, интервал = 50 вы 


<(1—71) 0" можно разбить на не более чем 2и —2 интервала, в каж- 
дом из которых ^' (&) монотонна и не обращается в нуль внутри интер- 
вала. Поэтому (лемма 1) 
(х,‚—1)9* Е 
9 = ет Ф \ е2т4А (Е) Е + О (1) = 5 (Лет -|- 0 (1), 
—10* 


1 
О = езтобыг аа, 
0 


= рт +0(0}, Уз „= Уретевь, 


т 


где 2: и © — наименьшие неотрицательные вычеты чисел у; и у по моду- 
лю 0. 
Отсюда находим: 
И . 0 \ 
а хо им ИУ +). (3) 


СсУ<и:<У сУ<у<У 


Замечая, что |П | <1, из неравенства (3) выводим: 


2 


57 = р м У.» | + 57) Не 
.\ 


Пе и Х -в-(, 


сУ<у:<У сУ<у<У 
=,:(104 ©) у=ъ(шоа 9) 


откуда, применяя лемму 3 и затем лемму 6, находим: 


(я (ш Р)*, 


Но,» _ 


ог вр). У У (У. + 


в 


— уче (шп Р}* И (К, 0. 


* 


Отсюда тривиально выводим первое утверждение нашей леммы. 

Теперь рассмотрим случай, когда по меньшей мере для одного зна- 
чения $ = 5’ выполняется неравенство |5,,| >. 1. Здесь для модуля коэф- 
фициента при 2°” функции о (5, 2) имеем неравенство: 


а |8 | У | 
5' 1 5 $7 1 91 — У 
ро 
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Следовательно, полагая М№ — УК! 6.,|1, будем иметь: 
О < ша (1, Му —у|°) 
(при у: = у имеем ПИ << 1). Из (3) следует: 
а. 


о, © 


= У > | и) = (Ушба (1, Ма — УГ) + 34). 


1 
сУ<у<У су / 
У =,(1094 0) и 9) 


х 
Сначала оценим часть И (у!) суммы И’. „, отвечающую данному у:. Сум- 
ма слагаемых суммы И’ (у;) с условием | у, —у| < М будет (лемма 3) 


<= (и) (У... + 5) (5-№Р + ИУ). 


При целом г с условием 0,5 М2” <У сумма слагаемых суммы И’ (у) 
с условием 2" |у, —у|<2”Н будет 


ум, 


< * (и1) (| Из | №2-—" ы 
Поэтому 
(91), 


} 


И’ (у) = 5 шР (| о 


25 
а ор (т) (1,18 | 57 


откуда, применяя лемму 6, находим: 


, риа Р) | - 
зи. + $) = 
2-72 21,.—У[9 и —у- = У 
АХ. р й 16| О (0), 
= = (п) р 5. О ‚5У-Е, 
ЛЕММА 8. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,...,1, имеет 


‚место свое равенство вида 


(а., 93) =1, 0< 4, |8 | <Р’, 


® 


а 
А =- 


причем О < Р°. Пусть, далее, 
рр, ИМАМ ВР», 


Е У эта] (ал) 


М<ш<М! 
4% Р 


где 4 пробегает возрастающую последовательность положительных чисел, 
взаимно простых с О, а ш пробегает числа натурального ряда, взаимно 


простые с О. Тогда имеем: 
ИР, 00". 


8 И. М. ВИНОГРАДОВ 


В случае, когда по меньшей мере для одного 5 = 5’ выполняется неравен- 
ство |8„| >21, имеем также: 


ПР] "О ШО 


Доказательство. На первом утверждении этой леммы мы останав- 
ливаться не будем, так как оно является непосредственным следствием 
леммы 13 работы (!). Докажем второе утверждение. 

Имеем: 

= Ух Ув @5аь 
а<РМ-1#\9 
бал = ых е>”Чк(ай2) . 


м<е<м! 
4{2<Р 


При #>Р®” имеем 5.<< МР”. Рассмотрим случай # < 2”. 


Находим: 


баь= я еэл®] (@1з), 
№<2< М, 
№: =МЕ\ М. = виа (М, Рааг\. 
Пусть О< 4 0, (0,1) =1. Рассмотрим сумму 


$ = > ез®КакоЕ+т)), 
№, <ОЕ-+т<«М» 
Здесь имеем: 


АУ (аа (05 1)) =Ф-^ (9, 


Кат 


Ка. 
О | А, 


и. - х : ` 
к-р (Е +" (Е) = (+9 


Но легко найдем, что 
[№ &)|< 0,5. 
Кроме того, интервал (№, —1) 01<ё< (М, —т)'О 1 можно разбить 
на не более чем 2и —2 интервала, в каждом из которых ^' (&) монотон- 
на и не обращается в нуль внутри интервала. Поэтому (лемма 1) 


(№,—м") 9 * 
5, = ею  \ ото 0(1) = 
(№: —") 9" 
о 
— е2Ф(п) №» \ ©2716 (№,2) 2 зе О (1) 
о г 


ММ" 
2 
т 1 
я м о) | ег“) д | О (0). 
т=0 ий 


о 
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Но, согласно леммам 2 и 5, отсюда получим: 
ба О а (4, РА ЧИ Ч В 
> (67) ‚ 3” -- 


Е аи 


+О< Ра '|5,, 


ТЕОРЕМА 1. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,... 1, имеет 
место свое равенство вида 


з 5, " 
А = —, (а, 4:) =1, 0—< а, 16:1 < 2’, 


== Зу? 
причем Ох Р`, К%Р”. Тогда, полагая 


Е р в" Кр) 


Ф<Р 
будем иметь: 


© = Ре? (11 ]п Р)* (, О 


В случае, когда по меньшей мере для одного $ =. 5’ выполняется неравенство 
|0„| >21, имеем также: 


5 а Ре19 ап ш Р)? | 8 о 0. 


Доказательство. Доказательства этой теоремы мы не приводим, 
так как оно отличается от доказательства леммы 16 работы (1) лишь 
тем, что вместо лемм 12 и 13 работы (т) здесь мы применяем леммы 7 
и 8 настоящей работы (взяв с = 181). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,...,1, имеет 
место свое равенство вида 


6 О я ) 
ее И Е | 


причем & < Р, О%Н, Н=еГ\Р. Тогда, полагая 


5 == у ей (р), я 
р<Р 
имеем: 


5 Р(п р) 0 °"* (#, 0). 


В случае, когда по меньшей мере для одного значения $ = 5’ выполняется 
неравенство |5, |>.1, имеем тавже: 
© 


ое 


Доказательство. Пусть О обозначает произведение всех простых 
чисел, не превосходящих Н“, не делящих 0, 4 пробегает делители числа 
О, г пробегает числа натурального ряда, взаимно простые с ВО, т про- 
бегает числа натурального ряда, взаимно простые с ©. Имеем: 


№ взлёт) — а о и (а) с? (ат). (4) 


т<Р ат<Р 
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Пусть г» пробегает значения 7, имеющие ровно х различных простых 
делителей и пусть 
у ое. 
7т„<Р 

При х >1 легко находим: 

ны ЗИ рр 

е х ; хи 
<УР 


«УР 
7х 153 Р Ч 
1 эта (тат 1) РА Е 
— — х—1 ре 5 
ие К: (5) 
УР 
7, —1<УР 


Далее мы рассмотрим лишь сумму 


5 уе 


2<ИР 
2Р’«5Р 


где для простоты положено г; =, г, =0’. Две другие суммы, стоя- 
щие в правой части равенства (5), рассматриваются аналогично. Интер- 


вал Н < <УР можно подразделить на < тР интервалов вида 
Ю<р< В, 0,25<В,<0,5 В. (6) 
Часть 5’ суммы 5, отвечающую интервалу (6), можно представить в виде 
= Хы У ее, 
0<9'< [4 В. <в<Е» 
[1 =РВь', В, = пит (В, Ро” \. 
Далее находим: 


зе о Я Хе 


0о<2”< Г, В. <е,<В. В.<е<«В, 
Е=Е(р”, р, 0) = А (610”) — #7 (06), 


где о’ пробегает уже все без исключения целые числа в указанных гра- 
ницах и р: пробегает те же значения, что и р. Меняя порядок суммиро- 
вания, отсюда находим: 


В а ` 


В.<е.<Е В. <о<8В 


ор аР 
уч у о АН 
о<е”< Г, 
При 0 << 0, (0,1) =1 рассмотрим сумму 


9 = № ет (ЧЕТ, в,9), 
0<ОЕ-Я«Е 
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Здесь имеем: 


Е (Е т, р1,р) =Ф-+х (9, 


Ка, т 
Ро о — а ЧО 
'(Е Аб (1 — 2”) т —- Е р 
о — (От) +. (Е = (0+). 
Легко находим, что |/' (&)|< 0,5. Кроме того, интервал — О 


< (2—1) 9" можно разбить на не более чем 2и —2 интервала, в каж- 
= 


дом из которых /" (5) монотонна и не обращается в нуль внутри интер- 
вала. Поэтому (лемма 1) 


51 = ее Е +0 (1) = © (ееч® -- 0 (1), 


1 


0, = \ ет), 
0 
в 7 ПУ+0(0), 
9—1 
У = УИ,» = . е2тФ(п,ь, 5), 
п=о0 


где 2; и 2 — наименьшие неотрицательные вычеты чисел р: и р по моду- 
лю 0. Следовательно, 


ет УИ, + 0 (110), 


У 9 


=‘ У х 0.1 


гЕ.<69<В В. <е<В 
©:=.(оа ©) в=5(12090) 


Замечая, что |И’,ь|<\1, отсюда выводим (лемма 7): 


2 к. ь 
И’. „< < й = Вы (К, 0) ? 


р =: У = 55У > — ©. -Е и 0,5 
ДО Ро О” 
Такие же оценки мы получим и для двух других сумм правой части 
равенства (5). Левая часть равенства (4) примет вид (х < 0,25 Упр): 


В 


Теперь рассмотрим случай, когда по меньшей мере для одного значе- 
ния $ =’ справедливо неравенство |5 | 21. Здесь для модуля коэффи- 
циента при 2” функции с (2) имеем: 

$/ $/ 
#5 (1 0) 
ты 


87 =? 
: =е|. 


>16 
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Поэтому (лемма 2) находим: 
| Со, | < па (1, В "|8 ГУ — |). 


Пусть И’ (р1) — часть суммы И’, отвечающая данному значению р. 
Сумма слагаемых суммы И’ (0) с условием |0, —2|< 0 будет < 1. При 
целом й с условием 0,50 < 2 < А сумма слагаемых суммы И? (61) с ус- 
ловием 2"< |1 — 0! < 21 будет - 


ь 2% У7—У —уя— ПУ 
Я РМ В 7 ВО 
Поэтому 


В © '_ В 
о "|8 | сое 


х = 1 —Уу о `—\ 
И (21) < 1 -- Кб, Ию 


2 
57? = (= д 6. вы -- 


шт (0 (в, 0)*, 0*) = 
2 
«РАВ, в, +В, 
5’ ар |8 Вы ти РН\\°, 
5. < РшРО°** |8, [| "* - РюРН "5. 


Р? 
КО? 


Левая часть равенства (4) примет вид: 


51 0(РшРш № Р0-°°*** |8, |5 | РиРшш РН 1%). 


Далее, оценим сумму 65” слагаемых правой части равенства (4) с ус- 
ловием 


0,25 
а. 
Если х — число различных простых делителей числа 4, удовлетворяющего 
этому условию, то имеем: 


1 к 
Н*® ее „>= ИшР | = (а) — 216 УшР 


Интервал Р°’° <а<Р можно подразделить на < шР интервалов вида 
< а а, а. (7) 


Часть суммы 5”, отвечающая интервалу (7), будет (лемма 4} 


у вен ра 
} а 215 УшР ры 215Ушр ‘ 


Л 


а’<а<а" 
Следовательно, 


РР 
5 ЛУНЕ Ао 


[а > 
Наконец, оценим сумму 5” оставшихся слагаемых правой части равен- 
ства (4). | рассматривать лишь значения 7% с условием Р°?® < т. 
Интервал Р””< т-Р можно подразделить на < шР интервалов вида 


Мот М’, ВТ Мм (8) 
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Часть И (М) суммы 5”, отвечающая интервалу (8), с условием, что рас- 
сматриваются только значения 4 с 4ц(4)=1, или только значения 
4 с в (а) = —1, по умножении на и (4) будет иметь вид: 
- _ оз] (ат). 
М<т<М! 


ат<Р 


Применяя лемму 8, получим: 
а О 


5" << Р ш РО-*"® (Ё, 0), 


а в случае, когда по меньшей мере для одного $ == 5’ выполняется нера- 
венство |5„,| > 1, получим также: 


И 
ПР ш ВОР 
"р 1 Р 2 —У-Е ое 
= (12 ). © | 55 | ь 
Замечание 1. Теоремы 1 и 2 этой работы представляют собой 
не что иное, как усовершенствование оценки теоремы 2 работы (!) для 
` точек первого класса указанной теоремы. Следует, далее, отметить, что 
теорему 2 достаточно применять лишь в случае |5., | < Н (когда теорема 1 
недостаточно точна), причем в указанном случае слагаемое РН\*1, стоя- 
щее в правой части неравенства для ©, можно отбросить. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,...,1, имеет 
место свое равенство вида 


8. х у 
а МО 


причем О <Р’. Тогда при любом св, удовлетворяющем условию 0< < 1, 
для числа Т (3) дробей вида 


р 


с условием 0 < {7 (р)} < с будем иметь: 
Т (3) = эп (Р) + О(А) 


(О — постоянное, не зависит от в), где, полагая 


а ИР 


) 
можно брать. 


д =Р(шР)З О ^^ ** в случае 9 <Н, 


А = Ре 19 (00° в противном случае. 
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Если же по меньшей мере для одного 5 = 5’ выполняется неравенство 
|10„| 21, то можно брать также | 


А =Р(шР}О-°”** [8 |—** в случае 9<Н, |8ы|<Н, 
А = Ре’ 9,5 | |-9,5° в противном случа . 


Доказательство. Доказательство этой теоремы аналогично дока- 
зательству теоремы 2,а работы ('). 

Замечание 2. Следует отметить, что мой метод в соединении с некото- 
рыми элементами метода У. Вгип’а позволяет значительно улучшить оценки 
теорем 1 и 2 (следовательно, и теоремы 3) в случае 9 < Н. Однако на 
этом случае я останавливаться не буду; хорошие (даже несколько более 
точные) оценки здесь можно получить уже и без помощи моего метода, _ 
пользуясь известными результатами теории распределения простых чисел 


в арифметических прогрессиях. 
Поступило 
20. [Х. 1957 
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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ ОБОБЩЕННЫХ 
ФУНКЦИЙ 


Для обобщенных функций Ё,. (2) и РЁ, (2), х == (%0,..., 23), обращаю- 
щихся в нуль соответственно при я < 0 из 0, преобразования Фурье 
которых № (р), =, а, совпадают в некоторой области ет доказано су- 
ществование функции комплексных переменных №,..., йз, аналитической 
в некоторой области С и совпадающей с Ё .(Р) при вещественных р из 6” 
(теорема Г). Пользуясь этим результатом, авторы доказывают основную 
теорему ПШ, которая находит применение в теоретической физике при 
выводе так называемых дисперсионных соотношений. 


Введение 


В последнее время в теоретической физике приобрели важное значе- 
ние так называемые дисперсионные соотношения [см. ('), (?)], дающие 
связь между вещественной и мнимой частями некоторой комплекснознач- 
ной (вообще говоря, обобщенной) функции 7(р): 


со 


>. 1 ми 
Вер =-Р | ар. 


о 


==152) 


Для получения такого рода соотношений применяется формула Коши, 
в связи с чем возникает проблема аналитического продолжения функ- 
ЦИИ 7 (р) в комплексную область. 

Первые результаты в этом направлении были получены в работе (5), 
где на случай обобщенных функций была обобщена теорема Палей — 
Винера, и в работе (3), где на случай обобщенных функций была обоб- 
щена известная [см. (“)] теорема о том, что функция 7 (р) из 12 (—оо, со) 
имеет аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость такое, что 


со 
= ый 
\ |7 (р- @) Рар< К, 
— © 
тогда и только тогда, когда ее преобразование Фурье /(2) обращается 
в нуль при < 0. При этом аналитическое продолжение обладает свой- 
ствами: 


—> 


А(р- 19) —>7 (р) (в смысле обобщенных функций), 
а> 0 


^^ 


(р - 29) | < А (6) р” А, 6) р" -- + Ам (0) при оО, 


где т — целое положительное число, А; — вещественные постоянные, за- 
висящие только от 9. 
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Однако при числе независимых переменных >>1 такого рода теоремы 
(см. замечание Г к теореме 1) недостаточны для вывода дисперсионных 
соотношений. В работе (?) (Математическое дополнение) доказан ряд 
теорем об аналитическом продолжении обобщенных функций многих пе- 
ременных. Типичной из них является теорема, приведенная в замеча- 
нии У к теореме 1. Там же доказана теорема Ш в предположении, что 
требуемая область аналитичности (4.7) характеризуется числами % из 


промежутка [0,2 и МЕН] где М»и>0. 

В первой части настоящей работы доказывается общая теорема 1 об 
аналитическом продолжении обобщенных функции многих переменных. 
Метод доказательства таков, что он без труда может быть распространен 
и на другие случаи (см. замечание П к теореме 1). Во второй части при 
помощи теоремы 1 доказывается основная теорема ПТ. При этом область 
аналитичности (4.7) расширяется для всех х из промежутка [0,2 У2 в], 
если М> 2щ. 

Введем ряд определений и понятий. 

Пусть 2 обозначает точку п-мерного эвклидова пространства Вь, 
х = (51, 1.,..., 4). Обозначим через 5 множество бесконечно дифферен- 
цируемых функций, убывающих на бесконечности вместе со всеми своими 
производными быстрее, чем любой полином (основные функции). Вводя 


в © топологию при помощи счетного числа норм 
м. 


НФ |= зарх (4 + |241 [++ ||)“ | Ох (2) |, 
: Мм 


А Обас в ое, 


мы, тем самым, превращаем 5 в линейное топологическое (счетно-норми- 
рованное) пространство. Символом 


ОМ (2), |М!=М, 
мы обозначаем все производные $ (2) по х порядка №. 
Обобщенной функцией ] [в смысле Соболева — Шварца (5), (5), (?)] 


назовем всякий линейный непрерывный функционал (1, $) над простран- 


ством 55 основных функций; при этом для обобщенной функции } будем 
употреблять обозначения: 


Эти обобщенные функции совпадают с обобщенными функциями, опре- 
деленными в работах (3) и (°). 
Обозначим через Фу пополнение 5 по М№-й норме; тогда 


фт $ = ПФм. 


Для соответствующих сопряженных пространств (линейных функционалов) 
* * 
5 и Фу справедливы соотношения: 


фе 


Итак, всякая обобщенная функция 7 (т) принадлежит некоторому Фх. 
Наименьшее число М такое, что данная обобщенная функция 1 (5) Фу, 
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назовем ее порядком. Таким образом, всякая обобщенная функция И 
первоначально рассматриваемая как линейный функционал над 5, может 
быть продолжена на Фу, где М — ее порядок. 

Будем говорить, что последовательность обобщенных функций ]„ (5) 
(слабо) сходится к обобщенной функции / (5), если для любой основной 


функции $ (2) 
7» (@) 2(®) 4=-> \7(2) э(®) ах. 
Носителем непрерывной функции Ф(х) назовем замыкание множества 


точек 1, для которых $ (2) = 0. Скажем, что обобщенная функция ] (2) 
равна нулю в открытом множестве С, если 


\7(4) (2) а =0 


всякий раз, когда х(х) имеет свой носитель в (С. 
Условимся говорить, что некоторое выражение 


Г(К, т), Е —= (Ат, Ко, ПИ т)» 


является обобщенной функцией относительно (вещественной) переменной х 
и аналитической в области С, относительно (комплексной) переменной А, 
если при всех х из 5 выражение 


\/(%, 2) ® (=) аа 


есть аналитическая функция в области (1. 
Наконец, условимся об обозначениях при п= 4. Через х, р, 4,. 
мы будем обозначать вещественные точки из Ва, например: 


Х = (2, л, То, 23) == (то, %). х = (1, Хо, 23). 


Соответственно через А, А’ будем обозначать комплексные точки 


В = (в, Ан, №», Ёз) = (№, #), =, в», 3), К=Р- И. 


Символом 2 будем обозначать форму 


а А 
дк = Жо жк, дк = У, ай. 
1<$;<3 


ы — У 
В частности, 42*=2— 7. Через [х| и |&| будем обозначать соответ - 
- — 


ственно длины векторов ди К: 


=Из, м=У Уи. 
1<;<3 
Преобразование Фурье 7(р) обобщенной функции ] (2) определим по 
формуле 
— ее : 
(р) = (в) ет ат, 
где рх == Рото =— рх. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 


18 Н. Н. БОГОЛЮБОВ и В. С. ВЛАДИМИРОВ 


Символами 5 < 0, х*0 мы будем обозначать области: 
д<—0, если «0, или |[1|<|т|, 
х->0, если 20 >0, или 12%1<|=|. 
$ 1 
ЛЕММА 1. Пусть данная обобщенная функция 7 (р), р = (ро. Р), 
обращается в нуль в области 
6°: и Ир и < ре + ре ней}, у. 220. 
Возьмем положительные числа & и в и введем функцию комплексного 
переменного Ё = (Ёо, #) = (Ро - 4, р-+ 9): 
7, а, в) = \/@еяр(-— 2-2 — в + из) 4х, (1.1) 
где (5) — обратное лм Фурье функции 7 (р), 
7) = дат (Ре чар. (1.2) 
Обозначим через С” область точек Ё* = (ро, Е) = Ра р —- 1), удовле- 
творяющих одновременно неравенствам: 
с — УР м-р + ИР -—191) +4}, 


где функция е(2) равна при &>0и0 при &<0. Тогда для любого 
компакта К”, лежащего в области (*, существуют такие положительные 
числа х и 0, что при е> +0 


В, «, ®)->0, |104. 2... 


равномерно для всех Ё из компакта 


К`Х {14| < 8}. (1.3) 


Доказательство. В целях сокрашения записи установим лемму 
для случая, когда область С° есть совокупность точек р, удовлетворя- 
ющих неравенству . 


ве 
ро а И +в. (1.4) 
Общий случай рассматривается аналогично. 


Докажем сначала, что соответствующая область (” есть сумма моно- 
тонно возрастающей последовательности областей а. 


бь=е № бы 0, (1.5) 
03 В<а 


* 
где область С„,в определяется неравенством: 


* “ о © = 
Са, в: Ее (Ро — а)* + с. ыЕ НР". 
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ы 
Так как при каждом В, О0<В< а, функция я 5 монотонно убывает, то 


В 
= * 
из (1.5) вытекает, что последовательность областей С” монотонно возра- 
стает. Поэтому 
* . * * 
= Е. = Оо (1.6) 
&«_>0 &— со 8>0 
Но 


- 4? 2 Не ыы 
быт ро а труаР 


Докажем теперь, что 


Пе . 


нае. Ро 
ЦВ", В) = рва — в (р 2) =0 


при условии, что В`>0. Имеем: 


9! 9? +4 р? Е 
в — № Ив” 


откуда следует, что или В = - со, или 


| р: = > 
` свого если |р| > !9а1. 
[р -— [9 
Подставляя найденные значения В в уравнение } (А, В) =0, получим 
искомые уравнения огибающей: или 
(Ро ЗЕ а)* = р% 


или 
(ро — а) < (|р|-— |9, если |р| 29| 


Соответствующая сумма по 8 областей }(Ё", В) > 0 будет равна: или 


(ро — а)°< 9, воли [р|<|9|, 
или 
(ро а УР р|-— 191% +, если |р|>19|. 


Вводя функцию е (8), получаем; 
и и", >= Край (|р| 191) +83. 
В>0 


Таким образом, равенство (1.7) доказано. А тогда из оли 
имеем: 


* - * 
< = Им (.. (1.8) 
и—- со 
р 
Так как компакт К” лежит в области С“, а последовательность о00- 
ластей С» монотонно возрастает‘ по «, то из (1.8) следует, что наидется 


такое «> 0, для которого 
К: 6. (1.9) 
о» 
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Полученное х мы и зафиксируем для дальнейших рассуждений. 

Заметим, что при любом = >0 функция ](Ё, , ®), определяемая фор- 
мулой (1.1), может рассматриваться как значение функционала ]}(5) на 
основной функции 


вм р : 
ехр (= да — ед? -- Из) ь 
а потому является аналитической функцией переменной #. 
Принимая во внимание (1.2), получим из (1.1): 


те 


Же, ®) = от ( 7 Ц ехр [--- 4—5 + — р) = 4} ар’ = 


уз а (%— 2) + &— [ар. 


= а, (р) ехр р. Е (1.10) 


Возьмем некоторое достаточно малое положительное число 4 и по- 
строим бесконечно дифференцируемую функцию о (р’), равную 0 в области 


раза +У пр +в 


и равную 1 вне области * 


и <а—а+ И тре. (1.11) 


Отметим, что при каждом А функции 


а (к — 2) + — р ; а (к, — р, )* + &— р’)? 
о] прок “о ] 
суть основные. Их разность отлична от нуля в области (1.11), содержа- 


щейся в области `(1.4). Но, по условию, в области (1.4) сама обобщенная 


функция / (р’) равна нулю. Поэтому соотношение (1.10) можно перепи- 
сать в виде: 


У, а, = ИР Н(®, р’ и, ®)ар’, . (1.12) 
где 
еее а (к — 2)* + (&-— 
Н (Е, р’; а, ыы (рб экр| “ПРОБ РИ (1.13) 


В силу (1.9), (1.5) и леммы Бореля — Лебега, компакт К” можно 
а * 
покрыть конечным числом областей С.„,з. Возьмем одну из этих областей. 


и изучим поведение последовательности Н (Ё, р’; «,е) при в->+0 
когда Ё принадлежит р 


[КП @5,в] Хх {1% < 8}, (4.14) 


где 0 — малое положительное число, которое будет выбрано ниже. 


В силу свойств функции а (р’), достаточно ограничиться областью 


> а — за -+ И рр +. (1.15) 


* Такие функции существуют [см., например, (15)]. 
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Так как | 
№" = (рр-+ 9) Е К’ПО. в, 


то существуют такие достаточно малые положительные числа 4 и 4,1, не 
зависящие от А*, что 


= 


2 —- 2 
Иа теми, 


=> 


(1.16) 


Оценим снизу выражение 


[< (№ — рь)} + (&—р')*] =«(ро—а + 34)? + «(р —а + 34) ++ 


+ 2—9 — 2а (ро —а + 34) (р, —а- 34) — 2рр' — ва? 
при всех А из (1.14) и р’ из (1.15). 


Пусть т и п— положительные числа, которые будут выбраны ниже 
На основании неравенства Буняковского имеем 


а (Ро —@-+ 34) (р. —а + 34) + рр’ < 


<Ир?-т(р—а+ 34 И +" (раза. 


Принимая во внимание это соотношение получим 


Ве [а (йо — р.) + (#— р’) > а (ь— а - 34)? (р —а + 34)? + р р— 


о ПИТИНИ Ва ПРЕ 
— а — 2 р+т (р, —а-+ 34) ИР-+ (р —а-+ 34 
а (ро — а + 34) а (р, — а + 34)? + р? + р? — 
= иже р 
2—8 — И рт (а + 34. И №+ (ра 34} 
О и р РааИ 4 2 
—п| Ир? + т (р, —а-| 34)" — — УР + (рифа + 34)? | = 
= (х — пт) (р, — а + 3а)* + (&—— р [6 — а- 3а)* 
— я ее 
+ 2 (1— -„) +21 —п) —Ф — а 
Выберем теперь числа т и п из условий: 
(х — пт)? =п—1, “пт. 
Обозначая х — ит =В и учитывая (1.16), получим: 


о - 2 
Неа — + #— 2) > В [фа +34 7+ 


>В [4 + (—а+ 34—10], 


р 
14| < и =. 


если выбрать 
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Таким образом, в области (1.15) получаем оценку: 


р» ды (Е — р’)? 
[ео] ы : _ — 


2 Га ка а а. ОВО к 
<ер [+ [+ а + 34) —ур ве]. (1.17) 


>>. 


Оценка (1.17) справедлива при всех № из (1.14); числа 4, 4: и 6 зависят 
от 8. Так как компакт К” покрывается конечным числом областей Р в» 
то можно считать, выбирая В, 4, 4, и 6 наименьшими, что эта оценка 
справедлива при всех # из (1.3). 

Мы докажем сейчас, что все нормы основной функции (1.13) для 
всех А из (1.3) имеют оценки: 


|ЕА, щие) нба ‘ехр (— 5), м0, 1 


В силу свойств функции Фа(р’), мы можем ограничиться рассмотрением 
функции И (А, р’; «, ®) в области 
р >а— 24+ ИУтре +. (1.19) | 


Так как режущая экспонента в (1.13) при дифференцировании по р” 
остается неизменной, то из (1.17) и (1.19) следует, что для доказатель- 
ства (1.18) достаточно установить конечность выражений 


[ро ехр [е- [-— (ра + За) + тре +ы], М0, 1,2. 
при условии (1.19). Действительно, 
|РЫ"ехр [1 [-— (р — а + 34° + 79+] < 
«А сх [= р —а + 24 — (и —а+ 34) = 
‘окр [- 22 (м —е+ 84) <еи. 
Из (1.12) и (1.18) следует, что 


(Е, &, =) —>О при =-—> +0 


равномерно для всех А из (1.3). Совершенно аналогично доказывается, 
что 


Ру (&, , в) ->0 при >40, м2, 


равномерно для всех А из (1.3). Лемма доказана. 


ЛЕММА П. Пусть даны две обобщенные функции Е, (1) и Ко (1), 
удовлетворяющие условиям: 


Е, (5) = 0, если тж 0, Ра (1) =0, если х>0, 


и пусть их порядки не превосходят числа №. Пусть, далее, Хи ш— 4ю- 


бые вещественные векторы, причем 


[^1< 4, (1.20) 
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а и 6 — любые вещественные числа. Тогда функции комплексного пере- 
менного 2 


8, (2, ^У@—а) +в: %, =) = 
—= ) Е; (5) ехр |-> 2 — 2? + 125 —ПУе— а) (2—6) — из | 4 
ПЕР) (1.21) 


растут не быстрее, чем некоторый полином степени 2М (с коэффициен- 


тами, непрерывно зависящими от (^, р) соответственно в областях 
2 > 0 вр т=г ш 5-0 при у=а. 


Доказательство. Возьмем некоторое положительное число 4 и 
введем бесконечно дифференцируемую функцию ®(Ё такую, что 


Ф(И =0 при #<— 24а, +=! при Е — а. (1.22) 
Возьмем некоторое В `> 0 и рассмотрим при |2| > Я основные функции 
ехр |-— = 12 — 2? 4 иж) — д у диз | , 
Н (2, 2) = (|212) 211218 — 2#)] Х 
Х ехр |-- = 2 — г + им —йУ@—а@-—ь —42 | : 
Их разность равна нулю, если 


4 
30 т 2х В. 
Но в области, где %<.0, или 22< 7, обращается в нуль сама функ- 
ция Р, (1). Поэтому выражение (1.21) для ] =г может быть записано 
в виде: 


луче _-Ю+ша, о = |, (&)Н (+, 2 аз. (1.23) 
Изучим функцию — 2 Па 4-12 Ва У (= —а) (2—6) при условии, что 
> — п, 102520, |2|> 8. (1.24) 


В силу (1.20), имеем: 
— 20 Пи 2 4-22 И (2—4) (2—6) < 


<—пш2+ | ШшУИ@-9@-—6]. (1.25) 


Обозначая 2 = |2| ей, где |2| >В, 0% 0 <т, получим: 


|шУ@—=а@—6| = Е | 2% У { — т (1 — Фе | 5% 


ее 1 
<= + [4 +0 (|. )- 
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Отсюда следует, что для данных а и 6 можно выбрать такое большое | 
число В и такое число с`>0, что при всех |2| > А будет: 


шУ@— а) (2—5 |<|2|91 0 + о. 
Отсюда, из (1.24) и (1.25) получаем: | 
— 2 Па 2-+ ^2 ШУ (2—4) (2—9 < 
5-3 |2 | + Уж 24] 10 + ‹|2| < 
<2а-+ Иа 4+ в|1|=е+ 12|. (1.26) 
Принимая во внимание (1.22) и (1.26), получаем: 
| (=, =) [уе (|= + 1). (1.27) 


Оценка (1.27) получена при |2|>А, но ясно, что она справедлива и 
при |2|< А. 
Так как порядок обобщенной функции Р,(5) не превосходит М, то 
з (1.23) и (1.27) следует, что при ш2>0 
|2, (Ув -+ ва, < А+ 1. 


Аналогично изучается и функция Ро. Лемма доказана. 


$ 2 


Применим леммы, доказанные в $1, к установлению следующей 
теоремы. 


ТЕОРЕМА Г. Пусть даны две обобщенные функции Е, (т) и Ро (т), 
удовлетворяющие условиям: . 


Я» (х)=0; если к 0, Р, (®) = 0; есле 0: 
Ё, (р) — Ёа (р) =0, если пес, 
где Й; (р) есть преобразование Фурье функции Е; (х), 1 =г, а, и область 
С" есть совокупность точек р = (ро, Р), удовлетворяющих неравенствам: 
6: {У йрчае< ро ев + У Ире }, у; > 0. 


Пусть, далее, порядки обобщенных функций Р;(р) не превосходят 
числа №, и пусть а и $ — любые вещественные числа такие, что а< 6. 


Обозначим через С (а, 5) множество комплексных точек Ё = (Ё., ®) = 
= (Ре + 4., р, удовлетворяющих неравенству 


[91 < в, — 4) 5, (2.1) 


а также обладающих тем свойством, что при всех Е, аЗЕЁЬ, выпол- 
нены неравенства: 


— Уте[Т (в, а, 5, +2 Е<е, + Уте[Т (ф,а, 6, 1-е, (2.2) 
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где 


о ее ОЕ вы 
( )=|Р—а Е УВ аи. 3) 


Тогда существует функция Ф (К) комплексного переменного к, аналитиче- 
ская в области а, где 


ед, 


а<ь 


такал, что при всех вещественных р = (ро, р) из области @° 
Ф (р) =, (р) = № (р). (2.4) 


Кроме того, в достаточно малой окрестности любой точки области С 
имеет место интегральное представление 


$ = У | (РЯ, р) ар, (2.5) 
1=т,а 

где функции Я; (Е, р’) обладают следующими свойствами: при каждом р 
они являются аналитическими относительно Ё в рассматриваемой 
окрестности; при каждом Ё из этой окрестности они принадлежат 
пространству Фу и, наконец, являются «универсальными» для всет 

обобщенных функций Ё ;(р), удовлетворяющих условиям теоремы. 
Доказательство. Прежде чем переходить к доказательству тео- 
ремы, установим следующие соотношения между областями С°, С" и (: 


СП {%=0} с С", (2.6) 
6 = в*`п{9=б0} =вп{%=0, а=0}, (2.7) 


где область С” определена в лемме Г. 

Действительно, пусть точка #“ = (ро, К) принадлежит @ Г {4, = 0}. Это. 
значит, что &° принадлежит С (а, 5) П{9, = 0}. Но тогда из (2.1) имеем: 
а< рр. Полагая в неравенствах (2.2) и (2.3) & = ро, получаем, что 
К" Е С°. Включение (2.6) доказано. 

Первое из равенств (2.7) очевидно. Из (2.6) следует: 


6п{4=0, а=б} < 6'па=6}. 


Докажем обратное включение, а с ним и соответствующее равенство (2.7). 
Пусть 4 
р = (ро, Р)Е<"П{4=0}. — 
Тогда при достаточно малом 9 >0 все точки (ро - ®, р), деи 
будут принадлежать С". Но, в силу (2.1) — (2.3), это значит, что 


рЕС(р— м, р +4) © 6П{4%=0, 9=0}. 


Пусть а и 6 — любые вещественные числа, причем а<_6. Докажем, 
что все утверждения теоремы справедливы для области С (а, 6). 

Пусть К — любой компакт, содержащийся в области С (а, 6). Тогда 
найдется такое достаточно малое положительное число с, что компакт 
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К, — множество точек #, удаленных от компакта К на расстояние, не 
превосходящее с,— содержится в С (а, 5). Предполагаем компакт К таким, 
чтобы все его подмножества, рассматриваемые ниже, были не пусты. 

Обозначим через К’и К! сечение плоскостью 4, = 0 соответственно 
компактов Ки К,, 


К = КП {4, = 0}, К! = К.П {9 = 0}. 


Из (2.6) следует, что К! с С’. Но тогда из определения областей С (а, 5) 
и (* следует существование такого достаточно малого положительного 
числа 7, что имеют место утверждения: 

1) компакт 


„» ИЕ а) (Е Ь— ВеТ (Е — а) (Е 
К Ё = ры 
+9 Ра по У) 9) ‚оао 


содержится в области С”; 
2) при всех К =(р, А) из К! выполнены неравенства 
а-1<Р < 8—1. (2.9) 
Возьмем положительные числа х и е и введем функции комплексного 
переменного & = (%,, А) 
Й, (Ё, , =) = (4) ехр(— = о =2? - та) Чх, ТЕГ, 8, 
7(®, и, в) = Ё, (Ё, и, =) — Ра (К, иле). 
Применим лемму 1 к функции 
7 (р) = #, (р) — № (р) 


и к компакту (2.8). Тогда получим, что существуют такие положитель- 
ные числа х и 9, что при =->--0 имеют место следующие соотношения: 


(2.10) 


Е” Иа) (Е— — Ве У, —а) 
ТЕР Оо т ИИ ЕЕ ‚ а, =|->0 — (2.11) 


равномерно для всех &, а -ч ЗЕ <Ь+ чл, иК из К,; 


О 


ие = и : —0 (2.12) 


равномерно для всех &, а- << тщий из К,,; 


У(, «, =) —>0 02.15) 
равномерно для всех Ё из К: х {19| < 3}. 


Найденные числа х и 9, зависящие только от компакта К : 
руем для дальнейших рассуждений. 


Заметим, что функции Л; (Ё, а, ®), рассматриваемые как значения 
функционалов Ё’, (5х) на основной функции 


зафикси- 


ехр(— = да, о, ©, 
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суть целые аналитические функции 
Е == (Ао, А К. Ёз). 

Фиксируем точку А’ = (Ак, А) = (р. 9,, Р’-+ 9’) из компакта Ки 


о Е б б — 
возьмем положительное число р < шт (=. 5). Обозначим через С (%’) 


комплексного переменного 


окрестность точки А’, состоящую из точек # = (о, А) = (ро + 4, р +) 
таких, что 


с (%”): 8, — #18, 5=0,1, 2,3}. 


Тогда при достаточно малом о область 
ей 0 оао - (2.14) 
будет содержаться в А1, ибо 


> АР 16 < о. 


0<3;<3 


По теореме Коши, при всех А из @(Ё’) имеем: 
—> 4 ых я = > = 
ВА, е =) \ Вр, К У рев, а, в) х 
050; <2п 
2168 0% е18з 40, 


№ + в» = ЮО това № ВУ + рез —, 


(2.15) 


= 


при любом вещественном векторе у, для которого 


а == 12,8: 


Заметим, что при всех У, |] < >, и 0.= (9, 6) = (6%, 0: 0%, 6; 
0 < 9, < 2, точки 


(К -- рей», № У рей) (2.16) 


содержатся в области (2.14), а следовательно, и в К!. Кроме того, при 
всех Е из С (Ё’) имеют место неравенства: 


2 
еб. 
Ао, ре — вре А, > 6 


Пусть (у) — бесконечно дифференцируемая функция, обращающаяся 
в нуль вне куба |у. | < = и такая, что 


2 ()&=1. (2.18) 
"Тогда, в силу (2.17), функция 
20% 103 6 
А. > оо 
0 (К, У, 6) г (=) к, + се ®— К п. К, т рей — К, 


/ 
‘является аналитической относительно в области С (Ё’) при всех рас- 


«> Я | 
сматриваемых у и 0. Нроме того, при всех 0 и КЁ из С(Ё’) эта функ 
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ция — бесконечно дифференцируемая и финитная относительно у. 
Принимая во внимание независимость функций (2.15) от вектора у, 
в силу (2.18) и (2.19) получим: 
ВК, о, )=\2, ‚(5 рев, № У- ре, а, =) ш(®, з, 8) 464 = 
> \ В (ре № Уре, а, в) ш(®, У, 0) 84+ 
чет 0,>0 
ы \ В рем, &’ У рей, а, в) ш (Е, 3, 0) 48 4%-+Т ДК, , <), (2.20) 


/ 
ЧЕ? Эт 0, <0 


где 

Т.К, а, ) = \ Те + речь, В! --У | ре, а, в) ш(®, У, 6) 84», (2.24) 
а, еп 0,<0 

и \ Те | ре, У рей, а, в) ш (Е, у, 6) 48 4%.(2.22) 


а 25 6,>0 
Для того чтобы получить выражение для 
И т 9 = 
Е ДА -| ре", К У Е, Ф1®), 


построим вспомогательные функции 7, (2, =) одного комплексного пере- 
менного 2, положив 


1, (2, ®) = (2) #1, У@—а) (#5) ва, *, 7=г, а. (2.23) 
Вещественные векторы ли м выберем из условия 


НУ рев = ХУ (Е ре — а) (№ Ере—-Ьфы = (2.24) 


= 9’ + рэшб 
ый = ’ 
по У (о - ре" ** — а) (Ко - ре» — 5) 
ВеТ (% - ре**°— а) (&, + ре *— 5) 
по У + ре — а) (+ ве) | 


(2.25} 
Е р’ - У р6036 — (9' Ч рт 6) 


Так как точки (2.16) принадлежат А., то, в силу (2.1), выбранный 
в (2.25) вектор Х будет удовлетворять условию 


[|< 4. (2.26) 


Предположим, что функция $ (2) обладает следующими свойствами: 
1) она является аналитической на всей плоскости комплексного пере- 
менного 2 за исключением линии разреза 


Пиз =0, с.< Воз-а (>, 1—5) (2.27) 


2) убывает вместе со всеми своими производными при |2|-> со не медлен- 


—м 
нее, чем 2 ‘где число М, может бытьвыбрано достаточно большим 
и, во всяком случае, М, >2М- 1; 


| 
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3) если Ши2-—>-0, то равномерно на каждом конечном интервале 
переменной & = Вез 

В 4. (Е 

4'5 (2) __ 99; (6) 


ай а 


ПАО... 


где предельные функции ©, (5) ==Ф(-- 0) и $, ()==(&— 0) непрерывны 
©0 всеми своими производными на всей вещественной оси. 
Заметим, что из 1) следует: 


ф, (5) = $. (8) =0, если &< с, (2.28) 
а из 2) следуют оценки при | |-> оо: 
4. (Е 
|6 о (2.29) 


4) Ф (о -Н ре") 0 при всех 6%, 0 < 4% < 2м. 
Функции $(2), удовлетворяющие условиям 1) — 4), существуют; это 


а 
будут, например, функции вида ен 
2—= 1 


[ 


4, где в (&) — функции вещест- 


венного переменного &, обладающие непрерывными производными всех 
порядков в интервале [с, 4] и обращающиеся в нуль со всеми своими 
производными в граничных точках этого интервала. 

Если разрезать плоскость комплексного переменного 2 по линиям 


[12=0 — < Ве2<а, Ь<Ве2х оо, (2.30) 


то в разрезанной таким образом плоскости функции 7, (2, е) будут одно- 
значными и принимающими при этом разные значения на противополож- 
ных берегах разреза (2.30). Это обстоятельство является нежелательным 
для дальнейших рассуждений. Поэтому вместо функций ], (2, =) мы будем 
рассматривать функции 


7 (2, =) = 2 (1, (2. Ува) (@—5) +ь, а, 5) + 
=. (2, В И (#— а) (&— 5) ны %, =)], 


Ф (2) а а 
Аба, =) = уеоееы и ^У а) (# — 6)  ц, а, г) 


— Р, (2, Е У2—а) (2—5) ет %, =)]. 


Тогда 
(а, в) = (а,  -Ув-я@-=5/н(ь, °). (2.31) 
Заметим, что, в силу свойства 1), функции о (2), введенные функции 
Тя (2, г), | =г, а &=1, 2, являются аналитическими при всех 2, кроме 
линии разреза (2.27). Далее, так как выполнено условие (2.26), то из 
леммы П и из свойства 2) функции © (2) при всех е > 0 следуют оценки: 


[А т, (2.32) 


причем при №и2>.0 считаем 7 =г и при №1250 считаем 7 =а. 
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Принимая во внимание (2.32), по теореме Коши получим: 


Тут, 2) = 


Й {С абеаНиЮ Зах риа 


= 
< —— 2 
—© 


где при 2>0 считаем / =х и при Пи2< 0 считаем 7 = а. 
В силу (2.31), получим далее: 


со 


1 (1+0, )—1, (8—0, =) _ 

Иа) = ат | =—" 4+ 
‚ У @е—5 +0 9—0, 9 
Е — . 


Продолжим наши рассуждения, полагая в последнем равенстве 
кА :0 в , : з 
2 = о -- ре С При этом мы считаем 1=т при 9 + рят 9, >0 и 1 =@ 
при 4, | 0510, <0. Принимая во внимание (2.23) и свойства функции 
© (2), получим: 


РАЙ, - ое», ). АСЯ -- ре*% — а) (#, -- рев — 6) + и, ©, =] = 


1 и - 
в | ВИ © — 
нее рым | "ВАУ + м 9, 


— РУБ -+ а, =]. (9+ 
РЕ — УЕ, а + >. — 
— 218, ИЕ (ЕВ -+ь, а, о (8% 


Е-= №, 7+ ре? 
У + ре. — а) (ке Ш—Ъ) ® _ ЧИ АЗИИ 
Чт (К. ре) ] {Р-[8, У (—а) Е—6) +, =]. — 


—©с 


— РУ Е-ЯЕ- + че © — 
— Я, 8, ХУ Е-И-+ьа, о ®+ 


+, (Е, —^И—& +, &, =] Ф бе в. аа 
«(9 (6 — № — ре") И (Е—а) (5) т. 
На основании (2.24), из (2.33) получим: 
Е, (Е, - рей, Г -- У реб, &, 6) = 
РОВ № Зав я г 1х \ 0 
-й У \ Р. [& 8, ($, В) Ну, а, :] а 
з =, >08 >> 
ее = ф,. (Е, бь) 
гу У в. О У в, (2.34) 
Х— -1та— 


где, в силу (2.25) и (2.28), 
вы [1+-у Омь] чае 


ЕЕ Что (® ре), (2.35)» 
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= 9.) = |4 и о 0 ф (5) И р (Е) 
ф,( о) | х (Е — а) (Е— 5) | 4таф (, У ре!) ) (2.36) 


8, (6, ны 


+ (@' и 2.37) 
ы Ук. Нее" "— а) (№ ве" — 6) на 
Функция й (5) бесконечно дифференцируема и такова, что 
й (5) =1 при <а—т ЕТ, 
(2.38) 


й (&) =0 при ао <<. 


Принимая во внимание (2.34), из (2.20) при всех СС (®’) получим: 


Ву, и, ) = У Ре, в, (е, ву У, а, 1 бо ув 
рн ь 
: от 
о р» 
х= 1 0<0.< эт - а 


ф, (Е, 60) 6 (К, у, у, 0) 
Е 


ЧЕ аз 40 — Т, (в, и, в 2.39 
коре 448 + Ту, +) (2.39) 


Отметим, что, в силу (2.19), (2.35) и (2.37), функции 


фах (Ро, бо р о. 9), 9] 


10% 


Я (&, р") = @0 


059,527 


ла = О 


Ро ‚— № — се 
(2.40) 


при каждом р” являются аналитическими относительно А в области 
С (Ё’) и при каждом № из С(Ё’) принадлежат пространству Фу, если 
только число М,, фигурирующее в (2.29), выбрано достаточно большим. 

Действительно, знаменатель в (2.40) может обратиться в нуль только 
при 


р, = р. + 06038, 9, рыш 6, = 0. (2.41) 


Так как &' = (р + 4,, ®) ЕК, то из (2.41) следует, что при достаточно 
малом о точки 


(р, рс0з 6,, К т - ре?в) Е И 
5 


Но тогда из (2.10) и (2.41) следует, что точки р, в которых знамена- 
тель в (2.40) может обратиться в нуль, заключены в интервале 
[@ +1, 6—1], а этот интервал фактически исключается множителем 
й(р,) [см. (2.38)], входящим в выражения ф, (Ру› 8); функции 8, (р, 6) 
при этом будут вещественными. 
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Принимая во внимание сказанное, имеем при е-> + 0: 


5 - 0 Ты 
СИЕ 8, (6 ЮУ, а, $ (6, п аа = 


== 2, (р, в е) Я» (Ё, р”) ар" > \ (р) Ны (в, ла (240 
равномерно для всех ЁЕС (*’). 


Далее, в силу (2.36) и (2.37), при всех у, | Уз| < <= и 0,0< 0, < 2м, 


получим неравенство: 


--7 
—? с ры м 5, 0 = 
\ Е: 8, (Е, 8) -- у, <, на < 
а—т ей 
я во СР, в. (6 9), а, |+ 
а—п<Е«ЗЬ- 
- с> 5ир с 8 (Е, 6) = у, ©, =] 
ат<Е<5—пт 


Вспоминая, что точки (2.16) принадлежат К!:, заключаем отсюда и из 
(2.37), (2.11) и (2.12), что при е—-0 


5-7 
0 хм. Я 

\ \ Е, Ра (5, 6+ У, 6, Ве, а9 
— № — ре 


а—п 


->0 (2.43) 


равномерно для всех А из С (Ё°). 
Из (2.24) и (2.22) следует: 
Т, (К, а, в) =0 при 9, >р, Т,(Ё, а, е) =0 при 9, <—р. (2.44) 
Пусть теперь 
КЕКП{ |4, |<. 
Тогда при достаточно малом р, < точки (2.16) будут содержаться 
в АХ {19 |< 8}. Но тогда, в силу (2.13), (2.19), (2.21) и (2.22), при 


=-> + 0 имеем: 


|Т, (№, <, е) |0 (2.45) 


равномерно для всех ЁЕС (№’), 
Принимая во внимание (2.42) — (2.45), из (2.39) при => -- 0 получим: 


Рь(®, в, ®) > У \ №") В, р)ар' =, ) (2.46) 
9=т, а 
равномерно для всех ЁЕС (А'’), где ЕК Хх {> — 6}; 
В. (в, и, 8) У \Р(ЭЯ, р) ар' = 5.) (2.47) 
1=т, а 


равномерно для всех АЕС (^’), где ЕКП {9 < в}. 
В формулах (2.46) и (2.47) введено обозначение: 


Я, (К, р’) = Яз+ (Е, РИ ох (2.48) 
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Покрывая компакт К конечным числом окрестностей С (й’), мы видим 
из. (2.46) и (2.47), что последовательность аналитических по & функций 
Е, (Ё, «, 5) равномерно сходится к аналитической (теорема Вейерштрасса) 
функции Ф;(#) соответственно при /= на компакте К По -о 
при /=а на компакте К | {4 <в}. Так как упомянутые компакты 
имеют непустое пересечение и компакт А — произвольный в С (а, 65), то 
отсюда заключаем о существовании единой аналитической в С (а, 6) 


функции Ф (А) такой, что 
$ (#4) = ©, (1) при 9 


— 
з к. и (2.49) 
Ф (#) = Фо (®) при 9% < 


0, 
0. 


Докажем равенства (2.4). Пусть точки р = (ро, р ) принадлежат 
КП {%=0, 4= 0}. Тогда из (2.7) следует, что 


КП {4% =0, а=б} < б°П@(а, 5. 
Следовательно, по условию теоремы, при этих р, когда =->-+- 0, имеем: 
Ё, (р, в, г) Ё, (р) = Ра (р), (2.50) 


причем стремление к пределу имеет место в слабом смысле. Принимая 
во внимание (2.46), (2.47) и (2.49), получаем из (2.50): 


Ф (р) =$, (р) = $. (р) =Й, (р) = й. (р) 


при всех р из К П {9 =0, 9=0}. Так как компакт А произвольный, 
то из (2.7) следует, что равенства (2.4) имеют место для всех р из 


Са. ГП {ш=0, 9=0. (2.51) 


Поскольку область С есть сумма областей С (а, 6), теорема справед- 
лива и для всей области С. При этом, в силу (2.7) и (2.91), равенства 


(2.4) имеют место при р из 
И (а, 8) П %=0, 9=0} =@П %=0,9=0} = 6°. 
а<ь 


Представление (2.5) в окрестности С (#’) следует из соотношений 


(2.46), (2.47) и (2.49). Теорема доказана полностью. | 
Замечание [.. Область аналитичности функции Ф (#) можно рас- 


ширить, прибавляя к области С еще область 
[91 < 14|. (2.52) 
Действительно, очевидно, что функции 
А; (®) = |) И 


являются аналитическими соответственно в областях: 4, >|9| при / =" 


и %<-—| а! при / =а *. Поэтому область аналитичности функции Ф (К) 


ь 13 ста- 

* | Этот и более общие результаты содержатся в работах (12) и (13), где уста 
к х е ей Е р 
навливается связь между замкнутой выпуклой оболочкой носителя обобщенной функ 
ции РЁ (2) и ростом ее преобразования Лапласа Ё (:р). Для функций из Г» по этому 


поводу см. также (1), гл. УГ $ 9. 


3 известия АН СССР, серия математическая, №1 
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есть 
+191 < 1901}. 


Замечание ПП. Из доказательства теоремы | следует общий алго- 
ритм для вычисления области аналитичности в случае произвольной 
области (С°. Пусть даны две обобщенные функции Ё,(2) и Ра (5), 
СВ в нуль СООО РОВНУЮ в областях < О итх=0, и пусть 

Ё, (р) — Ра (р) =0 в области 6’. 

Для области С°’ вычисляем область (” аналогично тому, как это де- 
лалось при доказательстве леммы Г. Пусть область С” определяется 
совокупностью уравнений “. (Ро, р, 9) >>0, где х, непрерывные функции 


своих аргументов. Тогда соответствующая область аналитичности будет 
суммой областей С (а, 6), где 


|| У —а) &—5), 


Е - Ве (%—а) (№—5) - У Е—а)6—® 


@ (а, Ь: 
т у р. 
Во (®—а)(&%—5)’" шУИ(&—а) Е о 


Замечание Ш. Пользуясь предыдущим замечанием, нетрудно по- 
лучить следующий результат [см. (?), Математическое дополнение]. 
Пусть функции Р;(5) удовлетворяют условиям замечания П и область 0” 
есть шар радиуса 9 .с центром в точке р=0. Тогда существует функ- 
ция Ф (№), аналитическая в области |, | <Зр, $ =0, 1, 2, 3 (о— некото- 
рое число, меньшее 7) и такая, что 


Ф(р) =Р,(р), ||. 


Функция Ф\(^) представима в виде 


Фи) - № |2) Й, ра, 
Я=т, а 
где Я (А, р’) — аналитическая функция А в области | Е | < р- 
Замечание ТУ. Из предыдущего замечания получаем такой резуль- 
тат: если функции Р,;(5) удовлетворяют условиям замечания П, то для 
любого компактного множества А’, лежащего в И существует функция 


Ф (%), аналитическая в области К° Х | |9 | < 5, 14| = 3}, гдеб — некоторое 


положительное число, зависящеее от ИВ и такая, что 
м 7 >0 
Ф (р) =#, (р), рЕК. 


Замечание У. Из теоремы 1, в частности, при \! = у. =0 полу- 
чается следующий результат [см. (?), Математическое 
Пусть обобщенные функции Р, (2), у=ь, а, 
свойствами: 


дополнение]. 
обладают следующими 


Р, (7) =0, если < 0, ЕР. (1) =0, если > 0; 


Ё, (р) — №. (р) =0, если а< р <. 
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Тогда существует функция Ф (А), аналитическая в области 


[по |< | У —а)%— 5) 


> 


и такая, что при всех р = (ру, р), для которых а < р, < Ь, имеют место 
равенства: 


Ф (р) = Е, (р) = Ва (р). 
Замечание УТ. Пусть выполнены условия теоремы 1. Фиксируем 
вещественное р. и воспользуемся замечанием У. Тогда можно утвер- 


ждать, что соответствующая функция Ф (А, А,, А, рз) аналитична отно- 
сительно (А, А:, №) в области 


Пай; |? - | 24, | * < |8 И (& — а) (&%— 6) |, 
где 
а=о— Иже, в=оИУтрта. 
Замечание УП. Можно доказать следующее утверждение. Пусть 


р, 
обобщенные функции К; (2) удовлетворяют условиям теоремы [ и, сверх 
того, обладают инвариантностью по отношению к группе пространствен- 


ных вращений. Тогда область аналитичности функции Ф (А) есть 


ей | < а И (4%— а) (%—5)|, 
где 
а-а-И та, в-ьтИчтта 
__ (Вей Ги №)? 
(ай)? 
Т* = (Ве%)? при Ш = 0. 


т — (Вей)? при Пай 0, 


22 
Для доказательства необходимо зафиксировать Т’`= рз, применить 


замечания ПУ и УГ и учесть групповое свойство функций, которые зави- 


сят от р только посредством ре. 


$3 
Применим теорему [ к доказательству следующей теоремы. 
ТЕОРЕМА П. Пусть даны четыре обобщенные функции: 

Ра; (21, 2, #), = (Я 21), 2 = (2, 2), 1 ] = Г, @, 
инвариантные по отношению к пространственным вращениям и отраже- 
ниям и удовлетворяющие, кроме того, условиям: 

Е’ (и, №, #) =0, если п =< на 0, | 
Ета (21, д, ®) =0, если < 0, или 1 0. | (3.1) 
Пол (11, 4, |= 0,. если 1 От -0 | 
Ева (51, 2, й) =0, если 1 = 0 пи 0 | 


#.} (ра, Рь  — Ру (рл» р» )=0, если рьЕС,, 7 г, а, (3.2) 
И р ЕР ры Г)==0, если р» 6 С, == Г, а, | 
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а 


— 1 
Ри (р р’ 0, если «УМН и), (3.3) 


где область С, есть множество точек р = (р., р), Удовлетворяющих 


неравенствам: 


бе: (р-р + (Ми, (р-р +9}, © (3.4) 
и М и и — некоторые положительные числа, причем 
М> 24. (3.5) 
Тогда при каждом У <? существует число р>0 и функция 
Ф (21, 2.,..., 251), которая является обобщенной относительно {и ана- 
литической относительно 2 == (21, 2о,..., 25) в области С, 


|1 — М" [<ов, [2 — м" |[<Зры», | 28 — | ры, |24 — “| < ры”, 
до М\? =: 
[ль о | <? (-;), Ут, О 2У2ь, 


причем в области вещественных р: и р», для котсрых точки 2= 
О, а Ры: Де 


21 = (Ро 1) — 8, = (Ро 1)" — р, 28 = (Ру — р, 
24 = (Ро — #)*— р, 25 = (Ро — Рэо)? — (.— ра, 


лежат в области Й,, имеют место равенства: 


Ф (=, 1) =Ё,; рр Пик (3.6) 
Кроме того, 


Ф(& 0) =0 при < (М4. (3.7) 


Доказательство. Докажем теорему в предположении, что обоб- 
щенные функции ЁР;; непрерывны и полиномиально ограничены относи- 
тельно #. Рассматривая обобщенные функции Р;; (71, т., #) как обобщен-= 
ные относительно (21, 22) функции, зависящие от параметра #, мы видим, 
что порядки этих обобщенных функций ограничены числом, не завися- 
щим от 6. 

Пусть (© (15) — произвольная основная функция. Тогда обобщенные 
относительно 2, функции 


в — у (2, (а: ат (3.8) 
обладают, в силу (3.1) — (3.3), свойствами: 
Ру; (11, 1) =0, если 1, <0, Е; (3, Й =0, если: ж 2 0; 
д. и аз (р1, #)=0, если р, 64}, 
В, (рь 0 = 0, если # < (М +в). 


ь = > 
Кроме того, порядки обобщенных функций А}; (ри, #) ограничены числом, 
не зависящим от Ё и 9(5.). Условия [теоремы 1 выполнены. Следовае 


тельно, существуют функции Ф;(#:, #), аналитические относительно А1 
в области С; и такие, что 
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Ф; (р, )=Ё,, (р, 1), если р, 60%, (3.9) 
Ф; (#,, 8 =0, если [< 5 Ме. (3.10) 


В окрестности каждой точки области С, функции Ф, (1, 8) представимы 
в виде 
ФА, = У |, ОЙць, рам, (3.11) 
ат, а 


д . 
где функции НЫ; (А1, р!) не зависят от Ф(1.) и { и обладают свойствами, 
сформулированными в теореме 1. 


Докажем, что функции Я; (й:, р) в (3.11) действительно могут быть 
выбраны не зависящими от #. Пусть окрестность С (Ё’) точки А’ принад- 


1 > «, 
лежит области Сь, >= (М-ы, и в этой окрестности имеет место 


представление 


Фи, = У |Рур, в) Й, р, вар. 


+=т, а 


Рассмотрим { из промежутка [. (М-Н ы), ы. Так как при Ё > 


— > (М -- и) области С° и С; монотонно убывают с возрастанием &, то 


С (№) < Сь, и, о 
В силу того, что порядки обобщенных функций Ё;; (р, #) ограни- 
чены числом, не зависящим от #, а функции Я: — «универсальные», то, 


полагая ЙА, Р., )=Й, (Ат, Р', 1), И мы видим, 


что функции 


Фу, = Х Ру, ОЙ, р, вар, (5ы 


1=т,а 
удовлетворяют требуемым условиям в окрестности С (&’) и ри И; 


не зависят от # при (< Ц. 
Согласно теореме Т, в нашем случае область С; представляет собой 


соединение областей С, (а, 6), С: = Ц Сь(а, 6), где Сь(а, 6) есть мно- 
а<ь 


жество комплексных точек А = (№, №) = (ру + р 19), удовлетворяю- 


щих неравенству 
[4—9 %—0|, (3.12) 


а также обладающих тем свойством, что при всех &, а<8<6, выпол- 


нены неравенства: 


ы > _- Ве! (№ — а) № —5) 
«| ВЕ 


- ВеТ (№ — а) (%—5) УЕ—а) 6—2) х 92, 
|- 118 У%— 2) №—5)| |+ 9% 


_ УЕ=96=9 (Мы 
ТЕЛУ НН 


2 — и 
И < Г Ч ву в) (№5) 


(3.13) 
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Из (3.8) — (3.11) следует, что существуют функции Ф;(Ё:, х», 1), 
я 
аналитические относительно А, в С: и обобщенные относительно Фо, 
такие, что 


Ф, (рн, 2„, 1) = Й (рь 2», 1), если р, 6 (1, (3.14) 
Ф; (в, х,, )=0, если [< (М+ь, (3.15) 
Ф, (в, =, = У (Ру, 2, ОЙць, 2) ЧР. (3.16) 


Кроме того, из (3.1), (3.2), (3.15) и (3.16) при всех А, ЕС, имеем: 


Ф, (1, д,  =0, если 2. < 0, Ф, (№1, 1., #1) =0, если 2. >=0, 


— 


Ф,(#,, р, ИФ. (Е, р»,  =0, если р» 6 (}, 


Ф; (#1, р», #) = 0, если < 5 (М + ы), 


причем порядки обобщенных функций Ф; (№:, р», [) ограничены числом, 
не зависящим от А; и &. 
Таким образом, условия теоремы Т выполнены. Значит, существует 


функция Ф(, Ё., [), аналитическая относительно №, в области С, при 
каждом А! из С:, такая, что 


Ф (А, р, 0 =ФАА, р», 1), если р» © 67, (3.17) 

Ф(А,, А», И =0 при 1 < (М-+ы), (3.18) 

Ф(, №, = У \ ©; (1, р, Й, (К, р ар... (3.19) 
1=т‚, а 


Равенства (3.14) — (3.19) показывают, что`при каждом { существует 


функция Ф(К,, А, 1), аналитическая относительно (№, №.) в области 
С: ХО, и такая, что 


Ф(р, р»,  =Р (ра, Рь, #), если (ра, р) 6 @8Х 6, (3.20) 


причем в окрестности любой точки области С; Х С; имеет место интег- 
ральное представление: 


Ф (Ат, К, 1) = № \Рь (р, В. 1) Н; (А, р) Н; (>, р.) ар’ ар,. (3.21) 
1, )=т, а 
Воспользуемся условием инвариантности по отношению к пространст- 
венным вращениям и отражениям. Ввиду этого условия, функции 


Ри (т, 2, 1), Ку (рь Рь, 1) 
также обладают свойством инвариантности относительно пространствен- 
ных вращений и отражений.Следовательно, функция Ф(А,, А, 1) зависит 
от (#1, №.) лишь посредством пяти переменных: 


= 


ло» Ао, К? АЗ, р Дт 


1, 
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Вместо них мы можем ввести эквивалентную систему переменных 
2 = (21, 22,-..,25), ПОЛОЖИВ 


= (Аль Л 1 а Иа, 53. (Ко -Е [2 Е йа, у == (Ато = и) м №, 
24 = (5—0) —#, 25 = (10 — 5) — (Ё ка #2, (3.22) 


так что 


Ф(, , и=Ф(, в, В, ВЫ, И=Фи и. (3.23) 
Из (3.22) получаем: 


—2 85 — \ 
о = = °, 5 = \, 
> 21 + 23 #1 —2\2 3. с ты 24 1: (22—24 \? 3.24 
= — — > + (2 }ь = — + (== __ (3.24) 
Не = 21 — 20—23 24 \? ь 
(:— 1) = 5+ ( Е ке ие я ) 


Пусть е, и е. — два произвольных взаимно перпендикулярных еди- 
ничных вектора. Тогда векторы А: и №. могут быть представлены в виде 


А, Пес (а Фед" Вой Обе иеьь: 48:25) 
где, в силу (3.24), функции А, В и С удовлетворяют соотношениям: 


2 2 2 21 - 23 21 — 28 \? 
= (№), 

2 2 2 22-24 22 — 24\? 
ВЕРН (м), 
[Рае ) 


(А— В)’ + 40° = — + 
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Это дает: 
— 23\2 22 — 24\2 21—22 28-24 \2 
в] =: ТИ ыы 44: 2 г 2 2 = *) —( 17-22 р г. + 
За: пай о йа ВНИИ Ё Ни) (=) 
= - (3.26) 
=> [=— в— 24 \2 21 — 22 — 23 - 24 у 
г а ыы — (т ) ( 7? 
1 21—-20—28-Е24 \2 
а 2 (2 = 4 
25 24—21—23 21 — 23 \? 22— 24 \? 2 
И И г 
7) 44 44 
> | И 22—24\* [21—22 — 23--24\? 
Е Ь 4 ) ) яж ул ) 
Обозначая 2° == (М*, М*, *, «,— а), получаем из @ 26): 
6 $ й Г в. 9? 
А (20, 1) =В (2, И =$(1, <, &) = ет р” 
(3.27) 
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Докажем следующее предложение: при достаточно малом р преоб- 
разование (3.24) — (3.25) преобразует область 7) в область Си Хх С, при 


1 
#25 (Мы). 


Рассмотрим сначала случай, когда #, * и & таковы, что 


2 \з р 
я Е Е < > 8, (3.28) 


9" (В, т, а) = (# | -: 


где 8 — фиксированное положительное число. Из (3.26) и (3.27) следует 
при условии (3.28), что при всех 2 из области Ё, выполнены неравенства: 
| А, )—А(в, | <б» Ва, -— В 59 
(3.29) 
С, 9—2, |= У@@, Э—У 0 <. 
В силу (3.24), (3.25), (3.27) и (3.29), достаточно доказать, что область 
переменных А, и №, для которых 


ее М*— т 
в — |5 | р 


+ 


= лы о м с р Е 
|; — (0, <, даа, < К —ф (Е, т, даа < 


содержится в С: х (,. Наше утверждение будет доказано, если мы пока- 
жем, что точки 


М? — | к а & 
[ +» 9, <, х) е; Е се |, 


где А’ = (№, А’) — комплексный вектор такой, что 1 = я : 1 |< а 


(21 — достаточно малое положительное число, не зависящее от т, «и В), 
содержатся в области 


М*—т _2 М2 
С: (а, 5), а=- А, БЕРУ. (3.30) 


Обратимся к неравенствам (3.12) и (3.13), определяющим область 
С, (а, 6). Замечая, что в нашем случае 


М тр > 2 - 
= НА, 9, ® +10) = (#+7 


—4% 
4 


у— м0), 


= 5 <Я < № И в 


-|шу& 25, 
М* — 1 ) Ба. 
[ее г) <М-ь+ ((+9 =) —м-+- 0, 
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ети < + (1+2 


—<\2 
ГА 


) М - 0 (01), 
убеждаемся в справедливости неравенств (3.12) и (3.13) при достаточно 


малом (1, причем 0, может быть выбрано не зависящим ото, ти # 
(р: зависит от У). 


Рассмотрим теперь случай, когда 


М: — 
9? (Ё, <, а) = (+ - м — нь (3.31) 
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откуда 


=2 2 а? 

р 
В этом случае, в силу (3.25), (3.27) и равномерной непрерывности функ- 
ций А, В и С на любом компактном множестве, достаточно установить, 
что каждая точка компакта 


м— ы ь - 2 
Ри е,, да 98|, 8—5 05 <2УЗь, (8.32) 


вместе с некоторой своей окрестностью принадлежит области С; при 
каждом { из промежутка 


1 1 Е 2 1 Я А. 
тт (3.33) 


При преобразовании (3.22) компакт (3.32) перейдет в компакт 


2 


(М, М, х, с, — 0), <<, О<«<2У2ы. (3.34) 


Окрестность компакта (3.32) перейдет в соответствующую ‘окрестность 
компакта (3.34). Покрывая, согласно лемме Бореля — Лебега, компакт 
(3.34) конечным числом окрестностей, выберем наименьшую из них и 
соответствующее число о, которое с учетом случая (3.28) и определит 
область Ду. 


Точки (3.32), для которых выполнены неравенства 0 < 9? (&, т, «) < 5 
очевидно, принадлежат области С, (а, 6), где а и Ь определены в (3.30). 

Осталось рассмотреть тот случай, когда в (3.31) 6 =0. Мы докажем, 
что в этом случае точки (3.32) принадлежат более узкой области, чем 
С:, а именно: 


т 
(Е) ([М- м), 6—1 39, а, 


|2 < [У 3-9, —М-ьки|. (3.35) 


Заметим, что область (3.35) не пуста, если { принадлежит промежутку 
(3.33). т, тогда 


ЗУМ 2,2. р > Е "(М 44). 


В силу (3.31), (3.32) и (3.35), для доказательства достаточно уста- 
новить справедливость неравенства 


Е М в 
та че о 
при всех &, ® г «, удовлетворяющих неравенствам:. 
—- И я 
(+— о > 5 (Мы, г, 


(3.36) 
озеру. 
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р адрдДДиви_и_и_и——————ЩЩ— 


Обозначая 
Х (Е, о Е +32) (М и) М 
и МТМ 21 — 2) +20 +3 (М +В — 
ам ем, (3.37) 
имеем: 
д} (Е, т, @) __ Ма 


ы о | (3.38) 


области (3.36). Кроме того, учитывая (3.5), имеем: 


а? 
и" , а, а) = 2, — : > 0, 


РН М4 ИЕ. (М — 2) ( 


и) > 


Последние неравенства показывают, что } (Е, ?, “) > 0 на границе < = р? 
области (3.36), причем знак равенства имеет место только в точке # = 


= о и), « =2У2 и. Учитывая (3.38), заключаем, что 
7 (Е, <, «) >0 


для всех точек области (3.36), кроме точки 
= (М), =, «=2У2ь. (3.39) 


Однако если обратиться ‘к неравенствам (3.12) и (3.13), то мы увидим 
что точки (3.32), соответствующие значениям (3.39) для параметров &, = 


и = лежат вместе со своей окрестностью в области С: (м и 
9 --е 


Итак, область Я, является областью аналитичности функции Ф (2, 2) 
и, в силу (3.18), (3.20), (3.22) и (3.23), имеют место равенства (3.6) и 
{3.7). 2 | 

Докажем, что построенная функция Ф (2, {) является обобщенной от® 
носительно #. Для этого достаточно доказать, что при всех 26 7, функция 


т, т ‚ А(2, 1) рые (&;:1) е., ". а.) а — С (2, 1) 6, г) (3.40) 


является непрерывной относительно Ё и обобщенной при больших поло- 
жительных 1, {>> С. Непрерывность по # следует из представления (3.21), 
а также из (3.23) и (3.24). Для доказательства (того, что выражение 
(3.40) есть обобщенная функция Ё при Ё>>С, достаточно доказать это 
утверждение для функции 


а 


Е ь ыы а -— , 
> т 2-Е 


1 ый 


в и о 
о Ф(Ь т, а) е НЕЕ Ей ы 


при всех рассматриваемых т их и при 


А 


21 >, В 5 
и о 
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Согласно определению, это значит, что необходимо доказать, что 
функция 


> (МЬ-—х К, г бе 1. М* — т к г в: К 
Фе, зе, т, фа Зы: ) 
(3.41) 
©сть обобщенная функция # при всех |#,, | Зри и |#'| <. Но, по дока- 


занному, функция (3.41) есть аналитическое продолжение обобщенных 
относительно (р’, р.) функций 


— ы . = > Г 2 . = = с. 
ры 2 а а о. 
(3.42) 
Принимая во внимание, что, в силу (3.27), функция ©(Ё, т, ©) при 
{>С бесконечно дифференцируема и полиномиально ограничена со всеми 
своими производными по $, а также принимая во внимание полиномиаль- 
ную ограниченность функций Ё; (р1, Рз, #) по Е, заключаем, что функции 
(3.42) являются обобщенными относительно (ра, ро, #) при &> С. Следо- 
вательно, их аналитическое продолжение (3.41) является обобщенной 
функцией #, причем, в силу замечания П] к теореме Т, 


— а М — к = = д’ 
Ко а т 20 [е 2 с 
р Фе, о - = 
В И 
Е. а о и = 
‚ 
= и” р 77 р м 
ое — 6, + №, #)Я (в, в, р", ро) ар ар, (3.43) 


если [| Зв, р 

Таким образом, теорема справедлива для случая, когда функции 
Е:; (21, 2, ) непрерывны и полиномиально ограничены по . Чтобы рас- 
смотреть общий случай, возьмем последовательность бесконечно диффе- 
ренцируемых функций 0. (Е, #1), =>0, таких, что 


8, ) =8. (;9 0, 8: („у ан=А, 


д. (#, 1) =0, если 5 < шах (1 т =), (3.44) 


и > шт (1+. т | 


[25 (в ам < С. [”), (3.45) 


5: (Е 81)->0(Е—1:) при =-> + 0. (3.46) 
Введем функции 
ао У лы), И=га, 
являющиеся обобщенными относительно (21, 25), бесконечно дифференци- 


руемыми и, в силу (3.45), полиномиально ограниченными относительно (. 
Заметим, что порядки обобщенных относительно (21, 2.) функций 
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ы 


Ра; (21, 2,, , ®) ограничены числом, не зависящим от [И е. Из. (3.46) 


имеем при = + 0: 
Ги (21, 2», #, =) —> Е; (21, 1, 0), Е; (р, р», 8, =) — 1; (р, Р>, о. 


Функции Ё+; (21, 2, , =) удовлетворяют условиям (3.1). Кроме того, 
из (3,3), (3.5) и (3.44) следует, что 


Ро (роты ТО, если 6 зе. 


тая = ы и замечая, что при 2% "М о | область (о монотон- 
ЧИ 16 и = рт 


но убывает с увеличением #, получаем из (3.2) и (3.44): 


: Ё,; (р:, р, &, =) чи (р1, рэ, &, =) =0, если р: Е С, { ЗУ 


= 

БР 

о ге : | 

Ри (ра, рэ» @› =) — Ра (Ра, Р», 8, =) =0, если р» © С, ВОТ... 
| 


1 
для > (М + и) —з,. 
Применяя к построенным функциям Ё%; (2, х., &, ®), Ра; (ра, р», Ё, $) 
доказанные выше результаты и переходя в соответствующих формулах 
(3.21) и (3.43) к пределу при =—-0, убеждаемся в справедливости 
теоремы в общем случае. 


$4 


Применим теорему П к доказательству нашей основной теоремы. 
ТЕОРЕМА Ш. Пусть даны трансляционно-инвариантные обобщенные 
функции четырех 4-векторов: 


а (В о, их: * УЕ 
линейно преобразующиеся при преобразованиях! Г. из полной группы Ло- 
ренца: 
Ро (Г. ба) о АО, Ша (4.1) 
1<у/< 


при помощи некоторого представления`А ([.) этой группы. П редположим, 
кроме того, что введенные обобщенные функции удовлетворяют следу- 
ющим условиям: 


РР’ (2. -., 24) == 0 при м = ли, ] 

Ета (в, 2, жд О пря © О маи д 1, 

Раг (21... , 24) ==0 при 2 ль или т, <, (4.2) 
Рав (2, 2) = 0 при 5 =. или т | 


Рассмотрим преобразование Фурье: 


\ 8 (,..., 24) ехрё (ря, +... + р, т.) ал. ... @ а — 
= (ринг. НР) ри.. Пра (4.3) 
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Здесь т. (Р1,..., Ра) — обобщенные функции (р1,...,ра), определенные 
на многообразии 
р... + ра =0. (3.5) 

П редположим, что они удовлетворяют условиям: 

Ар: Р-Р (рь г. ра) О 
при < (М вы), Р<9м, 1=гьа, (4.5) 

РА; (ру, : › Ра) — Ре (р, :.., Ра) =0 | 
при < (М в), <, Г=га, 
Е; (р... › ра) = 0, если (ру + рз)? < (М + и), иль ру ры, (4.6) 


ее А-а 0. 

Тогда можно построить обобщенные функции Ф, (2, ) вещественной 
переменной & со свойствами: 

1) Ф, (2, &) аналитичны относительно 2 = (21,..., 25) в области 


а — М] 3, [2 — М 5, ар, а | 3," 


4.7) 
ы ГМ \? у р 
[2 + 22| <? (-—), Утки, 0<а<2У2ь; 
2) $. (2, =0, если в<(7®); 
3) для вещественных (р1,..., ра) из многообразия (4.4), для которых 


величины 
21 = р, 2= р. 28= 1, =, 25 = (р -Е р)? 
2 
удовлетворяют неравенствам (4.7), а & = (2-м) ‚ имеем представление 


при ро Е Рзо > 0: 
лу ть 91 А 2 
РЁ; (р, © 908 Ра) == р, 9 Ра, Ф)» (2, 5) (4.8) 
с конечным числом членов в сумме. 
Доказательство. Ввиду трансляционной инвариантности 0боб- 
щенных функций Ё). (21)... › 21), их можно рассматривать как обобщен- 
° ные функции трех переменных, например: 


= — 23, У=Я— 2, = — 2% -- 14—94. 
Положим 
Ра (а) —= йа (А — а 2, (4.9) 
где ]: =г, если 7=а, д =а, если /=г. Тогда, в силу (4.9) и (4.2), 
ясно, что обобщенные функции Е) (ул, У, Уз) удовлетворяют условиям: 
Е’, (Ул, У», Уз) = 0, если у, < 0 или у» < 0, 
[° у, —=0, если у, < 0 или у. #0, 
ео (Уз, У>, Уз) у = 2 (4.10) 
Я (Ут, У», Уз) = 0, если у; =0 или у» < 0, 
Ра (ул, У, Уз) =0, если у: 2—0 или у = 0. ) 
Далее, из (4.9) следует, что 
и (41 + 9з, — 42 — 43, 93 — @1, 42 — 43) =#;; (41, 9», 93). (4.11) 
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Положив р! = 91 - 4з, Рз = — 4» — 4з, Рз = 43—91, Ра = 92—43, Нахо- 
дим: 
дз = р - Ре, р: = (41 + 9), Р= (42 -Е 4з)*, р = (4: — 9з)', 
я (4.12) 
р? = (42 — 43)°, (ри р2)* = (491 — 9). 
Тогда из (4.5) и (4.6) получаем: 
2 (4л» Ч»› 4з) — Раз (и› Ч»» 43) = 0, | 
если (91 -- 93) 8 (М = их, (41 а 43)? %. Эр?, 
, (Чь, 4, 43) — Ра (Чл 4», 43) = 0, (4.13) 
если (4» + 43)? < (М + в)?, (9—4) < 9, | 
79У М - 
Е; (41, 42, 4з) = 0, если < ( ТЕ ) ‚ или 4 < 0. ) 


Из (4.1) и (4.9) следует также, что при преобразованиях Ё из груп- 
пы Лоренца функции #%; (ул, У», Уз) линейно преобразуются: 


У у 
Е; (Рут, Гл», [4}з) Е > А, (2) Е, (ут, У>› Уз). 
1<у< 
Отсюда вытекает, что функции #1; (41, 42, 4з) линейно выражаются (с по, 
линомиальными коэффициентами от 4;) через скалярные функции (41, 4», 43). 
Таким образом, для доказательства теоремы достаточно считать, что. 


функции РЁ’; (ут, У», Уз) и Еьц (91, 42, 4з) скалярные и удовлетворяют усло- 
виям (4.10) и (4.13). 


В самом деле, рассмотрим выражения 


Ин (иь, уз» Уз) е'Ч+и» уз, (4.14) 


где 4з ={е, а е — временно-подобный единичный четырехвектор, 
2 ^>Ф = 
р / 
Совершим лоренцовское преобразование у, = Гу, таким образом, чтобы: 
вектор е оказался направленным по временной оси. Выражения (4.14) 
можно рассматривать как функции №; (У, У, #). В силу условий (4.10), 
(4.13) и условия скалярности, эти функции удовлетворяют всем условиям 
теоремы П. Поэтому мы можем построить функцию Ф (2, 8), аналитическую. 


относительно 2 в области (4.7) и обобщенную по #. Функция Ф (2, #) 
обладает тем свойством, что в области вещественных Ч и 9,› для ко» 
торых точки‘: = (1, 2, ..., 20). ТИ 


2, = (9% +0) —93, 25 = (9, + 1—4 в=(9—1— 98, 
да = (45 — 1—9 = (9, —9ы — (9—9) о. 
лежат в области (4.7), имеет место равенство: 


Фа, = 4; (9, Ч я: према 
Кроме того, 


Ф (2,  =0 при < (М+ь. 


АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНЕЦИЙ А7 


Вводя функцию Ф (2, &), 


6% УЕ, &> (91), 


Фа, ®) = ь 
‚че 
и замечая, что, в силу (4.12), 
(9, +0 —4; = (9, + 43)? = р», (Ч-Е 0—4 = (4, + 4) = р, 
| о = (91 — 4) = р», МНР 9 = (95 — 43)? = р», 
ЕР ПОР (2) 


мы видим, что эта функция удовлетворяет всем условиям, сформулиро- 
ванным в теореме. Теорема доказана. 
Замечание Г. Вместо условия (4.6) мы может ввести условие 


[(Рл | рз)* — М?] Й (ре Ра) = 0: 
если (р: + рз)* < (М - в)?, или ру + рэ 0. 


Действительно, в этом случае вместо 1; можно рассмотреть функции 


ем еь, -. 


удовлетворяющие всем условиям теоремы Ш. 
Соотношение (4.8) окажется тогда умноженным на [(ри + рз)? — М*|, 
но этот множитель мы можем отбросить в области, где 


(ри + Рз)* = и. 
Поэтому (4.8) остается верным, если к условию ри, + рз, >0 добавить 
(рь + р) = М. 


Замечание П. Пусть выполнены все условия теоремы ПТ, кроме 
условий (4.5), в которых неравенства 


ра < 9, р 9? 
заменены на 


< 4, рр. 


Тогда легко проверить, что теорема Ш остается справедливой при усло- 
вии, что в области (4.7) х заключено в интервале 0 << 24. 
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О РАЗЛОЖИМОСТИ ФУНКЦИЙ, ОБЛАДАЮЩИХ 
ОСОБЕННОСТЯМИ, В УСЛОВНО СХОДЯЩИЙСЯ РЯД 
ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе доказывается, что если функция обладает внутри произ- 
вольной М-мерной области = особенностью типа —_ (0<а< 1) или 108 г 
г 


и после выделения этой особенности удовлетворяет обычным условиям 
разложимости, то эта функция может быть разложена в условно сходя- 
щийся’ ряд по собственным функциям уравнения Ли -- Хи==0 в области в с 
однородным краевым условием любого из трех родов, причем указанный 
ряд сходится при суммировании в порядке возрастания собственных 
чисел равномерно в любой строго внутренней подобласти 8’, из которой 
удалена сколь угодно малая окрестность особой точки. 


В настоящей работе изучается вопрос о разложимости функций, обла- 
Л 
дающих особенностью типа — (0< «< 1) или логарифмического типа, 
Г 


в ряд Фурье по собственным функциям уравнения Ди -{ и = 0 в произ- 
вольной М-мерной области # с однородным краевым условием любого из 
трех родов. 

Из результатов работы (!) вытекает, что если функция обладает 
особенностью указанного выше типа, то нельзя ожидать абсолютной 
сходимости ряда Фурье для этой функции ни в одной внутренней точке 
области, даже если эта функция, после выделения особенности, удовле- 
творяет сколь угодно высоким требованиям гладкости. Отсюда следует, 
что для функции, обладающей указанной выше особенностью, речь мо- 
жет идти лишь о разложимости в условно сходящийся ряд Фурье, и суще- 
ственную роль играет порядок, в котором производится суммирование 
ряда Фурье. (Напомним, что условно сходящийся ряд некоторой пере- 
становкой его членов можно заставить сходиться в данной точке к лю- 
бому наперед» взятому числу.) Нам удалось доказать, что если функция 
обладает во внутренней точке произвольной №-мерной области в указан- 
ной выше особенностью и после выделения этой особенности удовлетво- 
ряет обычным условиям разложимости, то ряд Фурье для этой функции 
сходится при суммировании в естественном порядке возрастания соб- 
ственных чисел равномерно во всякой строго внутренней подобласти, из 
которой удалена сколь угодно малая окрестность особой точки. 

Доказательству сформулированного утверждения посвящена вторая 
глава настоящей работы. При доказательстве мы используем асимптоти- 
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ческую формулу для собственных функций, полученную в работах ряда 
авторов различными методами [см., например, (*), (°), (4)]. 

В главе | настоящей работы мы предлагаем новый и, как нам кажется, 
довольно простой в идейном отношении метод получения асимптотической 
формулы для собственных функций. Этотметод основывается на использова- 
нии идей, развитых нами в работе (°). К опубликованию указанного метода 
нас побудило не только желание дать новый вывод широко известной 
и важной формулы. Дело в том, что указанным методом удалось уста- 
новить [см. (5), (°), (8) ] асимптотические формулы совсем нового типа и при 
помощи этих формул получить ряд результатов, связанных с проблемой 
разложения по собственным функциям. Подробное изложение этих ре- 
зультатов, разумеется, выходит за рамки настоящей работы и будет дано 
в следующих работах. 

Автор приносит глубокую благодарность А. Н. Тихонову, уделившему 
много внимания этой работе и сделавшему ряд ценных замечаний. 


ГЛАВА 1 


Новый вывод асимптотических формул для собственных фувкций 


Нри изучении вопросов, связанных с проблемой разложения по соб- 
ственным функциям, большую роль играют асимптотические формулы для 
собственных функций. На этих формулах базируются исследования 
Б. М. Левитана (?) о суммировании разложений по собственным функ- 
циям методом средних Рисса. При помощи указанных формул будут по- 
лучены основные результаты настоящей работы. Кроме того, указанные 
формулы послужили отправным пунктом для проведения исследований, 
изложенных в работах (5), (7) и (*). Мы приведем асимптотические формулы 
в тои форме, в какой они фигурируют в работе (?): 


_ Ум. (гро) 
>) ш(Рш (0) = В +0 У, (1) 
] АЗ (2=) 2 гро 
1 ^: 
Г) у: из (Р) ин (©) (1 — ты Е 
Ум <ь 
м е. 
лы Я — м №15 
о, ве еаннаеь ай БН (2) 
(2=) ^ "РО 


Эдесь /,(5) обозначает, как обычно, функцию Бесселя уго порядка, 
оценка О-членов в правых частях формул (1) и (2) равномерна относи- 
тельно Ри (, когда эти точки принадлежат произвольной, строго внут- 
ренней подобласти 5’ основной области 2. Формула (2) является более 
общей, чем формула (1), и справедлива для любого 5 из отрезка 
т <^. При 5 > М в правой части формулы (2) стоят члены порядка 
(=). Функции, стоящие в левых частях формул (1) и (2), чаето на- 
зывают спектральными функциями оператора Лапласа. 
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_ В настоящее время известны различные методы получения асимито- 
тических формул (1) и (2). В работе (?) указанные формулы устанавли- 
ваются путем сравнения изучаемых спектральных функций со спектраль- 
ными функциями оператора Лапласа во всем неограниченном пространстве 
(последние легко найти, решая задачу Коши для волнового уравнения). 
При этом используется аппарат обобщенного гармонического анализа. 
В работе (3) указанные формулы, а также аналогичные формулы для 
общего самосопряженного эллиптического оператора, устанавливаются 
методом Карлемана. 

В этой главе мы предлагаем новый метод установления асимптотиче- 
ских формул для собственных функций. Идея этого метода проста: сле- 
дуя схеме работы (5), мы изучаем коэффициенты Фурье конкретных функ- 
ций, зависящих только от радиуса (главных членов в правых частях 
формул (1) и (2)), и, суммируя ряд Фурье для этих функций, приходим 
к искомым асимптотическим формулам. Правда, при этом мы получаем 
немного завышенный порядок О-членов в правых частях формул (1) и (2), 
а именно, в правой части формулы (1) мы получаем члены порядка 
{) Ир а в правой части формулы (2) — члены порядка и” 
где 6 — сколь угодно малое фиксированное положительное число. 

Ввиду того, что 6 сколь угодно мало, устанавливаемые асимптотиче- 
ские формулы нисколько не менее эффективны для приложений, чем 
формулы (1) и (2), и дают возможность получить те же самые резуль- 
таты о суммировании разложений по собственным функциям. 

Поскольку нам потребуется только первая из асимптотических фор- 
мул (1), (2), мы ее одну и будем устанавливать, ограничиваясь замеча- 
нием о том, что формула типа (2) может быть получена совершенно ана- 
логичным способом. 

Итак, целью этой главы является установление следующей асимито- 
тической формулы: 


? 


о м (3) 


где 0 — сколь угодно малое фиксированное положительное число. 


$ 1. Предварительная асимптотическая формула 


Прежде всего уставовим следующую предварительную асимитотиче- 
скую формулу: 
ХХ шфы®-0) (4) 


де оценка О-членов равномерна отновийельно точен Р и 0, когда эти 
точки принадлежат произвольной, строго внутренней подобласти 5’ основ- 

ной М№-мерной области 5. 4 $ 
Пусть Р= произвольная внутренняя Точка даннои М№-мерной обла- 
сти в, мивимум расстояния которой от границы области © превосходит А, 
а О — любая точка области б- (Можно считать, что Р принадлежит про- 
извольной, строго внутренней подобласти 2’. Тогда всегда найдется столь 
д* 
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малое значение А, что минимум расстояния Р от границы области 2 
будет превосходить А.) 
Рассмотрим следующую конкретную функцию: 
В, М 


И У \ у? «Ум и (У” ро) 4» при = 99. 
р По ‚9. т 
(то) =1 9 7 (5) 
0 для других значений г. 


По построению функция (5) отлична от нуля только в «кольце» с 


В 
центром в точке Р и с радиусами, соответственно равными = и В. 


Введя сферические координаты, найдем коэффициент Фурье функции 
(5) непосредственным интегрированием: 


В 
и (К. и (",9) < о (*)-=\ — 
Е © 
> 
(здесь у ‚. \ обозначает интеграл по всем «углам» на поверхности №-мер- 


ной сферы). Далее, следуя схеме работы (5), воспользуемся теоремой 
о среднем значении [см. (3), стр. 246] для уравнения Ди - Хи = 0: 


им) 
-:-\ 2 (м, 9) 49 =2 (У). щ(Р). +“ 
ем (", 0) тт = (6) 
В ет: 
Коэффициент Фурье х ш  мает вид: 
м В 
2 и (Р) р # 
=(2=) 5’) 2 (7). 7.7 (Ума = 
о 
Ем ы 
== \ у? 7х бд буде а. (7) 
р Г 


. 

Интеграл, стоящий в квадратных скобках в правой части формулы 
(7), может быть точно вычислен, но мы предпочитаем оценить этот ин- 
теграл, исходя из асимитотического представления цилиндрических функ- 
ции. 

Так как мы рассматриваем только такие номера #, для которых 
„—1<У^: <, и так как переменная у в формуле (7) также изменяется 
в пределах и —1 < у <, то при достаточно большом м справедливо сле- 
дующее асимптотическое представление для произведения ПилИчЕИНАСка 
функций, стоящего под знаком И в формуле (7): 


В Ум Г (у^) Ум. я У») о |4 |. (У 5 И». г (А 1) | -Р 


1 
2 5 25: 
Е 


1 


- созг (у — УХ) + О (=). (8) 
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Внося представление (8) в формулу (7), мы разобъем интеграл, стоящий 
в правой части (7), на сумму трех интегралов, каждый из которых оце- 
ним порознь. 

Первый из этих интегралов оценивается следующим образом: 


ом В 
[1 = т у? 10%) = 
ма Тв ь } 
й. 2 
о - 
Л == Чт / 1 1 
во ван. 0 (20 т: (9) 
+ - нь во в ( и ) 
2 
(здесь мы учли, что = = © (--) для любого номера 1, для которого 


р 
< 
Перейдем к оценке второго из интегралов, образующих правую часть (7): 


Й Е 1 _ ий Е 
=. \»з 2 \ зщ ОИ) — (Мо > аг | 4%. (10) 
ти: © зе ты 
Заметим, что 
М—1 
же |: (—1) * сэш[Оо--У^)] для четного М, 
эт [+ Ум) —(М-0=]= д 


(— Пе еоз ["(\-- И ^:)] для нечетногоМ. 


Рассмотрим, например, случай четного М (случай нечетного М расема- 
тривается совершенно аналогично). Пренебрегая знаком, получим: 


и 1 ее 
ПИ = в. : фа зв (У у»: 1а |6 —= 
п И № <! 2 
1 2 
г М 1 ИК. Е 
ка 1 \ и 60$ [ (у +Ул, )] | Ч! < 
та м 1 === 
в ® АЕ о "5 
2 а 0(--\ (11) 
оо бой, А ааар 
о 


(мы мажорировали косинус единицей и воспользовались тем, что и 


-° (+). | 


- с — ь 
Остается оценить третии интеграл, участвующий в ооразовании пра 


вой части формулы (7): 


а. А 
БЕ: Е: т совр — УЖ |® = 
р о ее = 


1 
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ооо 


В —У»,) ы о 


| 


з в — 
С = зи | (У — У»,) 
вай) и ты р.п 


Обозначим через /+ (у) выражение в квадратных скобках в правои части 
формулы (12) и оценим эту величину. Итак, 


(13) 


Я —- 
р У в Ум | 
в=| НУ УЗ) 


Не ограничивая общности, будем считать, что В <1. Так как р—1< 
ИЛ, <иив-—1< ув, то можно утверждать, что |у— ИХ, | < 4, а 
следовательно, и 


в —У№ < 1. (14) 


Таким образом, аргументы обоих синусов, стоящих в формуле (13), не 
превосходят единицы. 
Известно, что функция 


ры 
е 3! 5! 
на отрезке 0 <р<\1 является положительной монотонно убывающей 
функцией, изменяющейся в пределах: 

51 р Э 


1 Ро. (15) 


Исходя из формулы (15), мы можем оценить функцию, определяемую 
формулой (13), следующим образом: 


[25:5 >л09> [54-3], 
ИЛИ 


7 1 
И (16) 
Далее, заметим, что для и — 1 <ИУм в и и—1 <у< справедлива 
оценка 
У 1 
Е +0()- 


Возвышая последнюю оценку в степень, найдем: 


С 


“ 


— 
2 


ео (17) 


Теперь мы можем оценить интеграл /з. Перепишем этот интеграл в виде: 


М 1 


Используя оценки (16) и (17), мы получим из формулы (18): 


в=с.+0(-.), (19) 
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где С заключено в пределах: 


а В 
бк (20) 


Соединяя оценки (9), (10), (19) и внося их в формулу (7), будем иметь 
следующее представление для коэффициента Фурье 5х: 


р: — и: (Р) | С: 0 (--)] (21) 


Наша ближайшая цель — оценить модуль коэффициента Фурье снизу. 
Совершенно ясно, что для достаточно большого п 


в 
|(* 
 / 
в 
так как С: >= [ем. формулу (20)]. А отсюда следует, что для доста- 
точно большого и 


С; 
о 


[+0 (>> =. (22 


Переходя в соотношении (21) к модулям и пользуясь оценкой (22), по- 
лучим требуемую оценку 2; снизу: 


ЕН А | 
|| >-2 [в (Р) |. (23) 
Из неравенства (23) заключаем, что 
В? = р 
= Х ШФх № их уи. (24) 
- в-1<У м < ь—1<И < в 


Остается воспользоваться неравенством Бесселя для функции 5 (т): 


1=1 В о 
2 


ин ($. 


дает площадь поверхности М-мерной сферы единичного радиуса, равную 


Интеграл 


2(У *)\ 
т ° Таким образом, 
ы В Е М —е 
в — оарееаней наб | а” (26 
> 0 <)? (г) тИ—1 г м У В г (26) 
2 2 


(мы воспользовались формулой (5)). 
ь В 
Для достаточно большого и аргумент у” > (и — 1) >> 1 велик,. так 
что можно пользоваться асимитотической оценкой для функции Бесселя: 


(в 
Мы. 


56 В. А. ИЛЬИН 


Вставляя эту оценку в правую часть (26), мы мажорируем правую часть 
(26) следующим образом: 

со (2... ом 1 2 0.0 р 

— ^ В р Ри 

М < Е уй Вау |] — о. 
р р (2) р ( \ { ) (2) и. [ 


1=1 1—1 


ет. 


ме: АЕ 
г) = ом). (27) 
Сопоставляя неравенства (24) и (27), наидем: 


/— 28 

х и? (Р) = О (м1). (28) 
р—1<Ул: < . 

Для доказательства предварительной формулы (4) остается применить 

неравенство Буняковского: 


У ш(Р)-ш (0) < 


р—1<У м: <ь 


< У юр. в О 


и—1< И Л; < р—1<Й № <в 


Тем самым предварительная формула (4) установлена. 
Отметим два следствия из предварительной формулы (4). 
Следствие 1. Справедлива следующая асимптотическая формула: 


>» Р.щ (0) =0. (29) 


УХ; —в | <1 


ы 


„=“ У 
Следствие 2. Для любого о из интервала 1 < о < в имеет место 
асимптотическая формула: 


У» ш(Р.ш(0)=в-0 (ии. (30) 


| Жр—ь | <? 


Оценка О-членов в правых частях формул (29) и (30) равномерна от- 
носительно совокупности точек Р и О при условии, что эти точки при- 
надлежат произвольной, строго внутренней подобласти 8’. Для установ- 
ления формул (29) и (30) следует разбить интервал, в пределах которо- 
го изменяется значение ]//; в формуле (29) или (30), ва сумму интер- 
валов единичной длины и к каждому из этих интервалов применить 
предварительную формулу (4). 

Теперь мы можем перейти к установлению основной асимитотической 
формулы (3). 


$ 2. Вывод основной асимптотической формулы 


1. Рассмотрим следующую функцию: 


М 


в. Лу (2) 
2 


= при т < 
ро) вы И 


(1) 
(о при ‚> А, 
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представляющую собой главный член искомой 
лы (3). 


асимптотической Фформу- 
Найдем коэффициент Фурье этой функции непосредственным интегри - 
рованием, используя теорему о среднем значении [см 


о 
г э о з 
== \(\\... и; (г, 0) 4@)(*) ВАУТ „ШГ == 


М 
: \ г (г). 8 Лу ( У »:) 
4 ® в 
В 
РА те 
Е. — > А И о 
г 4 а т. 


[52 


(32) 

Точно так же, как и в работе (5), интеграл, стоящий в правой части 
формулы (32), проинтегрируем по частям (п-1) раз 
пользуясь формулами 


последовательно 


Е гу.7 (г УХ,) 
\ РУ а 


м и Та (т) 
УХ. } Чт У СЕНЕ 


7 


г. у 
Б результате получим следующее выражение для коэффициента Фурье 


г: = и: (Р)- у + о. 
К=0 

ее: 
- и: (Р). 


В 
Е ЕН 
74 2 0 


—— 


ву 


(У) (33) 
р 
И М-1 

Полагая номер п сначала равным к |, азатем | + ] — 2 (квадрат- 
ные скобки обозначают, что берется целая часть заключенного в них 
числа), мы получим из (33) следующие две формулы: 

М—1 

[ й ] И 
& 2 
- У (=) р 
&=0 < 


(ВИ».) | | 
] 
[9 м 2 
Ч и, (В). (=== 7 о ывл (ВУм)-+ 
и: (Р) (=) м [+=] а 
Е: 
- и: (Р) Е \ 7 
Е 
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(У т а. | 


ТМ 44 2. М8 
прим = | 5 |-2=| 5 | 


2. Прежде всего поставим перед собой вопрос, нельзя ли найти та- 
кую функцию № (гро), коэффициентом Фурье которой служило бы выра- 
жение в фигурных скобках в формулах (34) и (35). 

Оказывается, такая функция существует и имеет следующий вид: 


[ м [М 
т мы о р и ры 
и? о: ‚(Е ([—1) (=? — А?) 
(т) = ее кв у ку С в. р (8) [тие 
| при г< А, 
| 0 при г> В. 
(36) 


Тот факт, что функция (36) имеет в качестве своего коэффициента 
Фурье указанное выражение в фигурных скобках, для удобства изложе- 
ния мы выделим в отдельную лемму и докажем эту лемму в $ Зв кон- 
це настоящей главы. Здесь мы изучим поведение функции (36) для боль- 


ших значений и. Поскольку для цилиндрических функций справедлива 
асимптотическая оценка 


С, 
БЕ Ех 


то из формулы (36) непосредственно следует, что 


и т (37) 
Далее, очевидно, что если мы введем функцию 
Е()=5() в, ‘ (38) 


где © (г) — функция, определяемая формулой (31), а (г) — функция, 


определяемая формулой (36), то формулы (34) и (35) могут быть пере- 
писаны в виде: 


АЕ 
и а в. 
Е; = ин (Р). (у) Мы 7 [вы (ВИЖ + 
Га а М 
а В 
и: (2) и - я А | Л о. 
Е м м8 (7). м Е ("У м) ат, (39) 
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| | К 
Е = —щ р (7) ая ГЫ Е ы ее (вул. Е 
и — В 
-- и, (Р) а РЕ ан [5] (т) Ум, [№3] (гу 1.) ак. (40) 
(Ух, 2 73 о 6 2 2 2 2 


3. Для того чтобы выделить из коэффициента Фурье А’; его главную 
часть, мы точно так же, как и в работе (5), осуществим переход к не- 
собственным интегралам, т. е. представим интегралы, стоящие в правых 
частях формул (39) и (40), в виде: 


И АВС 
=. (41) 
0 0 в 


При этом мы можем воспользоваться известным [см. (15), стр. 153] зна- 
чением интеграла: 


г я КИ ых. 
м Уд (т У) а» == и при Ум — №, (42) 
ь 0 при У > и 


(случай равенства | = УЛ; мы без ограничения общности можем исклю- 
чить). 

В результате указанного преобразования формулы (39) и (40) прини- 
мают следующий вид: 


[МЕ в 
Е: = 8, : и (Р) + и: (Р) (ух я _ ыы т ры (АУ) — 
Е 
— и (РУ о а 
м 
+= & 
АИ (Р)—ш(Р). (==) МА [м не я в (АУ А — 
м, м В 
2 Пао внниВиИИ 7 „1 СУ№ а. (44) 
о" 


Здесь через 5; обозначена постоянная, равная 
[ 1, если У»; а л 
91 = (45) 
№0 если Ум >ы. 
4. Прежде чем суммировать ряд Фурье для Функции Е (^), оценим 
коэффициенты Фурье для этой функции. Для оценки коэффициентов 


Фурье с номером 1, для которого У»: >, используем формулу (43), 
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а для оценки коэффициентов Фурье с номером 1, для которого Та 


<-, используем формулу (44). 


Начнем со случая 


Ум >. (46) 


Прежде всего оценим безынтегральный член в формуле (43). Для 
этого воспользуемся асимитотическими оценками для функций Бесселя: 


|7, (иг) | < ее (47) 


(все постоянные, входящие в оценки типа (47), договоримся обозначать 
одной и той же буквой С). Тогда можно записать: 


р р 


ы . 
(=). Ре ВТ а] (ву | $ 
СР е т [75] — 
< п м мт, (48) 
(Их)? 2 


Пусть 6 — любое, сколь угодно малое фиксированное положительное 
1 
число, не превосходящее —-. Тогда правую часть (48) можно перепи- 


сать в виде: 


М+1 М 1 
г — < 
р ^- + их) в 

А 
М-Н № 
Е т 1 
о с 
А 2 2 р) 


М 


М -1 1 > 
т ]> >И — 25, показатель. 


Здесь мы Е что, так как [ 
Е +2) 


1 
г -- > —6 неотрицателен, а поэтому, в силу (46), 


Е 


2 2 
Исходя из (48) и (49), мы получаем для безынтегрального члена в фор- 
муле (43) следующую оценку: 


Е: 
па (Р): [о о а ву» = 
+ м, [м : 
Гм | о 
и; (Р) м 
=—— О (им (50) 
РЕ 
а 
Оценка (50) справедлива для любого номера &, для которого УХ; > 
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Переходим к оценке интегрального члена в формуле (43). При 
и 
Ул: >— имеет место следующая асимптотическая формула для произведе- 


ния бесселевых функций, стоящих под знаком интеграла в формуле (43): 


(Ро (==). 9 


С помощью этой формулы мы разбиваем интеграл, стоящий в форму- 
ле (43), на сумму двух интегралов, каждый из которых оценим порознь. 
Для первого из интегралов /; получим оценку: 


№ + 
ГЕ а | 
РЯ 


Ты ат 172 Е 
а 
ее. 


и 2 4 


Повторяя описанный выше переход от (48) к (49), мы получим вме- 


ето (52): 


1 
дЕ- в `0^-1) (53) 
тыр 
+ 
причем оценка’ (53) справедлива для всякого номера 1, для которого 
а и 
И 
Оценим второй интеграл: 
м №-3 1 
й = - г | М, Г-З = г 
Ев? ит | ИН + | р =). 
(УХ)? 2 2 В 


м 


Прежде всего заметим, что произведение 
М М + 3]\ м в у Ух И ми 
возил (9-4 [5—3 — 3} Им 5-4 т 
с точностью до знака, которым мы пренебрегаем, равняется 
\ НИЕ 
т (ых — Е - 608 (+ И—=) при Л четном, 


И 5 о 
с05 (г — >) - эп [7 Ул: — а при Л нечетном. 


А 


Не ограничивая общности, рассмотрим случай четного Л (случаи нечет- 
ного М рассматривается совершенно аналогично). Достаточно оценить 


интеграл 


Г. 2 ш \?2 
Ре) 


М ы 1 


ЕЕ. 
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Интегрируя Г; два раза по частям, элементарным образом находим: 


М № +1 1 ` 
ь. Е. ро 
И Ее Вт 
(Их)? 2 2 


Из последней формулы, учитывая (46), непосредственно получаем, 


что для ИЛ, = в (например, можно потребовать, чтобы ПИ —в|> 1) име- 


ет место следующая оценка для 1:1: 


=. г. 2 . :| 
Дэ м [М 1 


(55) 


5. При суммировании соотношения (43) по всем номерам Е, удовлетво- 


ряющим требованию У»; >. >, оказывается удобным разбить эту сум- 


му на две суммы, в первой из которых берутся номера, удовлетворяю- 
щие требованию 


© 


Уз -еы, (А) 


№ 
а вторую сумму образуют номера, удовлетворяющие требованию 
А 3 м 
5 <Ум<-ь или ПИ —в| <->. (В) 
Оценим отдельно коэффициенты Фурье ГР; для случая (А) и для слу- 
чая (В). 


5 т а 
В случае (А) можно утверждать, что | У. —вц| > Ум, а поэтому 


оценку (55) можно усилить следующим образом: 


М Е. - |: 
2 | в 


о 


| 
= 


ты ея и 


Повторяя описанный выше переход от (48) к (49), мы получим вмес- 
то (55’): 
0 
м. в 
Я и, 


т 


^ 


Собирая оценки (50), (53) и (56), получим, что для случая (А) коэффи- 


циент Фурье Ё;, определяемый формулой (43), может быть записан 
в виде 


й [@) №—1-5 з 
м.= (| ) (57) 


где о— сколь угодно малое фиксированное положительное число. Строго- 
х | 

говоря, член би: (Р) в формуле (57) можно было бы и не писать, так. 

как для случая (А) 6, =0, как это видно из формулы (45). 
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А > 
Умножая обе части формулы (57) на и:(0) и производя затем сум- 
мирование по всем 1, удовлетворяющим требованию (А), получим: 


о > и; (Ри; 
о Ао (58) 
Ум > Зв > 


р 
В силу леммы из главы 2 работы (°) можно утверждать, что для произ- 
вольной /М-мерной области © билинейный ряд вида 
© и; (Р) и; (0) 
1 т х |< 
оо (59) 
2 


1=1 х 


абсолютно и равномерно сходится в любой, строго внутренней подоб- 


ласти 5’. Следовательно, сумму, стоящую в правой части (58), можно. 
мажорировать следующим образом: 


Ру С ИР 
р — <» в 


= _ = = +-> 
и. — 3 а: Е 2 2 
Пе ^; 


и формула (58) принимает вид: 


У Рш(0) = бмв. (60) 


У ь 
В 


6. Переходим к рассмотрению случая (В). Напомним, что оценки (50) 
и (53) справедливы и для случая (В). Опираясь на указанные оценки, 
умножим обе части формулы (43) на и: (0) и просуммируем по всем [, 
удовлетворяющим условию (В). Мы получим (с точностью до знака перед 
величиной 1[}): 


К Ум < 5 <ИУм< в 
и; (Р)и; (О) — 
зов). Хх МОР УХ Бифи® 6) 
Ума в 2 2 В ЗИ ь 


(мы учли также, что, согласно (45), 4 =0, если У >ь). Исходя из 
абсолютной и равномерной сходимости ряда (59), точно так же, как и 
выше, получим, что 


О (им). ‚> ум = О (им). (62). 


Оценим отдельно сумму 


5 = у 1:1 (Р)-и, (©). (63) 


в Уно 


у НА 
Наша цель — доказать, что эта сумма имеет порядок ОЩым- 0), тео 
любое, сколь угодно малое фиксированное положительное число. 
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© 


т 
Не ограничивая общности, мы можем положить 6 = —› где п—лю- 


бое фиксированное целое число. 
Разобьем сумму (63) на (п 1) сумм следующим образом. Нулевая 
сумма 5, берется по номерам, удовлетворяющим требованию 


&-я сумма 9х (Ё =1, 2,...,п-— 1) берется по номерам, удовлетворяющим 
требованию ы 
8-0 | Умр— | <", (65) 


а последняя сумма 5„ берется по номерам, удовлетворяющим требованию: 


ие < Ум— |< 


Начнем с оценки нулевой суммы: 


%5= У Г (Р)и(0. (66) 
[Ув <1 


Покажем, что величина /; остается равномерно ограниченной для всех г, 
удовлетворяющих требованию (64). Из формулы (54) видно, что доста- 
точно отдельно оценить множитель 


НЕ 


и интеграл 


Имеем: 
№ № +3 1 м № +3 1 
ее Е 5 
те =) } 
Ул, / 
если даже У»;>. и 
ря 
п Я — п 
эти” =) - свв < Уря) 
2. \ т а" == 
В 


(67) 


г 


ы | т и УЖ у, тя К -ИХИЯ 1. 
В |: 


Первый из интегралов, стоящих в правой части (67), равняется инте- 


гральному синусу $1 [В (ИХ и а интегральный синус, как известно, 
является равномерно ограниченной функцией своего аргумента. 
Второй интеграл, стоящий в правой части (67), равняется интеграль- 


ному косинусу с1 [В (И Ж-- в)] и не только является равномерно ограни- 


ы ее 1 
ченнои величиной, но даже имеет порядок 0(-,) й 
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Тем самым равномерная ограниченность /; установлена: 


Т. ЗМ = 015%. (68) 
С помощью (68) мы можем оценить сумму (66) следующим образом: 
15| < М. № |ш(Р)ш(0)|=0 (им) (69) 
[Ул в! < 


(на основании предварительной формулы (29) из $ т) 
Оценим теперь любую из сумм 5»: 


= У ан (Р)-и: (0), 


где суммирование идет по номерам, удовлетворяющим требованию (65). 


Поскольку |И/№—и| > и’ 9, оценку (55) можно усилить: 


т 1 
г =0 | (70) 
Ц 
ты М-1 М М 
(при этом мы учитываем, что ( и Р Е | > ] - ь Е. т [=] о 
“, В = 
У», > 
Опираясь на (70), мажорируем сумму 5» следующим образом: 


рты 


5(и—1) у 


о д (Р)-и: (©) |. (71) 


— 5 
[Ум в | <в 


Для оценки правой части (71) рассмотрим предварительную формулу (30) 
из $ 1 при р= ий: 
4 №МЬ—1 №М—1+8 


1581 =0 (сет) "0 = (72) 


Исходя из оценок (69) и (72), получаем для всей суммы (63) оценку: 


о О о о 
К Зума 

Оценка О-членов в правой части (73) зависит от номера п, т. е. в ко- 

нечном счете от малости 09 = ре но для любого сколь угодно малого 

фиксированного 5 >0 справедлива формула (73). Внося формулы (62) и 

(73) в правую часть (61), будем иметь: 


Эка во -кеноо! № Бибби ОНО о 
Ум 5 ЗИУм<ь 


7. Нам остается оценить коэффициенты Фурье Ё; и просуммировать 
ряд ‘Фурье только для номеров #, удовлетворяющих требованию 


ие (15) 


Для этого, как уже было отмечено выше, будем исходить из форму- 
лы (44). 


б Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Е ити. 
Поскольку конечное число номеров # не влияет на оценки, мы будем 


оценивать только коэффициенты Фурье Ё: для достаточно высоких но- 


меров #. Например, можно потребовать, чтобы ВУ), >1. Тогда мы 


вправе воспользоваться асимитотическими оценками для функций Бес- 
селя тина (47). С помошью этих оценок безынтегральный член в фор- 


муле. (44) мажорируется следующим образом: 


и те 
в_\? А).Л; п (ВУ№) |< 
ух) ум 2 [= (8) ры [= )| < 
— мМ- №М-1 
аа ыы [№ С 
м Е ы / - (76) 
Ум 2 2 2 2 


Здесь 8 — любое фиксированное сколь угодно малое положительное чис- 


У 1 М№М —1 
ло. Так как показатель | 5 —| 5 


|+ 5) положителен, то, исходя 


из формулы (75), получим: 


М—1 ЬЕЯ +8 и. ры +5 
[^; \ 2 2 фо 2 
пт <(>) и 
Из формул (76) и (77) следует оценка: 
м [М—1] 
2 2 = 
ш (Ру) Пон Им (ВИН) 
< 2 2 2 2 
1 (Р) —1-- 
в 0. (18) 
Е 


Что же касается интегрального члена в формуле (44), то он оценивается 
точно так же, как и интегральный член в формуле (43) для случая (А), 
а именно, пользуясь асимпитотическим представлением (напомним, что 


Ум >- и для определенности будем считать М четным), справедли- 
вым с точностью до знака, 


Тм, “= (иг) Ум, [=] (гУм) = 


2 5 


вы Ей 
2 2 


< : 
Ц 


о 
4 
^; 


7 |= 


тие 


мы разбиваем интеграл, стоящий в формуле (44), на сумму двух: 
и. ре 


2 
ЧЕ ИР . 2 1 Со 
А. №М—3 Е И 
(УХ, +| р \ ила 
М М— 
нь } 
т ее оо 
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к-т" 


* 
Двукратным интегрированием /; по частям находим: 


к а а - А 
НО ми 1 и И, | 
а 


2 2 


откуда получаем для й следующую оценку: 


== Я | 
= Ом. 
НИ р 
, | Ими 3 


1 


С помощью оценок (78), (79) и (81) представим правую. часть форму- 
лы (44) в виде: 
и; (Р) 


Е: = ви (Р) + м '0(“ т). ^ (82) 
2 | } ь 


® 2 


Умножая обе части (82) на и; (0) и производя суммирование по всем 


номерам 1, удовлетворяющим требованию Ул: =. -. ‚ найдем: 


У Ри (= У шРрш(О+о(ви-н%) У м, (83) 


Опираясь на абсолютную и равномерную сходимость ряда (59), преоб- 
разуем правую часть формулы (83) к виду: | 


ХУ Ри@= У ши (0) + 0, В 


и: Ун- 


8. Сложим почленно формулы (60), (74) и (84). В результате полу- 
чим: 


УР: ш(0) = > ш(Р)ш (0) +0 (ми). (85) 


УЛ; <в 


Слева в (85) стоит полный ряд Фурье для функции Ё (т), причем схо- 
димость этого ряда следует из оценки правой части. Таким образом, 
левую часть можно заменить самой функцией Ё(т). Из формул (37) и 
(38) заключаем, что функция Ё(г) имеет вид: 


м Ум (ит) 
НОНО ей -;- т 
Е") = 2() О в: 0). (86) 
а =’ 


<“ 


Мы учли при этом, что | 5 ‚ и воспользовались тем, что 


5* 
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при г >. В функция 


т Ум (рт) 
[и \3 2 
у СНТЬ АИ 

« г2 


в силу асимптотики бесселевой функции, представляет собой величину 
М—1 


о 
порядка О\м * ) т. е. порядка заведомо более низкого, чем О (1). 
Подставляя (86) в (85), окончательно получим: 


м. Ум (г) 
У ш(Р)-ш (0) = (=)* ГОА (3) 
Ул; <ь | 2 


, 
"Тем самым доказательство основной асимпитотической формулы (3) за- 
вершено. . 

Замечание 1. Можно считать, что суммирование в формуле (3) 
происходит по номерам, удовлетворяющим требованию У <ь, а не 
(только У): — в. В самом деле, допустим, что суммирование в форму- 
ле (3) идет по номерам, удовлетворяющим строгому неравенству У»:< в, 
для чего заведомо достаточно требования У»: <в—1. Тогда, почлен- 


‘но сложив формулу (3) с предварительной формулой (4), установленной 
в $ 1, мы получим: 


=. Тм (м7) 
> ш(Р) ш (0) = у. +0), (87) 
Ум <ь (2к)? г? 


т. е, нестрогое неравенство ИЛ; < в оправдано. 
Замечание 2. По схеме, совершенно аналогичной той, которая’ 


изложена в $ 2, может быть установлена несколько более общая асимп- 
„готическая формула: 


1 / ^; \5 
ге) > и: (Р) ш (@)\1 —-=) = 
Ум <ь 
к а (Гра) О (\-—-81°) при 9 <М, 
Ра ь Е - — 
= —^ АГА В 88) 
(2) 2 и бе) при 5 > №. 


(Здесь, как и выше, 5 — любое, сколь угодно малое фиксированное по- 
ложительное число.) 


$ 3. Доказательство вспомогательной леммы 


ЛЕММА. Функция (г), определяемая формулой (36), имеет в ка- 
‘честве своего коэффициента Фурье выражение вида: 


2 а В х 
‚ ух) мне Уи. (КУ м, (89) 


#=0 


2; == Из (Р) . 
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Доказательство. Поставим перед собой цель — найти такую’ 
функцию и” (г), коэффициент Фурье которой равен 


и Ты „(ВИК п 1,2,..., [№5]. (90). 


(И 


Если п =0, то легко видеть, что функция (9 (л) имеет вид 


= прил. АД, 
71 (Г) = {(2жв)® (91) 


0 при г > 0. 
В самом деле, вычисляя коэффициент Фурье функции (91) непосред- 


ственным интегрированием и используя теорему о среднем значении 
[см. (6)], получим: 


В 
и и (г, 0) 40) и у ат = 
0 
М (В.Е м. Е 
а: суде = 
№ 0 г. 
В М 
ев \›=. Ты _ ‚СУм) @&=— ое 
8 4 6 р? (ИР 


что совпадает с формулой (90) при п = 0. 


ы Е №М—1 
Таким образом, нужно рассмотреть только случай 1 <%п< р: 
Пусть п — любое число из указанного интервала. Построим функцию 
а" (г) следующего вида: 


ы и 
"(и = ина | (92) 
0 при г> А. 
_ Такая функция изучена в $ 2 главы 1 работы (5). Там же доказано, что 
коэффициент Фурье функции (92) имеет вид [см. формулу (24) главы 1 


работы (5)]: 


е и „ (ВУ»,) 
О р. и 
Ж=1 МХ) 2 (93) 


У 21.(1—2)... [1—2 — 1) В". 
1=К 
Выберем постоянные ал, 4», ...,@п так, чтобы выражение (93) совпадало 


с выражением (90). Для этого о чтобы удовлетворялась сле- 


я система уравнений: 
еее О-о 1, 
ыы ( и. ' (94) 
27 п! т- В" = «В. 
(2*В) ? 
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м РА 
Нам нужно доказать, что система (94) имеет решение, и притом един- 
ственное. Заметим, что левая часть системы (94) совпадает с левой частью 
системы (26) главы 1 работы (г), т. е. определители этих систем тожде- 
ственно равны. Но в работе (5) доказано, что система (26) имеет решение, 
и притом единственное, т. е. определитель ее отличен от нуля. Этим 
утверждение доказано. 

Для нахождения решения системы (94) запишем матрицу этой системы, 
опуская постоянные множители столбцов, соответственно равные 


В?, В*,..., 0”, и постоянный множитель правой части, равный 
(— — в”. 
(2=В)* 
2 ВЫ 2п 0 
2 (2—2) а. 2п (21 —2) 0 
о (95) 


22—22 ЗО Вона отЕа 


— 


0 0 ,-.. 21(7—2). 
Мы видим, что первая строка нерасширенной матрицы (95) (без столбца 
правых частей) представляет собой полином 1-го порядка 2 (без свобод- 
ного члена), взятый в’точках 2,4,...,2п, вторая строка нерасширенной 
матрицы (95) представляет собой полином 2-го порядка 2(5—2) (без 
свободного члена), взятый в тех же самых точках, и т. д., последняя 
п-я строка нерасширенной матрицы (95) представляет собой полином п-го 
порядка 2 (5 — 2) (1 —4)...[1—2(п—1)] (без свободного члена), взятый 
{ 
в тех же самых точках. 


Рассмотрим следующий полином п-го порядка, не содержащий сво- 
бодного члена: 


(5—2)... [1—2 (Е —1)] [2—2 (+ 1)]--: (&— 2). (96) 


Как и всякий полином п-го порядка, не содержащий свободного члена, 
полином (96) представим в виде некоторой линейной комбинации данных 
полиномов 1-го, 2-го,..., П-го порядка, не содержащих свободного 
члена: 


т, 1(1—2),..., 2(х—2) (2—4)... [—2(п—1)]. 


Заметим, что в указанной линейной комбинации коэффициент перед по- 
следним полиномом 5 (5 — 2) (т —4)...[—2(п—1)] равен {единице, так 
как максимальная степень х, т. е. 2”, входит с коэффициентом, равным 
единице, и в этот последний полином, и в полином (96). Но отсюда 
следует, что если мы составим уравнение, коэффициенты которого соот- 
ветственно равны значениям полинома (96) в точках 2,4,..., 2м, а пра- 
вая часть совпадает с правой частью последнего уравнения системы (94), 
то полученное уравнение будет являться следствием системы (94). В но- 
етроенном уравнении от нуля будет отличен только коэффициент при ах» 


так как числа 2,4,..., 2п— все, кроме 2, являются корнями поли- 
нома (96). 
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Итак, мы получаем уравнение, являющееся следствием системы (94): 


О 2) С Ош Ор 


М 
(2= В) ? 
Отсюда находим неизвестное ах: 
) 
>| (— т 
. а: = ы 97 
. М  В®.Ы (в) ` о 
(2=В) ? 
Таким образом, функция ш] (г) найдена и имеет вид: 
и 
>) (10-02% — 8%) 
Е В ии 
ия (>) = АЗК. К! (п— К)! (98) 
0 при г> Е 


А [19==]}. 


Из выражения (36) видно, что функция (36) представляет собой линей- 
ную комбинацию функций (91) и (98) с постоянными коэффициентами, 
соответственно равными 


т" В 
и (И) (в=0,1, -.., | 5 ]) 


Таким образом, коэффициент Фурье функции (36) равен соответствующей 

линейной комбинации выражений (90). Беря эту линейную комбинацию, 

мы получаем для коэффициента Фурье функции (36) выражение (89). 
Лемма доказана. 


ГЛАВА 2 


Доказательство разложимости функций, обладающих 
1 
особенностями типа =, (0<«<1) или 1005г 


Целью настоящей главы является доказательство следующей теоремы: 
ТЕОРЕМА. Если функция № переменных задана в произвольной М№-мер- 
ной области в, обладает во внутренней точке Р этой области особен- 


1 - 
ностью вида те. (0<*<!) има 108 гру и после выделения указанной 


РФ 
особенности удовлетворяет обычным условиям разложимости *, то эта 


функция может быть разложена в ряд Фурье по собственным функ- 
циям области в, причем указанный ряд сходится при суммировании 
в порядке возрастания собственных чисел равномерно в любой строго 
внутренней подобласти в’, из которой удалена произвольная сколь угодно 
малая окрестность особой точки. 


* Под термином «обычные условия разложимости» следует понимать условия раз- 
ложимости в ряд, условно сходящийся при суммировании в порядке возрастания соб- 
ственных чисел. Эти условия значительно слабее, чем обычные условия разложимости 
в абсолютно и равномерно сходящийся ряд [см. (7) и (°)]. 
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Еще раз подчеркнем, что изучаемая нами сходимость ряда Фурье 
является, вообще говоря, условной: в работе (т) показано, что нельзя 
ожидать абсолютной сходимости ряда Фурье для функции, обладающей 
указанной выше особенностью, ни в одной внутренней точке области, 
даже если эта функция после выделения особенности является сколь 
угодно гладкой. 

Один из методов доказательства сформулированной теоремы указан 
нами в работе (11). Он опирается на преобразование Абеля и на асимито- 
тическую формулу для собственных значений, установленную Р. Куран- 
том. Недостатком этого метода является то, что асимитотическая формула 
Р. Куранта (а следовательно, и указанный метод) предполагает, что гра- 
ница области © удовлетворяет некоторым (хотя и не очень высоким) 
требованиям гладкости. Чтобы устранить этот недостаток, мы предлагаем 
в настоящей работе другой метод доказательства сформулированной выше 


теоремы. Этот новый метод совершенно не связан ни с какими предпо- 


ложениями относительно границы области и пригоден для произвольной 
М№-мерной области 2, для которой разрешима задача на собственные 
значения. 

Прежде всего установим одно важное вспомогательное тождество, 
которое мы неоднократно будем применять не только в настоящей, но и 
в следующих работах. 


$ 1. Вывод вспомогательного тождества 


Пусть точка Р, как и выше, принадлежит произвольной, строго 
внутренней подобласти &’ основной М-мерной области в, а О — любая 
точка области 5. Будем обозначать через А; М-мерный шар радиуса 


| 
7= © центром в точке Р, а через С; — «кольцо» с центром в точке Ри 

2—4 

1 
с радиусами, соответственно равными —— и В 
УХ, Ул, 
1-1 
С; = К; — Ка. 


Тогда имеет место следующее тождество для собственных функций урав- 
нения Ди -- и =0 (независимо от вида краевого условия): 


М 


ит ДО мо 
т $0 2 (5) (@))4з (Сы =1м (4). (99) 


В этом тождестве п обозначает какой угодно номер, а 5 — любое дей- 
ствительное число. Тождество (99) имеет смысл, если шар К, радиуса 


1 
у= < центром в точке Р целиком лежит в области в. 
Если Р принадлежит произвольной, строго внутренней подобласти ря 


то последнее требование для шара Аз может быть и не выполнено, но 
оно заведомо выполнено для шара К;, начиная с некоторого 8) так как 
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при #— со радиус 


1 
уе шара К; неограниченно убывает. Поэтому мы 


можем отбросить конечное число самых маленьких собственных значений 
и соответствующих им собственных функций и утверждать справедливость 
тождества (99) для оставшихся собственных функций. При этом для про- 
стоты мы сохраняем нумерацию, начиная с единицы, подразумевая под). 
самое маленькое из оставленных собственных значений. 

Итак, тождество (99) справедливо для всех собственных функций, 
за исключением, быть может, конечного числа этих функций. 

Вывод тождества (99). Предполагая, что г< ДВ, где В — мини- 
мум расстояния точки Р от границы области #2, запишем теорему о сред- 
нем значении [см. (6)]: 

Ук и И) 
- 2(У т)“. ш(Р) =, 0) 40. (6). 


( т Ул, р Ее 
2 
Напомним, ЗК. \ те \ обозначает интеграл по всем «углам» на поверх- 


Ее 
ности М№-мерной сферы. Умножим обе части (6) на 7-1 и проинтегрируем 


по гот 0 до В. Тогда, очевидно, в правой части (6) мы получим инте- 
грал по М-мерному шару радиуса В, который мы обозначим через 
Кв, а интеграл в левой части легко вычислить: 


сы СР 
(2)? и" м _, (У) )4"=\\.-- ш (2) 4. (100): 
: г Кв 
Вычисляя интеграл, стоящий в левой части (100), найдем: 


т — 
р’. у =(--- и (3) ав. (101) 
ие КЕ 
== в обеих частях равенства (101). Это можно сделать 
№ 


для всякого номера И для которого не превосходит минимума рас- 


р 
стояния точки Р от границы области в (конечное число номеров 1, не 
удовлетворяющих этому требованию, мы отбросим, сохраняя для про- 


стоты нумерацию от # =1). В результате получим: 


а 


о) Ч. ей =. - в (5) 4. (102) 
ты К; 


1 


Здесь См обозначает постоянную, равную /м (1), а К; — М-мерный шар 
2 


1 
радиуса „= с центром в точке Р. 
А 
1 
Замечание 3. Постоянная См заведомо положительна. Более того, 
легко оценить эту постоянную снизу, беря два члена степенного ряда 
для функции Бесселя Ум (1): 
2 
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Итак, 


5 та С 
Умножив обе части (102) на и; (0)-№, где 5 — любое действительное 
число, получим: 


М . 
5 и; (Р)-и; . 
(оу = 18 ши (а) ш (@) 4. (103) 
а К: 


Далее, просуммируем обе части тождества (103) по всем Е от &=1 до 
4 =п, где п — любой наперед заданный номер: 


$=1 


Р ъ 
(> Сы о ХЦ... шош (9) 4. (104) 
Ю ради. 
Остается преобразовать сумму интегралов, стоящую в правой части (104). 
С этой целью перейдем от шаров А; к «кольцам». Будем обозначать 
через С; кольцо, равное разности шаров: 


С; — К; ати Кул. 
1 
Таким образом, кольцо С; имеет радиусы, соответственно равные у" и 
. 
и 
Ух . Тогда, очевидно, для шара К; справедливо представление 
т-+1 
п—1 
К: = У Ск К». (105) 
к= 


С помощью этого представления правую часть формулы (104) можно 
переписать следующим образом: 


ХУ. ош 042+. шощ Фа. (106) 
Сх Кв’ 1—1 


= К= я 


Изменим порядок суммирования относительно ёи А. Тогда выражение 
(106) примет вид: 

п—1 к 
я: 6) -щ (0) ) аа +(\.. $2 ил (3) и: (0) 4з. (107) 
КЕ бк Кв 1-1 


Заменяя правую часть (104) выражением (107), мы получим искомое 
тождество (99). 
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$ 2. Доказательство теоремы разложимости 


Достаточно доказать разложимость частной функции, обладающей 


особенностью типа (0<«<1) или 10 ро: В качестве такой функ- 


Р 
ции естественно взять изученное в работе (5) ядро дробного порядка 


Ки _«(Р, 0), имеющее своим рядом Фурье билинейный ряд вида: 
2 


> и; (Р) и; (0) 
У. (108) 


= 5 2 
^; 


В работе (5) доказано, что для произвольной М-мерной области ‹ ука- 
занное ядро имеет при х = 0 особенность типа 105 Гро» А при О<«<М— 


особенность типа 


ГРО 

Таким образом, нам достаточно доказать, что билинейный ряд (108) 
для любого « из интервала 0 <«< 1 сходится при суммировании в по- 
рядке возрастания собственных чисел равномерно в любой, строго внут- 
ренней подобласти ©’, из которой удалена сколь угодно малая окрест- 
ность особой точки (т. е. расстояние р(Р, 0) >в, где е — сколь угодно 
малое фиксированное положительное число). | 

Поскольку «<, найдется такое положительное число 8, что 

—=1 — 45, и ряд (108) можно переписать в виде: 


> ы. ны (8>0) ° (409) 


или в виде 


м. 
М1 С 
1 № | 

^; 
Так как при суммировании в порядке возрастания собственных чисел 


последовательность [551 монотонно стремится к нулю, то для доказа- 


5 
й 
тельства равномерной сходимости ряда (109), в силу признака Абеля, 


достаточно установить, что ряд 


> ш (Ри, (0) 
о (110) 
те о —. 


обладает равномерно ограниченным семейством частных сумм (в любой, 
строго внутренней подобласти 8’ при р(Р, 9) > ®). т этой целью восполь- 


зуемся тождеством (99), в котором положим 5 == —8: 


о Е, и = 


к те 2. 30: * (3) -ш (0) 4 + 


: 


аа 


а Е "ша (в) и: (©) 49. (111) 
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Заметим, что конечное число номеров, которые, быть может, придется | 
отбросить для законности использования тождества (99), не влияет ни 
на сходимость ряда (109), ни на ограниченность частных сумм ряда РО: 


Левая часть (111) с точностью до постоянного множителя (2т)? “Ск 
представляет собой п-ю частную сумму 6» ряда (110). Наша задача — 
доказать, что все 5„ ограничены одной и той же постоянной, не завися- 
щей от номера п (в любой, строго внутренней подобласти =’ при 
р(Р, 0) > =). Перепишем (111) в виде: 


м. п—1 р р —— 
(2=)* -Си-5ь = УИ \м | у 5) из (3) - и (0) а 
ды бь РБ 
о $ р 2-4 Ри 
и ь а ^ Е 


+ 


и оценим выражения, заключенные в квадратные скобки. Рассмотрим | 
основную асимптотическую формулу (87), установленную в первой главе | 
и справедливую в любой, строго внутренней подобласти 2’. При о (Р, 0) 2 
главный член формулы (87), в пу асимптотической опенки для функ- 


1 
ции Бесселя, имеет порядок О(и? *?), т. е. более низкий порядок, 
чем добавочный член. Таким образом, из формулы (87) заключаем, что 


при р(Р, О) >е в любой, строго внутренней подобласти =’ справедлива 
оценка: 


>» ш(Р)-ш (0) =9 (и), (113) 


Ул; <ь 


где 5 — любое положительное число. Мы положим это число равным тому 
самому 5, которое фигурирует в формулах (109)—(112). Если суммиро- 


вание ведется в порядке возрастания собственных чисел, то формулу (113) 
можно переписать в виде: 


| 


У и(рш = У ш(Ррш(0=0(ы* "*), (114) 


т №156 
$=1 Ул; <Ул, 


причем суммирование в (114) не обязательно вести, начиная с первого, 
самого маленького собственного значения; можно отбросить конечное 
число (следующих друг за другом) собственных значений и при этом 
оценка, стоящая в правой части, останется в силе. В самом деле, пусть 
К — любое число п и нам требуется доказать, что 


№1, 56 


у и: (Р)-и1 (0) = О (^. = =). (115) 


1=К 


Для этого достаточно взять разность формул ; 
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73 Мф 65 . 

Уи (Р-н (0) = 0 (№? но — 

1 

Последнее замечание дает право применять формулу (144) для оценок 
в тождестве (112). 


Для оценки выражений, заключенных в квадратные скобки в правой 
части (112), рассмотрим тождество Абеля [ем. (12), стр. 9], справедливое для 
любых о; и и; и для любого номера А: 


к к, 1 к 
> Ш; = — 2: (ши — ша) (2 о га. (116) 
1 1-1 +1 1 
Мы положим 
т а 
НО — —. (117) 


Для доказательства законности применения формулы (114) покажем, что 
точка с, по которой идет интегрирование в правой части (112), не вы- 
ходит за пределы некоторой строго внутренней подобласти и, кроме того, 
р(з, 0) > 5. 

Пусть о(Р, 0) >е, и пусть Р лежит в строго внутренней подобласти 
<’ такой, что минимум расстояния между границами 2’ и © превосходит е, 
Отбросим конечное число самых маленьких собственных значений так 
чтобы первое из оставленных собственных значений (в наших обозначе- 


= “ 1 
ниях *.) удовлетворяло требованию —. Так как —— является ра- 


№ 


1 
Ум 
диусом наибольшего из шаров А}, то при этом заведомо р (°, 0) > > и с 
принадлежит внутренней подобласти 8” такой, что минимум расстояния 
между границами 2” и & превосходит >. 

Таким образом, применение формулы (114) оправдано, и мы, исполь- 
зуя эту формулу, получим: 


ие +8) 


1 1 5. 
Ун=Ущон (0 =? —. (118) 


Пользуясь (116),. (117) и (118), оценим выражение, заключенное в квад- 
ратные скобки в формуле (112): 


р. ва ма 8), и 
с ( 
|= |7 ии = Хо: т. У [+ 
т 1 
/ Мо ВЕ ео ы т” 
те а О 
1=1 т 


х 
\ 


1 
(не ограничивая общности, считаем, что <). Обозначим через С 


постоянную, ограничивающую рост О-членов, стоящих в правой части 
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(119), и произведем суммирование в фигурных скобках: 


И а ма 
пас {оао он 
К 


| 


Используя оценку (120), мы мажорируем правую часть формулы (412) 
следующим образом: 


ее Ви 


‘к=1 Ск 


а 
22 
у 


МВ. 
д (|. Ц 4}. (121) 
2 к 
Наша цель будет достигнута, если мы докажем, что выражение в фи- 
гурных скобках формулы (121) ограничено ‘одной и той же постоянной, 
независимо от номера п. 

Сумму интегралов, стоящих в фигурных скобках, мы можем пред- 
ставить как один интеграл по шару К, следующего вида: 


И. И а. ПУР, 5) аа, (122) 
К 


К=1 Ск Кип 


1 


где положительная функция /(Р, с) определяется формулой: 


Е 

5 1 

№ "-. если Ух > Ро > ут Ее А ть 
Та Е фе К +1 

Аи, добаи гро < 


Совершенно ясно, что мажорантой для /„(Р, ©) служит функция 
м_=. В самом деле, 


Гр 
м5 
1 с 1 
82 м ‚› если — >. Ро Ух т 2...) 
Ре К К 
чо 1 
22 
де ^ ‚ если У. > "ьь- 


Таким образом, всюду 


1 
ъ (Р, в) ОВ 


"ре 


Поэтому интеграл, стоящий в правой части (122), мы можем мажориро- 
вать так: 


И - К ($ Даодьиин а 


}:$ В 


=о, \ аи и (123) 


(здесь с м № 00 = 2“ б 
= — Е (“) обозначает площадь поверхности 
о г] я 
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М№-мерной сферы единичного радиуса). Сопоставляя (121), (122) и (123), 
находим, что 
2-С 9 


5. <—я 
(2 .Сн-8. (У 


Тем самым установлена равномерная ограниченность частных сумм 5» 
и доказательство теоремы разложимости завершено. 
Замечание 4. Тот факт, что ряд (108) для любого «< 1 сходится 


именно к ядру Км „ (Р, 0), вытекает из полноты системы собственных 


2 2 
функций. В самом деле, обозначим сумму ряда (108) через «(Р, 0). 


Так как ядро Км „(Р, 0) для любой внутренней точки Р обладает по 


2 2 
О интегрируемым квадратом [см. (5)], а система ‘собственных функций 


полна, то, по теореме Фишера—Рисса, функции Км «„ (Р, 0) ио(Р, 0) дол- 
15: ` 
жны совпадать в классе функций, обладающих интегрируемым квадра- 


том, т. е. 
2 
\\..- \[Кы_« (Р, ©) — (р, ©) 49 = 0. (124) 
# вов 
Так как в произвольной, строго внутренней подобласти 5’ при р(Р, 0)> 
>: обе функции непрерывны (ядро Ам _„(Р, 0) — в силу его пред- 


2 Р 
ставления, согласно работе (5), а «(Р, 0) — как сумма равномерно схо-. 
дящегося ряда), то из (124) заключаем, что в указанной подобласти при 
р(Р, 9) >= 
© (Р, 9) =Км_х (Р, 0). 
2 2 


Таким образом, для любого « из интервала 0 << 1 и для любых 
внутренних точек Ри О таких, что Р-Е О, справедлива билинейная 
формула: 

со 
р 5 и; (Р) и; (0) | 
О ет (125) 
ра рые ВВС 
где суммирование идет в порядке возрастания собственных чисел. 

Полученный результат заменяет известную теорему Мерсера, которая 

в данном случае перестает действовать, вследствие наличия особенности 


у ядра ты « (Р, 0). 


 бябдежвие. При в =0, М = 2 мы получаем следующее представ- 
ление для функции Грина уравнения Лапласа в произвольной двумерной 
области: 


Ре 
Е (126) 


1 1 


Формула (126) справедлива для любых внутренних точек Ри (0 таких, 
что РО, причем суммирование производится в порядке возрастания 


собственных чисел. 
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А 


Само собой разумеется, что в произвольной, строго внутренней под- 
области 5’, из которой удалена сколь угодно малая окрестность особой 


точки, ряды (125) и (126) сходятся равномерно. 


Поступило 
22. ХИ. 1956 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 81—116 


А. В. ЕФИМОВ 


о ПРИБЛИЖЕНИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИИ СУММАМИ ФУРЬЕ И СУММАМИ ФЕЙЕРА 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе дается выражение главного члена уклонения функции от ее 
сумм Фейера и сумм Фурье, а также устанавливаются асимптотически 
точные равенства для верхних граней этих уклонений, распространенных 
на классы Ну и ИН 


$ 1. Введение 


Пусть 2 — некоторый класс непрерывных функций и („ — линейный 
оператор (метод приближения), приводящий в соответствие каждой функ- 
ции } (2) © 2 некоторый полином порядка п, значение которого в точке 
х обозначим через ПО» (}, 2). 

Мы рассматриваем две задачи: 

Г. Найти главный член уклонения функции ] (2) 69 от О» (7, 2) с рав- 
номерным относительно всего класса ЭЙ остаточным членом, т. е. полу- 
чить представление: 


7 (2) — О» (7, 2) = Ап, (7, 2) + 9 (Ви, (0)*. 


П. Исследовать поведение верхней грани 
би, 2 = зар || 1 (2) — О» (7, 2) | = зар шах |1 (2) — И» (, 2) |, 
х 16% 16% х 


т. е. верхней грани уклонений функции ] (2) 62% от ПО» (1, х), распро- 
страненной на весь класс И. 

В ряде случаев решение задачи [ позволяет найти асимитотически 
точное решение задачи П. Действительно, мы имеем: 


Фь, (08) — вр || Ао, (/, 2) | О (Во, (0)).* 
Поэтому если 
В, (79 = (с, (20), 
то 


би, 00 = р Ак, (1, 2) | 


Первая задача впервые была решена Е. В. Вороновской (*) для при- 
ближения дважды дифференцируемых функций полиномами С. Н. Берн- 
штейна. Порядок же убывания ©. (20) для некоторых важных классов 

УС 
* Здесь Ан (}, 2) таково, что существуют функция /* (2) 6% и точка х, такие, 
п 


что Во, (3%) =о (А, (1*, жо)). 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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функций и методов приближения был дан Лебегом (13), Джексоном (5), (8) 
и С. Н. Бернштейном (°). 

Метод получения асимитотически точного равенства из выражения 
главного члена уклонения применялся С. Б. Стечкиным (2) для прибли- 
жений некоторых классов аналитических функций суммами Тейлора. 

Определим некоторые классы непрерывных функций периода 2м. 
Мы скажем, что функция ](5) принадлежит классу МИУ’’, если ее произ- 
водная /”’ (2) в смысле Вейля порядка > 0 (1 ° (1) =/ (2)) удовлетворяет 
условию |/” (2) | < М. Если 1”(2) при любых д и й удовлетворяет условию 


ев —@® «М8, 0<а<1, (1.1) 
то будем говорить, что /(2) Е МИ"И!1 при г>0 и 1(2) ЕМН1 при 
г =0. Если же /” (2) при любых хи й удовлетворяет условию 


а-я ем, 0%, (2) 


то будем говорить, что /(2) Е МИ"Н. при г>0и 1 (2) Е МН. при г=0. 
Классы МНЬь введены А. Зигмундом (1). Сопряженные классы обо- 
значим соответственно через МИ”, МИ”Н!, МН!, МИ"НУ, МН». 
Далее, С. Б. Стечкиным (??) для г>0 введены классы МУ’ь, а имен- 
но ](1)6 МИ’ь‚, если /(2) представляется в форме: 


Зт\ 


Не со соз(& + 2) 
=} ФУ — 4, 
Е=1 


—п 


где |х(1)| <Ми \ х (1) 4х = 0. Аналогичным образом, для г> 0 вве- 


дем классы МИ’вН5. Именно, будем говорить, что }(2) © МИН», если 
1(х) представляется в форме: 


т» —; (#1) соз (+ "а, в 
К=1 —п 


пк 


где о) ЕМИ* (0<«<\)и \ о (2) 42 =0. При В=лиВ=/+ 4 по- 


п 
лучаем соответственно классы МИН. и МИ"Н». 


Определим также некоторые классы непериодических функций. Если 


/(х) непрерывна при 5 [а, 6] и при любых х+/Е[а, 8] удовлетворяет 
условию 


7 (2+ №) — 27 (2) +1 &—1) |< М], 0<а<1, 


то будем говорить, что / (2) @ МН. (а, 5). При а = — со, В = + со будем 
говорить, что ](2) Е МВ» (ео). 

Вместо 1.И””, 1.И"Н* ,... 
Я 


условимся писать соответственно И/”, 
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Мы будем рассматривать следующие методы приближения: частичные 
суммы Фурье, т. е. 


ых) =%+> (ак со Кх | бк зт Ах) (п=0,1,...), 


К=1 


и суммы Фейера, т. е. 
4 т 
О» (7, 2) = о» (1, 2) = +1 У 5х (7, <). 
к—0 


Задача 1 для классов И! и И} и приближений суммами Фейера ре- 
шена М. Заманским (1), который показал, что если (2) 6 Н\, то 


рэ) зан (#-) . 
1 (1) — 1 (1,2) = а 0(+), 4-4) 


где а>0 — любая постоянная. 

Порядок величин @о„(Н1) был дан С. Н. Бернштейном (?), порядок: 
величин фо, (Н!) 0<«<1) вытекает из результатов И. И. Привалова (18), 
и С. Н. Бернштейна (?), а порядок фе, (Н1) был дан Алексичем (1). 

С. М. Никольский в работах (15), (16) доказал, что при 01 


т И 
бо, (Н1)= - ох +%(-=). 


Первый асимптотически точный результат для ©з, (720 принадлежит 
А. Н. Колмогорову (1), который рассмотрел ©з, (И’”) для целых г>0.. 


В. Т. Пинкевич (1) рассмотрел ©, (И’") для любых г`>>0. Наиболее 


общий результат в этом направлении принадлежит С. М. Николь- 
скому (14), (16), который доказал, что для любых г>20Ои 0<х<1 


6, (И) | са) ш" 


—__ ига те 0 ро : ТЫ» 
$., (И"И®) и к = = я (1.5) 
где ы 
ее 
Ее зир. [ а: (7) | = зар а 7 (2) 605 291 == ——\ г’ т Е. 
ТЕНТ ТЕНТ ) 0 


<> [2 
Мы решаем задачи Ги П для приближения функций классов Н» и 
Й’’Н> суммами Фейера и суммами Фурье. Основные результаты этой ра-. 
боты доложены автором на заседании Московского математического об- 
щества [см. (3)]. , 
В $2 излагаются свойства функций классов М». 
В $3 рассматривается задача Г для приближений суммами Фейера. 


Мы показываем, что если 
в» (В, /) = зар |1 (&- 8) — 2/ (2) Е 1(#—д) |= 
15| < 
= зар шах |7 (д - 5) — 2/ (2) +/(#—5)| 


[6 < х 
6* 
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О О Е ЕЕ 


есть модуль гладкости функции ] (2) периода 2, то 


Й =; (2+ +) 9+1) 71 \ 
1) — вы, а) = — т \ я @ +0 (“.[,,/)), 
где а>> 0 — любая постоянная (теорема 1). При в». (й, /) =й получается 
результат М. Заманского (1.4). 
В $4 дается решение задач Ги П для приближения функций, со- 
пряженных к функциям / (7) 6 Н ›, суммами Фейера. Доказывается, что если 
1 (2) ЕН. и ] (1) — сопряженная функция, то 


Ч 


Па ее нано() 


14 
а эт & п 
тде а, — наименьший корень уравнения \—— Е = > (теорема 2), и спра- 


0 
ведливо асимптотическое равенство 


Е. й Е... 

в. ‚ (#) зир |7 (2) ви (1, 2) |= 2ш (И 2+1) п +0 ( ) 
ЕН 

{теорема 3). 


Обозначим через И, (], 1) остаток ряда Фурье для функции 
1 (4) ЕЙ» Н. при г>>0, а через г„,в ($, 2) — остаток ряда Фурье для 
функции / (2) ВИЗ НУ, т 


лир (ф, 2) = с05 7 [6 (2) — 5» ($, 2)] - зш 88 [2 (2) -— 5, (, 2) = 


- 81 
й эп р Е 5) 
= } #0) —2@+0) Айа, 
— 25ш = 


хде 6» ($, 2) и 5, ($, 2) — частичные суммы соответственно ряда Фурье 
функции $(5) и сопряженного ряда [см. (1.3)]. 

В $5 на основе результатов $$ 3 и 4 решается задача 1 для прибли- 
эзжения функций класса И’ И, суммами Фурье. Доказывается, что если 
/ (2) Е’, Н», то для любых ау Е < 


О в, 2) +40(-*_) 

(7, ) = Е (в——1)" Тп,в ($, у \ пита / 

(теорема 4). Полагая здесь _ ги Вы, получаем решение задачи 

1 для приближения функций классов И"Н: и И" Н* суммами Фурье. 
‚В $6 дается решение задач Ги П для приближения функций класса 

У/в ИУ суммами Фурье и решение задачи П для приближения функций 


класса ый. Н, (г > 0) суммами Фурье. Доказывается, что если Кд) Е Из Н%, 
Оо 1, то 


ид, 2) = > = [од ео +] сов ий — 
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0 


-\ [оо в} -+0(>.) 


п 
—2Ап / 


(теорема 5). 
Положим 


С» («) = зар | а, (1) | = зар | = \ Х (2) созхах ф 
ЛЕН? ЕН п 


Некоторые оценки величины С. (1) даны автором в работе (?). Мы пока- 
зываем, что справедливы асимптотические равенства: ' 


у < С 
6з, (Ив Н» ) = пов"), 0О<«<1 


п & 


(теорема 6), и 


о. (5 1 11 р 
@з, (Ив Н») = пе с И г>0, 0<«<1 


пт“ 


(теорема 7). Полагая здесь В=ги В=г--1, получаем решение задач 
Ти П для приближения функций классов Н; и Н; суммами Фурье и 
решение задачи П для приближения функций классов И/””Нз и И"Н% сум- 
мами Фурье. 

Метод доказательства теорем 5 и 6 отличен от метода доказатель- 
ства С. М. Никольского равенств (1.5). С. М. Никольский опирался, в 
частности, на тот факт, что если непрерывная функция /(5) на отрезках 
[а, с] и [с, 6] удовлетворяет условию 
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и имеет максимум в точке х =с, то тогда и на всем отрезке [а, 6] функ- 
ция /(2) удовлетворяет тому же условию. Функции же классов Н} (а, с) 
и Н. (с, 5) таким свойством могут и не обладать. Более того, существуют 
непрерывные на [а, 6] функции такие, что 


| а (2) | = [1 (#- №) — 27 (2) +71 (@—1) |<! 


при + АЕ [4, с] и при 2 - АЕ [с, 6], имеющие максимум в точке = с 
для которых |# |1 | Д»/ (2) |-> со при #-—>0. Мы будем существенно опи- 
раться на тот факт, что верхняя грань 
2кп 
зир — \ 1 (2) с08 за 


1ЕНо(о,2кт) 


при &-> со для непериодических функций асимптотически равна верхней 
грани 


2кп 
зар = \ 7 (<) сова 
лень о 


уже по функциям, имеющим период 2т, причем функция, дающая асим- 
птотическое равенство, одна и та же для всех № (лемма 2, $ 2). Кроме 
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того, мы будем пользоваться тем свойством функций класса Нъ(а, 6), что 
прибавление линейной функции не выводит функцию из этого класса. 

Заметим, что наш метод доказательства позволяет получить и равен- 
ства С. М. Никольского (1.5). Для этого нужно использовать тот факт, 
что если /(2) Е МНЬ, то / (2) Е2МНЬ, а так как оценка остаточных чле- 
нов равномерна относительно всех функций класса Н» (0< «< 1), то тео- 
рема 5 верна и для функций класса На. Отсюда, если учесть, что верх- 
няя грань первого коэффициента Фурье, распространенная на класс Ну» 
т.е. С, (®), совпадает с верхней гранью коэффициента Фурье по непе- 
риодическим функциям, удовлетворяющим условию Липшица, мы полу- 
чаем асимптотическое равенство (1.5). 

Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за постановку 
задачи и ценные советы и указания, которыми я воспользовался при 
написании настоящей работы. 


$ 2. Леммы о функциях классов Но 


В этом параграфе мы рассмотрим некоторые свойства функций клас- 
сов Нз и Н> (а, 6) при О «< 1. 
А. Ф. Тиман (24) доказал, что если } (2) Е МН. (а, 6) и 7 (а) = }(6)=0, 
то 
а 


; ь— 
О (2.1) 
Г. Н. Сакович (1) показал, что если ] (2) © МН. (а, 6) и 1 (а)=/(6) =0, 
то для всех О«%х<1 
тах | / (2) | <С (6 —а)"М, (2.2) 


где 
1 


2 1` 
Известно, что в неравенствах (2.1) и (2.2) константа неточная [см. (24) 
и (15). 
Положим 
1: } (т) =7(&- 0) — 2/(® +71 (2—9 
и докажем следующую лемму. 
ЛЕММА 1. Пусть п- целое, 1()6еМИз, 1 (= — =”) =7(®) в 


7 (®)а2=0. Тогда 


Е. 


п 


А 


> . 
2 (1--а) п“ 
Доказательство. Так как 


АНИ 


Де и=Ошуф=ь | 7) а, 
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то 
Ге = \ Мое = | уфа 
ыы 0 
и, следовательно, 
п ( п В Мл“ 
А п Е 
а <=) а <=} ана 


Лемма установлена. 

При х =1 этот результат получен А. Ф. Тиманом (?5). В этом случае 
константа является точной. 

А. Зигмунд (11) показал, что если / (2) Е Нь, то 


О (2), вели 0 «< 1, (23) 
ей, /) = зар | 7 (2 58) — 7 (2) |= 1. 
1215 О (* п г ‚ если о = 1 (2.4) 


{см. также Ф. И. Харшиладзе (??)]. 


А. Ф. Тиманом (2) доказано, что если ] (2) 6 Н. (а, 6) и } (а) =} (5) =0, 
то 


—_ 


© (№, 7) < 5 Е СИ, (2.5) 


где С — некоторая постоянная, не зависящая от функции ] (5). Константа 


1 
515 Точная. Из неравенства (2.5) непосредственно вытекает, что если 


ОО = = о 
о, =0(вш+,). ° (2.6) 


Автором [см. (8)] установлено, что если ] (2) — периодическая функция 
и 7 (2) 6 НЬ, то 
1 1 
= = йш- - О (Й), 2-7 
о (®) = зиро(®, ) = ут +0 0) (2.1) 
ИЗ: 
причем функцией, дающей асимптотическое равенство при й —>0, будет 
функция 


, р = тг 
= а Е (2.8) 


Ф(х | 2") =9(2), 


1 
принадлежащая классу НИ. и не зависящая от Й. 
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о РЕ 


Далее, Г. Н. Сакович (19) доказал, что если 1 (2) ЕН: (0, 1) и 7(0) = 
= (1) =0, то для О х<1ий<1 


—й 


мы, о 2.9 
т (2.9) 


в (#, /) < 

где А не зависит от ] и от «. Но, по формуле Коши, для всех 0< «< 1 
и О А< 1 имеем: 

= 1 

м МВ ШЬ 1, 

в 


я ПШ о 


где «<< 1. Отсюда, так как у < й Ш и >> 1, получаем: 


Е 
5 


фик. 1 
6 [05 да т ° 
Следовательно, учитывая (2.5), для любых 0.1 имеем: 


ой, < Е. ша Ай”, 


если /(0) =7(1) =0. Отсюда, если 1(0)= 7 (а) =0 и /(2) ЕН; (0, а), 


получаем: 


а и а а 
« (в, Ш + 4% =0(» ш+;). (2.10) 


А. Ф. Тиман и В. К. Дзядык (26) доказали, что если (0) =0 и 
1 (2) Е МН. (0, 1), то функция 


.®-| 7 (5) для ОЗ Ь (2.41) 


—/(—2) для —1<5<0 


1 
принадлежит классу ЗМН. (—1,1), т. е. нечетное продолжение функций 
класса Н» (а, 5) увеличивает константу не более чем втрое. Из неравен- 
ства же Г. Н. Саковича (2.9) заключаем, что если 


7 (2) Е Н> (0,1), (0) = 1 (1) =0, 
то для Оха 1 


1 р 
7 (5) ее 
а потому функция 
0 :. 
=®-=| 7(2) А (2.11”) 
—/(—=) для —1<2<0 


на отрезке [— 1,1] принадлежит в - 


—: (— 1,1), так как не- 


четное а функций класса о а константу не более 
чем в 2 раза, и справедливо включение МИ: с 2МИУ$. 
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А. Зигмундом (11) установлено, что если функция /(2) Е Н., то для 
веех 0х1 


пк 


(= | 7) опа» = 0(-), 


п 
п 


(2.12) 


а /(®) зпигав = 0 (=). 


п 
= 


Докажем лемму о коэффициентах Фурье функций класса НМ (0, 2К=) и лем- 
му о неполных коэффициентах Фурье функций класса Н. (0<х< 1). 
ЛЕММА 2. Пусть }(5) 6 НУ (0, 2%т). Тогда 
кп 


пр — \ 7 (5) созхах| = ЁС. (х) + О (ш№). 


ТЕНЬ (0, 2®т) 


Доказательство. Так как АД} (а + 5) =0, т. е. прибавление ли-. 
нейной функции не выводит данную функцию из класса Н. (0, 2%т), и так 
кп 


как \ (ах - 5) соз 4х = 0, то мы можем считать, что 
0 


75) = /(2=— 3) =0. 
Тогда из условий 


[48/(2) | <=>, [487 (28=— 5) | < 


(+=) =0 (=, , (авт —=) =0(а*ш +) 
получаем, что 
1(5—=) =0(а* в.) и (ет — “а =0(тш*). 


Следовательно, имеем: 


2кп ит. Е кт 
\ 7 (<) сов хах= \ 7 (2) соз хах + | 7 (2) воз хах - \ 7 (2) соз хат = 
° и ‚ На 
Ул 2 
2(К— 1) 2(Е—1)п 
= \ 7(: + 7) йе + О (№) = \ 2 (эт + О (т А), 
0 0 


где 2) =1(# +7), #061 0,2% —1) =) из (0) =2@—1) 9) =0. 
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Рассмотрим функцию 
Гы К ыы а (2—2) п) —Ф(2%—Ю=— 1) 
2—1) 


при О << 2, 
о) — оо ебт-- 9—9 тд. 9—2 —@—1т—) 
+(@= Бе 
ый при 2 < Е < 4т, 
Фот (2) =) т--Е- Е Ф—2т) (2—1) 0) 
2%&—1) 
при ЭР) не 


Для этой функции при О << 2т имеем: 


з _ Ф(2=-)—9(2(—Юп—П-$ (4-9 — 9(25— П.Ф (0— 9 (2—2) 
р - 2—1) 


| _ л_ ФФ (т Ой... Ф(2—п——(2(Е—2) в И 


$ (2= + =ф(2) = —$(2=— 1), 
и, аналогично, 


ф(2т^ + =ф(@ = —+$02т—1, т=1,2,....ЁЫ—2, (2.13) 
откуда, учитывая, что ф (0) = о (2 ( —1)=) =0, при Е =0 получаем: 
ф(2тт) =0  (т=0,1,...,&—1). (2.14) 


Кроме того, в силу (2.13), имеем: 


2 (фл) х Ко (т) я 
\ ф(бзшааё = У \ ф (Е) эт = 
0 = отт 
К—2 2 от 
= У \ ф(д зв = (&—1) \ Ф(бзш Е = 
ОАО 0 
1 2" Е—2 
=> 5 {$ Ф+У ви — 9 (24= — (2—1 =—1 4 хе 
0 1 
Й 2" К 
= ыы © (6 зв У \ о (25 + В зп Е — 
0 0 
22 2т 
_» \ е (21= — вуз и — 2 —П=—дэщ га] = 
О 


0 
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2п К—22 (1-1) п 


>| Ф (К зи Е -- р \ Ф (К зп АЕ- 
и к 
т 2 (Пл 2—1 л 
+ У Ф (1) ча АЕ \ Ф(Ё) эт #4] =. \ Ф (Е) эт 24. 
10 (#1) п 2 (К) п 0 


Найдем Л»ф(1. В силу условий (2.14) и неравенства (2.2), заключаем, что 
шах (0) |=0(1 
поэтому для проверки принадлежности функции ф(Г) к классу МН. 


достаточно рассмотреть только ЕЕ [2т, 3*| и О<%А<А(“) =0(1), где 
& («) — некоторая постоянная, зависящая только от *. Но так как функции 


ь и для О<Е< 2, 

Е Ф (Е — 2") для << 
и 

Ф 9-| о (2—2) +8) для Ох 2, 

— $ (2 — 1) для жк 


получены нечетным продолжением функций, удовлетворяющих условию 
| Ал (1) | <#”, то, согласно условиям (2.11) и (2.11’) о нечетном продол- 
жении функций класса Н. (а, 6), имеем: 


А <: (|< ко и | АЁф> (#) | < < ле 


где С — некоторая постоянная, зависящая от &. Так как #й < А (“), т 

в выражение Д\ф() будет входить только конечное число т (х) вторых 
разностей Д} Ф; (#) от функций, получаемых нечетным продолжением, а 
остальные слагаемые будут вида 


Арх (Е-- 2) и Ао (2тж— 8), 


причем 


| ДР Ф(Е- 2уп) | ЗА” и | Ало (2—1 |< /!. 


Поэтому 


2(Е—1—т р 1 
148$ (0)1< = 2%—10 о о в = (+0(+)), 


ф@ в (а+но(х))н 
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АОИ с ее 


Таким образом, можно записать: 


2кт 


зир | С /(2) сова = 


ЛЕН. (0,27) о 


7 2 (Ат 
ы зир |-= ) 2 (0) шие | + 0 (ш#) = 
ФЕН, (0,2 (К—1) т) 0 
ф (0) =Ф (2 (—1) п)=0 


2 (Ап 


= вир 
уе (ао (3-)) нз 


- ф(зшй | ч0(ш®) = 


2 


=&—1)(1+0(+)) зир |= \3 (яв | Ош) = 


: а 
ЧЕН. 


1 
=&—10 (1+ 0(+))с. («+ О(шА) = АС, (%) +О(ш®), 
и лемма установлена. 
Следствие. Пусть ] (2) Е НУ, К и п— целые. Тогда 


2^п 


(в) созиааз = 0 (+). (2.15) 


В самом деле, так как 


г5 
2 
Е 


2кп 


фе] сот = ыа \ 1 (=) с0з д 4х, 


0 


ее. —3 


то, в силу © (2) = (=) Е а: (<<), имеем: 
п 


\ 1 (2) соз пх 4х = и (2) с0з хах = 0(-- : .=) =0(-+>). 
$ 


0 
ЛЕММА 3. Пусть }(2) ЕН», 1(0)=0, п— целое >.1 и О< их. 
Тогда для 0«<«<1 


Ци с08 пд 4х = 0(-..) 


равномерно относительно и. 


< 
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93 
Доказательство. Выберем целое А >. 0 таким, чтобы 
2Кт 2(Е-1 1 
ее = и: 
Тогда 
окт 
(2) совпааз = \ 1 (2) созпх ах + } / (2) сов па аз. 
0 0 2йт 
Но так как, в силу (2.2), шах |] (2) | =О (1) и, кроме того, о, 
то для второго интеграла получим: 
( 1 п 
О (2.16) 


п 


Учитывая (2.15) и (2.16), находим: 


к 


У (а) сова а» =0(—=)+0(-=)=0(-„), 


и лемма установлена. 


$ 3. Приближение функций с заданным модулем гладкости 
суммами Фейера 


Нам потребуются следующие свойства модулей гладкости и тригоно- 
метрических полиномов, приближающих данную функцию: 


1. ОВ, АЗ 1 (В, Л. (3.1) 


2. Пусть Р‚_ (2) -— тригонометрический полином порядка п —1 и 
Е» (р) = |7) — ры (|= @®— (9). 
п—1 


Тогда 
Е» (=) — 2 (91 < 64, (,,/). (3.2) 


3. Пусть |7 (2) — Р‚ (2) | < Св (-- ‚ Тогда 


1%. (91 < изо», (--, /) (3.3) 
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во (й, Р„) < Св (й, ]), (3.4) 


где С — некоторые постоянные. 

Эти свойства доказаны С. Б. Стечкиным (25). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть ] (5) — непрерывная функцил периода 2т и в (й, 1) 
— ее модуль гладкости. Тогда для уклонения функции (т) от ее сумм 
Фейера справедливо равенство: 


21 
НЙ аа в. В а 
1 
т ва = Пя рут Е 
где а > 0 — произвольная постоянная. 
Доказательство. Положим 
. (= =/а+2)—2/(@ +/(&—29. (3.5) 


Используя формулу Валле-Пуссена (3) для уклонения функции от ее сумм. 
Фейера, получаем: 


бил (1, 2) — 7 (2) = вы (0 ушеигае = 


® 
п со 
т 1 1— 2т 
о и ) тии — \ | ) т РЕ = 
0 зи. 
2т 


ИЕ: \ Ф (1) В \ В ры. \ — ) соз 24 — 
=. ь — 


Так как для 0<:<>- 


|Ф (1) |= 7-28) —2/ (®) +/@—2) |< 


< эр |/(@ 29 —2/ (+120 =, (2, /) 


И 
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и [91| <п|зт|, то, применяя (3.1), получим: 


пп 


г ‚(= 1 2т 
|< А: 11 ен и -ын а, (+,)), | 
0 


т.е. 


Оценим теперь 


о = \ $ (0) с0$ 211 аЁ. 


Заменим функцию ] (2) ее полиномом наилучшего приближения 2, (2). 
Учитывая неравенство (3.2), имеем: 


1(® + 21) — 21 (2) + /(х— 28) =Р, (+21) — ЭР, (2) + Р.(&— 20 + 


(1. 


Следовательно, 


й 
1 \ т (х 1) п (2) Е п (х 1) 05 За! -- Г@) 2 \ 4 ==. 
7172 
т эт 


2 


121, 


а Г: о )=ь+0(% (1,1), 


где 


4, (= Р, (#4 24) — 2Р, (2) +Р, (#—24. - (3.6) 


Дважды интегрируя по частям, получаем: 


14 РФ вшаш кА (0 п 28 _ 
1 пп \ 22 20 тп 22 2п 
7. - 
о И ГГ О ооо _ 
— па \ |-% 13 | А —_ Ати? 2 13 а 
пк 
- 2 
со п / 
г 6%, (6) 
Ев | " к | с052744! — тв е :8 «| 60827 : 
п п 
р Эт 
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Но, в силу (3.6), (3.4) и (3.1), 


\ 


4+» (2) | < (=, 2) <Саз(1-, /) 


и, в силу (3.3), 


% (=) |= |2 [. (2+ =) (2—2) |= 


где |0|<1. Таким образом, 
в=-и+9ы (+). 
Для оценки /. заметим, что 
фи (#) = Р, (2+2 —2Р, (2) - Р„ (5—2) = РР, (2-20) (81<1), 
= (6 =2[Р, (2+2 —Р, (#—21:)] = ®Р, (2-20) (68,|1<1) 


фи (#1 =4[Р, (2+ 28 + Р, (&— 21]. 


Таким образом, в силу (3.3), 


9.0 49,0 6 @ 
Е + 0 


р 13 [4 


== |412. (@+ 20+ Р, (#—21)] — 32 Р! (2+ 26,0) + 6Р, (+ 28) 


Л ы О \\ 
Сп? —,/) “625 —, 
Ех . . о“ '). 


р ГА 


Л 


юткуда следует: 


Но так как 


шах |9(1|< 5ир ИУ (#-- 28) 271 (® 7 @—28 = 


ап ы апт п 
4|<тах|—, г ее 
< 1. я п || <щах 5 


-2(> (4). 
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то 
ем -о| 0+] - 
Ре _@. Ё а_ 


при любой постоянной а>0, откуда получаем: 


+ 


2пп 


ия (2) — 1 (2) = 1 \ вы 


ен) +1 (+= 


о ао. 
Теорема установлена. | | 


$ 4. Приближение сопряженных функций суммами Фейера 


ТЕОРЕМА 2. Пусть }(2) ЕН». Тогда равномерно по всем функциям 
из класса Нъ справедливо равенство: 


Кин] жеа+о (т). 


м 
с ” 910 - п 
где а! >0 — наименьший корень уравнения \ те = 
Доказательство. Имеем: 


(а) 7-е ед —/@е— 01 9 4. 
0 ‚ 5 р. 


Так как 


и, в силу (2.1), 
11+ —14—1|=0(1), 


ЧИВ) 
я-а [ед —/е—1)] "+ 0(--) 


Обозначим через ал, ао, ..., а%,... корни уравнения 


14 з 

$ п 
\ р 4 = ЗА и 
9 


Т Изхестия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Пусть, далее, 


=$( =/ (#0 —/(#— 1, 


так что ф(0) =ф(п) =0и ф(ИЕ 2Нз. Тогда 


ад — = фо миа +0 (-,-)= 


а: @к--1 
т п—1 п 
р шт 72 Е 
-=\ ам и В фе а 0(--)= 
$ 1 су 


= \ фи +1+0(5-). 


Оценим /. Так как 


ЧЕ 
\ —. а 
а}. 
то 
Чк-1 Як 
7 В а п—1 П 1 
ый 4 эт р [Ф (Е Е шт 
К=1 а }; К =1 ы. 
п т 


В силу условия А» (кх -- 5) =0, выберем постоянные 6» так, чтобы функ- 
ции %, (1) = %(1) +64 Е2Н.У (со) обращались в нуль соответственно при 


Е = а . Тогда, в силу $(0) =0, получим: 


4% (0) = (“= 0 


имеем: 


о Я 


Отсюда, учитывая, что (& — 1) <<а< Аки 


а 
и, согласно (2.6), при а = т 


1 
а: — в м — 
(ак, — ак) ЕТК О (1), 


выводим 


А ак-1 х 


О аи а [1 
\ 


<—= 


— 8 ‚) Е Ч +1 4 ее. ВЕ 


ОК 
п 


8 
Е 
„> 
|+ 
ля 
— 
и 
> 
ыы 
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Ч 1 
ъ 
п? Г ах 2 а 
=. "= ВЕ п |= 
ы ак . к 


% 


-0 (= тб" бы -0 ( к ) =0 (ео) 
К? и 


2 
а п бт — ак а 


Таким образом, 


п—1 
РС Ш 1) 1 
а. ох в“ |=0 (-/) 
Е=1 
и, следовательно, 
а` 
к 


дв 7 = и} ие+о-— ел 8 ш+0 (5) = 


а т. 


Теорема установлена. 
Замечание. Если ] (2) Е Н., О««<1, то, используя вместо (2.6) 
неравенство (2.9), получим, что для любого 0 «< 1 


а! 


(7 = \ (2+) 12-2) +0(5), (6.4 


причем интеграл имеет порядок О (=) если < 1 
п 


ТЕОРЕМА 3. Справедливо асимптотическое равенство: 


ТЫ д 1 Ш” 0 р 
6., (1%). эт (И п + ел 
Доказательство. Так как, в силу (2.7), 


ед —/@—01< пу +00, 


то 
я = ПИ 1 1 91 о 
[5ь(/,9) — | тт | УЗО т: п &-+0 |) = 
п 1 а и т и 1 
1 { зш пи ши ре 
о ЕЕ" ЕЕ [п Чи —\ —— и ›--О|-— |= 
пп Ш (И2-+ 14) ‚. = и 3 р и. | и 


Л р) п 2 1 о» 0 р 
и о = 2ш (И 2+1) п а Е 
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Но для функции / ° (2) 6 НМ}, определенной равенствами: 


2) 1 п об 
7 ний (я) Ш, т ЧЕ т < т, 
1" (2 - 2") =/* (2), 
имеем: 
а * 7% 1 шп т щ 
= 2ш(У2+1) тп \"/’ 


и теорема установлена. 


$ 5. Выражение уклонения К» (р, х) для класса и, Н 


ТЕОРЕМА 4. Пусть 1] (2) Е И’, Н». Тогда для любого г>0 и произ- 
вольного х (0«-<\1) равномерно относительно всех функций ГЕИ’, Н; 
справедливо равенство: 


й \ 


В.Ф | и у Е ие (ик) 


—п = 


а = 


1 1 
т А 
где 
: 4 же * ва) 
п, ‚ $) = — — 791 В А ак: 2 
гм, (2,1) =— и (1) — (2-0 к : а 


``’ Доказательство. Обозначим 


< 60$ (ы -- р \ 


Е ее | 


Так как 


то можно написать: 


к 
1 (# 
Вира = \ ад —э@) 2; (0. 
ри. —п 

Воспользуемся следующим соотношением, справедливым для г > ди 


[Е О (по4 2) [доказательство см.у А. Н. Колмогорова (1?) или В. Т. Пин- 
кевича (17)]: 


чо (+ И =) 


п,в (В = — АА 
(в 1)” 23 


соз ВТ а Ее $ зш В" эш (п + 1) 
7 2 2 : 
Е + 


2911? в 4 $102 ео 
2 р 
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—_— 


^ в 
ВЕ ма зи (1 


2 
+ Яо СВ | Е 
К=п-1 И МИ 
ы 2 й 
зи.) ЕЕ 
= — я рае У Д? (А) | соз >. Е - 
(п + 1)"2 зш - КЕ 2 аш? —— 
В Е 
ав. о эт (Е 1) 
4 зщ? 
2 
где 
ДА (&) = И и 
КГ (Е 1) 


А” (#) = А (® АЕ, АО = У ^^. 
К=т-1 
Так как, в силу (2.3) и (2.4), 
В ®, если 9х о- 1, 


Ф(®-И — (2) = о (т, если х =1, 


то сходятся несобственные интегралы и проинтегрированный ряд при 
г>0 абсолютно сходится. Поэтому [ем. (28), стр. 57—58] 


(28-1, Вл 
Ё Е а 


В, (8) = \ Ф@-+0—$+()] 


к (п-+ 1)72 5ш —— 
д со зар ф— 3102 ее й 
— с03— Х (4) зы 
С о? 
К=п-Е1 51 
< 1 ша 1 
1 — РИ 
= о т ов ) зт (А - 1) а о 
2 той 1 
К-П1 Я (в 
со п Ш, ое И 
А? (Е) | 2 Я 
> в \ +0 —$(2)| и Я — 
2 те — ИИ? 


п 


ен о 


со о 
к хм А 


и. о: = 4 ше 
1 
А н.в ($, 2) + соз у А? (А) {(п + 1) [$ (2) — » (®, 1) — 
(п 1) Е= =п--1 


— (А+ 1) [$ (2) — ск (9, 2) | УЕ эт 2^- У А? (#) {(п 1) [$ (2) —в» ($, 2)]-— 


К=п-1 


= - 1 В® о 
— (Е + 1) [9 (2) — °* ($,<)]} = в (Ф,х) + 60$ —- У + зш > 
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Используя теорему 1 при ©» (й, /) = #*, получаем: 


2. = ы д? (4) {п +1) 6 @ — = ($, 2)] — &+ 1) [9 @) — к (2, #1} = 
=п-|-1 
К=п-1 | а 
п-1 


К 229 о | — 
а. 1 4. 0 (=) 


п 


К=т-1 
а 


А а 


Но так как 
| (2+ 20) — 29 (2) +э(@— 21 |< (20° и А (&) =О (5), 


то 
о| х те 7 ] =5 ы ), если 0% «<1, 
= | кета №". МР 
ке. к+1 
| (5, КГ? 0 ( 1), если & =1 


Далее, используя равенство (4.1), находим: 


Уу,= У А@® + — зы (9, 1 (#41 [$ (®) — зи (, 2)} = 


К=п--1 
=— Х ^®]|- | 0+9 — ое 
Е-и-Ет 0 
а, 


А+ 
=} ва — 0 +О ое. 
0 


Обозначим 
ф1 (1) =$(5--)—9(5—1), (1 62Н% 


и рассмотрим выражение 


п-1 1-0 ЕН - 
зш (п 
= \ фа а = \ НЕ 
0 0 


Функцию о, (1) запишем в виде: 


ах - 
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В силу условия ©, (0) = 0, отсюда получаем: . 
$0 =Ф(5--т)=0, 
и так как ф( Е2И; (0, № то, в силу (2.10) (а = 5), 
ф . 
(2) = о. тт, (5.1) 
Но 
ши 2. 
\ и и = ни 
0 
поэтому 
ы и, ® 1) 
п ал зла (п 
т овен 
0 
ры и ш (Е) 
п а) эй ЧР 
и 
0 
т у +1 п 
ш (п п ал 
и 
0 


тр р 
аа аы). = 
0 


В-+1 т 
ай 1 
Е \ Ф(#) Е, } ф(2) —_— НЫ т. 
0 0 


п -1 ал ‚ ЕО и) + о. ал в 
о уг Е , о со 
0 
50° + О(Еь ЕТ. 


Таким образом, 


х,=0( у и" +ь в: |-0=) 


К=п--1 


т. е. при любом г>0 и произвольном (0<«<!1) 


Вьет” э-+0(-=) 


Теорема доказана. 
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: 0 [3 
$ 6. Асимптотические формулы для класса Ув Нь 


я [- Л 5 
ЛЕММА 4. Пусть 1 (2) 6 Н;, 0<«<1, 1(0) =0, 5<1<>. Тогда 


0 
С л  \ 6082 1 
= Ем = 0(-=: 6.1 
А, у К Ня ре. = (6.1) 
и для всех целых У — 2, —1 (Ы <>) 
2 (у+1) п 
С * ‚1 1 и (18-42) 
ео ба ТО 
У п п п 


| (6.2) 


Доказательство. Оценим А.. Так как при любой постоянной а 


д те та 


то выберем а так, чтобы функция 
: я 4т 
= (+ я) а +1), лен, 0), 
обращалась в нуль при Ё# =0. Тогда, в силу 1 (0) =0, 


\ 
Л (0) = Л (= ое 0, 
т. е., согласно (2.9), 


ли =0 (1+3 Е 


п 


Поэтому 


и формула (6.1) установлена. 
Произведем в интеграле А, замену переменного: 


Е 
п 
Мы получим: 
эп 
и п \у 2-1) < у ИЕ 260$ 72 к 
= п п ть +21 
Так как 


260$ п2 42 = 0, 


> _—38|4 


то 
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о 


з эту +1 +7) Сео 


+2) + 

2-1) т Иа 2 0$ 12 

+а (25 тат) ебу я. 

где константа а выбрана так, что 

2(-+1)т п т 2-1 к из 
ит + (26+5= +1) =0, 
откуда, в силу (2.9), выводим: 
2 1 
ЕО. а 


Следовательно, 


2) + О Е) =0(а Е) 


| 


ан т 1+ 


Вт, т «=) э 


12 
Е 1 [У +2 шв (|У1-+ 2) 
О аа |0) 
и лемма полностью доказана 


пе Е 5"), 
т 


ТЕОРЕМА 5. Пусть /(®) Е ИН», 0<а 


0<В<4 
1 п (+ 
7, в (ф, 2) = — \ [$ (2) —9 (2 +0] 
Тогда 


Ё. 
и —- 
5 
НЕ 
п, в ($, 2) = 


[9 
>> 
я 


равномерно по всем функциям ГЕ И’ьН.>. 
Доказательство. Учитывая (2.12), имеем 
п 
Я С 
ть, в (©, 2) = ак \ [2 (2 
— 


[2 (2) — (2-01 о 5 а (п + 


Вт 
а + 
Расе и 
И 1 2% ъ 27% 
Ча | Ф (1) —9(2- 1] созпё & = = | \ + 


\ + 
— 5—В 


105, 
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( А Вт лк 
-- \ [© (2) —(#-1] 98 ва (и + >) 4] + 0(-=) = 
5—8 
2п и 7 
1 
=: +4+9+0(-=)- 
Обозначим %. (Е) = (1) =$(2) —$(#- 1), у(0) =0, у(0Е Н». Используя 
(2.15) и учитывая, что 
се ВЕ — Чи 
: г р 0? и 
2 
получаем: 
—Ё 
" У. 8® 
Ча = \ у (Е) © > 5Ш (п =} =) 4+ = 
5—6 4" 
тип 
т в, 
2т 2% 
1 | а 5—В 
=> \ ‚озш (+ 8) 4 \ - щий |= 
5—8 „4 А 
2% п 
а т 
2т, 2т, 
=> \ (за (пё + т) а \ м О | = к) 
5ЬвВ° дл } 5 ид 
21 п 
Следовательно, 
а И 
2т и 
ДЕ \ :-- \ о (ев (ше ++ "Т)@ +0 (=) = 
р :1о И 2 / п9 
ом ве м 
2% и 2% ъ 
а 
2% ы и а 
=2 \ = \ У (#) зап (пё + 5) @ вы 
58 4т 58 „_ 4 
2т п 2ть т 
в, 
го \ аи \ „(дз (м + 97) |) +0(5=)- 
5— 4" 5В° ап Г 
ут бии-ч АЯ 
р 5—8 
Но, согласно лемме 3, для всех тт — > Зи * 
| у (#) зал (п —- ео 
що 
ОЕ 4" 
Ва 4 
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Поэтому 
Е п 
2% 
а сре АС о 
2% п 


Используя (2.15) и (6.1), выводим отсюда, что 
о = 0(-) для всех Ох. 
п 
Далее, 


Вт 


Ч. == \ у (6) 18 5 за (пе т) а = 


Г 
се Вх аи 
5 | у (Е) эт (т —- =) (и В сы == 


= __ \ © \ (едят (пе + 9) = 


= 2 м 


№ вв" 
2% 


ры | т \ + (уз (пр ++ 7) аё + 


+0( \ и \ ды (мы + а). 


ЗВ кт _ зв Эт. 
[|= Ри ИЕ 
` ди 
ИЕ =. | + 
ко зв от и 
т т 
+В 
т Вл - й 
+ У(+) яп (т —- =) @ -- ® , 
В 
от п 
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1 к Е 
у —. я —= — п оценен сно 
где интеграл по отрезку ДЛИНЫ 0( ) вблизи точки и т оц 
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ва по лемме 3. Таким образом, 


По | 
( 
= 2 ( 2%+0л 3+8. _ Ж +.) 
1 = р Та: д 
ЗВ 


3-ЕВ акт 
2% п 
[=] о В а" 
2% п 
8=\ (1 1 
ео — \ * (за (пе +77) (-— и ==)4+0( ) 
>. В = _ 2 (ит В >. 
: В 5 р 0 й 
А хх Е В \ А =) 08 @Ё — 
8, 7-8 
мо о) Ё 
[ее 3 — 2+8 
2 п 
5—В 
ео 2 \ уе 5. к) 
2 (К-З) п к 
1 1 
= пая в, "+0 
ИЕ 0 [2] 
Аа В Пе У 1 
сы в} > т 2) сов 4 -- О = А +0(-= 


в=-= У — [о =) | 05141 +0(-5). 
/ п 


Г: = | у (в эт (пе та = 
в 


о ты В" 1 
® (2) зв (пе + Е 
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Ш о ню 5—В экт 
| | . 2% ый п 2% и. Их 
а —- 
м ы 
К =0 5— оп 5-В 
И р 


г: - В.о ва К 
. о. о Е 
тей в | [2 —е (2+ а <) | сов! --0(-=). 


Итак, равномерно по всем функциям из И’ВНз 
т, 
[:-]- 


гов (9,2) == И [ео =) | совё — 


= [ее =) сов] +0 (=), 


—2Ап 


и теорема доказана. 
Замечание. Теорема 5 справедлива и при любом В>.0, только 


тогда при доказательстве изменятся интервалы разбиения, а именно: 


аи У 
ит Аа 
2% п 20 
г т о р 
— —п 5—0” 4п 5—6* 
21% п 2% 


где В’ =В— 4у, у— целое и В’ 6 [0,4]. 
ЛЕММА 5. Существует функция ф (2) ЕН.» такая, что для 0%В<4 
а О«<о«<1 справедливо асимптотическое равенство: 


Ри: ВФ 0) = —_ т | а 


п 


Доказательство. Пусть 1 (2) ЕН. и /(х) такова, что 


/@® = (2+ =) =—=1(+=), И" =)=0 (п — целое >> 1) 


2 
4 1 5—8 \ __ (> (а) 
(+ 5 к) 008 144 = 92%. 
0 
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Существование такой функции доказано автором [см. (7), лемма 1] для 
класса И, однако доказательство справедливо и для классов Н› при 


0<«х-<1. Для такой функции, в силу леммы 1, имеем: 


шах | (2) | < Зари. 


Пусть 1 а 
з а, = [бви)= +4, та) = (4-2) | 


и у— целое >. т (а). Рассмотрим функцию 


[ 0 при <<, 
пб 2 р 21 2ап 
С Не ЕННЕ ЕЕ и тт ——, 
{2 (4, — т)" ( 7 т) их, ©. 
Ф{1) = 24а, п 
] 1 при п < 5 ’ 
| ф ("— 1) при > <<, 
| Ф (— т) при—х <2<0, 


2 (2 - 2=) =5(2). 


я 
т Нт, где С. <—— 


Очевидно, $ (2) 6 
С помощью э(7) образуем функцию 


1 (2) $ (2) при х 
—/(2)9(52) при х 


фи (7) = 


[ср. С. Б. Стечкин (21)]. Ясно, что 


$ 


трах | 12) | ти: 


поэтому условие 
| ДАф, (2) | < М № 


достаточно проверить только для О<тл и при 
1 


О) < тт +1. 


й 


Имеем: 


Диф (2) = (2-51) /(# -- №) —2/ (2) + 1—1) + 


+ 27 (2) [$ (2 + №) —э(®)] + 1(#— №) @&— 1) —®(=2+ 1]. 


Отсюда следует: 


ГАИ” НО) о) = (+0 


\ шп 


(6.4) 


(6.5) 
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Таким образом, ф, (2) 6 (1 + о (= 
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Е ›, а поэтому функция 
Е Г (6.6) 
АО (=>) 
принадлежит классу Нь. Согласно теореме 5, в силу ф(0) =0, имеем 


Г | = окт 
а. 
п, В (ф, 0) = Е Е а р 2 2 | \ ф (++ 5% ) ОИ == 


рее 


А-З кп 


они | (Ен 


т в. 
ео р 
и так как @, = [ь ие +4, то 
И ш мл 
о я ааа. 
Далее 
в | =3 акт 


—2п 


, : ем $ (1—2 ый п) соз 141} — 
не -ы о 


о енычоьь 


ее О: 
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Наконец, так как 


5-8 2 (4, 4) р 
| 19 ма ро Бо 
У (1) = п 
а 21-5 | — 5 рр 
В —В 
Е 
то 
Га. =" Й 2Кт 5 8 0 7 з+ 8 
1 Ре 
= 2 [| $ (+ я к) с08 ИЬ— \ + (=-— > с) с05 #4 | = 
К=аи-4 0 —2п 
= | ты эт 
и > г /(= — =. =) с0$ #4 
ка ‹ ава > 
7 (а,-+4) п 2 (ав-4) п 
-- ) ИЕ" =) сова + | \ (ЕР =) сов — 
—2п 0 


—2 (4% +4) п 


а 
Выражение в квадратных скобках, в силу (6.5), имеет порядок О ([—*), а так 
п 


как, по условию, 


7(= = к) с05 Е = : 
то 
ие в 4 [7С> (а) (&—а,—4) тб» (а) (к-а,— 4) 
г к=аи 4 те а 
Чи 4\ _ 26а) к. Й 
=. р ы р Ре (2 № и о 5 
_ 2103 (а). п 24, т ши ша, \ 
2 ш +0(-=) = 26, @) +0( <") = 
есь НО (ННи. 
п Я 
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Таким образом, 


ти, в ($, 0) = — : 


2ла (1 +0 (=) 


ых —— шп 0(—^"), 


Все ное +0(1)- 


п 


== | 
м” 


и лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 6. Для любого 0<«<\1 справедливо асимптотическое 
равенство: 


0 С. (&) шп ш шп 
6., (УЗЫ: = зар [ть о (р, |= НО (Ви, 
10 НН“ п 
в" 2 
Доказательство. Достаточно рассмотреть г», в(Ф, <) в точке 
х=0, так как иначе мы рассмотрели бы функцию 


со 


Я (2) =1(@е-+ 2) = м \ ее, + 0) со (ы + 2"). 


К=1 ы. 


Можно также считать, что $ (0) =0, так как иначе мы рассмотрели бы 
функцию $: (И =э(0) —$ (0). 
Для оценки 
зир |7л,в ($, 0) | 
& 

ЕН 
сверху применим к представлению т», в ($, 0) из теоремы 5 лемму 2. 
Имеем: 


|=] Но 2кп 
* В \ 
зори | | (+ п) ов — 
ЕН ФЕНЫ К=1 0 
о 
е- \ (Е п) оз 41} |+ 0(-.)< 
—2кп 
[> ыы ок 
а 
к дана 
К=1 ФЕНо 0 
0 
. й 1 
+ зар |— \ (РАЗН =) ов || +0(1)= 
ФЕН. —экп 
мо а ое -ГО В 0+) 
РЕ = 7 2 по пе ] п 


— С» (а) шп +0(-.) 


п пя 
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зир |7, в ($, 
ЛЕВНУ 


А +0(-=). (6.7) 
Для оценки 
зир |Ги,в ($, 0) | 


ЛЕО Но 
в 


снизу, в силу леммы 5, для функции $(5), определенной в (6.6), имеем: 


2 ] шп 
зар |7», в (Ф, 0) О (6.8) 


& 
от п 
На 
Таким образом, из (6.7) и (6.8) заключаем, что 


и п "), 


С. т —- п: 


зар |Ги,в ($, 0) | = 
ВН 


и теорема доказана. 
Полагая В = 0 и В =1, получаем 


Следствие. При любом 0<«<\1 справедливы асимптотическив 
равенства: 


На ) 
©5„ Е ый о — Е о(* - ") 
без, (Из) $ ы 


ТЕОРЕМА 7. При любых г>0 и 0<«<1 справедливо асимптоти- 
ческое равенство: 


Св, (ИН) = зир |» (7, 2) [= ее нь +0 (ви) 


= та 
<\УвНь 
Доказательство. В силу теоремы 4, имеем: 


п, |= 


ар 
1Е’ВНЬ 


и ИА | 
(п г 1)" ке 


п, в ($, 2) Ре. . 


Применяя теорему 6, получаем, что 


— С С» (а) шп 1 шп 
п в 
ЕН . 
и теорема доказана. 
Полагая В =ги В=г--1, получаем 


Следствие. При а. г>0и0< «1 справедливы асимптоти- 
ческие равенства: 


©, (ИГН,) ) 


ха С. (4) шп ыи 0(® ео 
©з„ (И’Н=) п пгт“ - птта 


Поступило. 
21-1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 117—134 


В. Г. КАРМАНОВ 


О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе исследуются некоторые краевые задачи для уравнения 
д?и, ди 
да — 50п У ду =. 


Вместе с доказательством существования решений дается обоснование при- 
менения метода конечных разностей для решения рассматриваемых задач. 


В настоящей работе решаются некоторые краевые задачи для уравне- 

ния смешанного типа 
2 2 
е -- зп у ыы = Г (1) 

Первыми работами, в которых рассматривались вопросы существова- 
ния решений краевых задач для уравнения (1), были работа М. А. Лав- 
рентьева и А. В. Бицадзе (1) и работа А. В. Бицадзе (?). 

Задачи, рассматриваемые в настоящей работе, являются обобщениями 
некоторых задач, изученных А. В. Бицадзе. Основным методом, который 
применяется здесь для решения этих задач, является метод конечных 
разностей. | 

$ 1. Постановка задачи Т”“. Рассмотрим на плоскости хОу конеч- 
ную область 0, ограниченную в верхней полуплоскости некоторой 
линией с, имеющей с осью Ох две общие точки А (а, 0) и В (6, 0) (6 > а). 
В нижней полуплоскости область Р ограничена отрезками [АС] и [ВС] 
характеристик у =а—хи у=хр—6; С — точка пересечения этих харак- 
теристик. 

Задача Т”. Требуется найти такую функцию и(х, У), что 

1) и является решением уравнения (1) в области р при у=0; 

_2) и непрерывна в замкнутой области 0; 


ди 
3) 5; и ду Непрерывны внутри 0; 
4) если линия с такова, что все ее точки регулярны в смысле Пер- 
рона, то на линии с и на одной из характеристик, например на [АС], 


функция и принимает заданные значения: 


ив =), ( .1) 
и [Ас] = $ (7), 2) 

где 
1(А) =Ф(А), а, 


причем / непрерывна, а Ф дважды дифференцируема. 
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Замечание. Область 0) может быть многосвязной. Существенной 
является односвязность гиперболической части О» области 2 (т. е. той 
части, которая соответствует значениям у< 0). В задаче Г” областью р. 
является треугольник АБС. 

$ 2. Метод решения задачи ТГ”. Покажем, что задача Т* сводится 
к двум более простым задачам, причем решение одной из этих двух 
задач выписывается в квадратурах. 

Рассмотрим на плоскости односвязную область Оу следующего вида: 
в верхней полуплоскости она ограничена полуокружностью 9, с концами 
в точках Аь(0, 0) и Вь(1, 0); в нижней — отрезками [А.С] и [В,Са, 
где точка С, имеет координаты (5, 5). 

Не ограничивая общности задачи, можно полагать, что область О 
целиком, вместе со своей границей, принадлежит области у. 

Обозначим через [А’С”] проекцию отрезка [АС] на отрезок [А.С] по 
направлению у=х и рассмотрим на линии о, + [А,С.] такую дважды 
дифференцируемую функцию Ф, для которой 


\ 


Филст = $ (7+5) и фы=0 (2.1) 


(на [4,4’] и [С’С‚] функция ф может вести себя достаточно произвольно, 
лишь бы выполнялось условие двукратной дифференцируемости ее на 
бо + [С] и условие (2.1). Ясно, что такая функция Ф всегда най- 
дется). 

А. В. Бицадзе доказал [см. (?), гл. 1, $ 1—4], что существует един- 
ственная функция 2 (5, у), обладающая следующими свойствами: 

1) о является решением уравнения (1) в области О, при у = 0; 


2) © непрерывна в замкнутой области 2 
3) а 7 р 
52 И д, Непрерывны внутри Пь; 
4) на полуокружности с, и на одной из характеристик, например на 
[АС], функция © принимает заданные значения. 
Если в качестве граничной функции взята вышеопределенная функция ф 


[см. (2.1)], то о выписывается в квадратурах: 


0; 


1 


(т, у) = | ы та) Ин Ги: НЕ в) (+) при у>0, 
енот г 


(2.2) 


Предположим теперь, что мы умеем строить функцию 1 (х, у), удов- 
летворяющую в области О условиям 1), 2), 3) задачи Т* и следующему 
условию: 


4) на линии о и на отрезке [АС] функция ш принимает заданные 
значения: 


в =еь — /, (2.3) 
[ве =2 (А) —1(4А). (2.4) 
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Тогда функция и (2, у) =о5(х, у) — ш(х, У) является решением задачи 1“. 
Действительно, легко видеть, что и удовлетворяет условиям 1), 2), 
3) и (1.1) задачи Г“. Покажем, что выполняются также и условия (1.2) 


и (1.3). В точке 0 (х, а— 2) 6 [АС], в силу (2.4) и (1.3), получаем: 
и (0) =. (0) —ш(@)= 
=5(0) —5(А) +7 (4) =ь (0) —5(А) $ (4). (2.5) 


На основании (2.2) и (2.1), 
(0) —2 (А) == (х, а— 2) —в (а, 0) = 
=—9(5) ++2- 5) = о +еф=-о4 +50, (2.6 


и, окончательно, из (2.5) и (2.6) выводим: 


и (9) =3(0). 


Итак, проблема решения задачи Т” свелась к построению решения 
следующей задачи. 

Задача 7%. Найти такую функцию %{х, у), что 

1) ш является решением уравнения (1) в области О при у= 0; 

2) ш непрерывна в замкнутой области 0; 


дт д 
4) на линии с и на отрезке [АС] функция # принимает заданные зна- 


чения: 


Зи о непрерывны внутри 0; 


о, (2.7) 
№ [ле = Е (А), (2.8) 


где К — непрерывная функция. 

$ 3. Решение задачи 7. Заметим, что в гиперболической части О» 
области 0) решение и уравнения (1), принимающее на характеристике 
[АС] постоянное значение, имеет вид 


и (т, у) = ш(х- у, 0); 


поэтому для решения задачи Т1 достаточно построить функцию 1 в замк- 
нутой области Д,, где О, — эллиптическая часть области О). Так как от 
функции ш требуется непрерывность первых производных внутри Д, то 
в интервале (АВ) функция ш должна удовлетворять условию 
ди ди 
ПУР —> ду = (0% 
Функцию ш будем строить в области )., пользуясь методом конеч- 
ных разностей. 
Рассмотрим квадратную ‘сетку ©», образованную прямыми у = .й и 
0-02 7—0 Е, =4,...). 
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Введем обозначения: 

)., — область, состоящая из квадратов, целиком принадлежащих 
р; - (АВ). я 

с, — совокупность таких квадратов, принадлежащих /», у которых 
хотя бы одна из вершин лежит на границе области Д.», исключая те 
квадраты, нижние основания которых лежат на (АВ), а боковые стороны 
не принадлежат целиком границе области Па. 

(АВ), — совокупность тех сторон квадратов сетки, принадлежащих 
О, — о, которые целиком лежат внутри интервала (АВ). 

Дь = О, — съ — (АВ). 

Г, — функция, определенная в каждом узле из с» значениями Ё в 
одной из точек границы с, ближайшей к этому узлу. 

Ш! — область, ограниченная некоторым отрезком [.А”В"], целиком ле- 
жащим внутри интервала (АВ), и некоторой линией с концами в точках 
А*’и В*, все точки которой (за исключением точек А” и В") являются 
внутренними точками области Д.. 

1” — область, содержащаяся целиком, вместе со своей границей, 
внутри области 0:. 


ш. (2, у) = Ш (е- В, У) — ш (т, У], ушу — ша, 9), 


[ (2, у) — ш (2, у— 1] 


& к = 


ишл (2, у) = ша, у В) — (1, У, шву) = 


— разностные отношения первого порядка; аналогично определяются 
разностные отношения высших порядков: №..., и, Шуу, Ш и т. 


уу 
ил: (2, У) = шх (2, У) — у (т, У), 
1 
Ау (т, у) = -ъ [№ (2 №, у) + и (#— Ву + ш(ту- В) + 
+ № (2, у— 1) — 4% (т, у]]. 
Определим в узловых точках, принадлежащих Д., функцию и» (т, у) 


следующим образом. В узловых точках (х, у) Е, + (АВ)ь она удовлет- 
воряет уравнению 


Аш, (т, у) =0 при 0, 
Гниь (х, у) = | ри у > (3.1) 
— м (5, у) =0 при у=0, 
а в узловых точках, принадлежащих ©), — условию 
в (2, У) = В. (3.2) 


Замечание 1. Говоря о каких-либо свойствах функции 1, (х, у) в 
». * 
некоторой области (например, Г.» или 0:1), мы всегда будем считать, 
что функция %» рассматривается на совокупности узловых точек из этой 
области. 
ТЕОРЕМА 1. Функция з (т, у), не равная константе, может при- 


нимать 
наибольшее и наименьшее значения лилиь в узловых точках, при- 
надлежащих ох. 
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Действительно, из определения оператора /л нетрудно видеть, что 
предположение, будто функция и, в некоторых узловых точках из 
Д.ь + (АВ)ь принимает значение М (или т), наибольшее (или наимень- 
шее) среди всех значений %» в узловых точках из Д.„, приводит к про- 
тиворечивому результату, что #, принимает во всех узловых точках из 
Оль значение М (или т). 

Очевидны следующие два следствия. 

Следствие 1. Функция ш» определена в П., единственным об ра- 
зом значениями ЕР» на сь. 


Следствие 2. В любой узловой точке (х, у) из О, имеет место 
неравенство 


| Ш» (х, У) | < шах | ЁРь | = М. (3.3) 
св 
Пусть й => и Ш, = и" (п =1,2, ...). Так как функция ш®) опре- 


деляется ‘в любой области РА соотношением А, ш® = 0, то имеет место 
ТЕОРЕМА 2 [см. (3)]. Во всякой области О"* семейства всех разност- 


ных отношений от функции ш® равномерно ограничены. 

ТЕОРЕМА 3. Во всякой области 0! семейство {ш®)} равномерно ог- 
раничено. 

Доказательство. Поскольку из теоремы 2 следует, что во вся- 
кой области 0!” семейство {№} равномерно ограничено, то теорему 
достаточно доказать для любого прямоугольника О: —«< т о, 
0 < у В (начало координат для простоты записи мы помещаем в сере- 
дину нижнего основания прямоугольника 0). Пусть числа « >0 и В > 0 
таковы, что, начиная с достаточно большого числа п, стороны пря- 
моугольника О принадлежат сетке. Для того чтобы оценить и” в О, 


воспользуемся известным приемом С. Н. Бернштейна (“). 
Определим в узловых точках прямоугольника О функцию * 


21 (5, У) = №7 (5, у) - В (2) + СИИ, (%, у), З (3.4) 


где А (52) = (< — 47)", И’ (му = (ау ау чи" (2 —ЪУ, 
а С, — константа. 

Из (3.4) и (3.3), из условия, что 1 (5, у) =0 при у=О0 и из огра- 
ниченности иг в /)'" следует ограниченность Й, на сторонах прямоуголь- 


ника О: 
ду, (8.5) 
Если мы покажем, что внутри прямоугольника © 
Ай, > 0, 


то неравенство (3.5) будет иметь место во всех узловых точках из ( и, 


следовательно, 
К 
41 (т, у) < 2 , (3.6) 


* Индекс пл, во избежание громоздкой записи, в ряде случаев опущен. 
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] 
мт * * | 
т. е. ш®) равномерно ограничены в прямоугольнике 0: гаи’, || 
9 < у В, где “>. 
Оценим Д,71. Обозначим г: = 22-й и г. = 2х — й. Нетрудно прове- 
рить, что 


ДНИ’, (г, у) > [ий (в, у) + (2 -- Ъу) ри #1 У) 


А» [№7 (х, у) - В] = ия (2, у) - Вуз В [и (2, у) + ий; (т, у) 
+ ®}; (2, у) -- ил; (2, у)] - [шл(х - 1, у) - и (2, У)] 
их (2, у)[- 24 УВ - №] + [ил ( —1, у)  щ (т, у)] - ила (т, У). 
- [- 25 УВ — №] 2 ил (в, у) . Вх + В. 9, (т, у) + 
- 1. (2, у) + 7 (2, у) - щ\; (2, у)] - 7? [7 (+ № у) — (т, У] + 
-Е 7 [47 (2 — №, у) — и? (1, у] — 27 шка-Е В, у) + чт (2, У)] + их (У) — 
— 2, [№1 (2 — №, у) + чл (2, у)] - мя (<, У В. (3.7) 


Оценим два последних слагаемых: 


— 271 [м (2 № У) - ши (©, 3)] - ша (в, у) УЕ > 
> и (2 ЕВ, у) — 29 (т, )—В-ш. (у), 
— 27» [№1 (1 —Й, у) - №: (5, у] чех (т, у) Ув>. 
> — 272? (5 — В, у) — 2т2и? (2, у) —В + (5, У). 
Из (3.7) и из этих неравенств получаем: 
№ [и (2, 9) - В] > и (2, у) [ВЕ 3 — 3 — Ре Ву) — 
— 72 ($ —1, 9) 


и окончательно: 
А, (т, 9) -х А» [2 (т, у) ь 8 ых САИ’, (т, у) = 


> (5, —к.) [и (®, у) + м? (# №, у) + и? (#— №, У), 
где 


К» = тах {тах | Ах — 372 — 372|, тах г, ах 72}. 
9 ее. 


Выбирая ,>.2Кь, получаем Д,й, >0. Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 4. Из равномерной ограниченности семейства {2} в 0 
следует равномерная ограниченность семейства {2} в 2 


Так же, как и в предыдущем случае, теорему достаточно 


доказать 
для всякого прямоугольника 0. Выбрав функцию 


25 (т, у) = из, (т, у) - В (2) - С.И. (х, у), 
где 


ИР (т, у) = ил (ху) Ее У мае —Ъу), 
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нетрудно заметить, что на сторонах прямоугольника О функция 1, 
ограничена; поэтому если внутри прямоугольника Д,7. >.0, то функция 
й. будет ограничена во всех узловых точках из (0 и, следовательно, 
семейство {2} будет равномерно ограничено в прямоугольнике 0”. 
Оценить Д,/›, после того как мы уже оценили Д,„Й., не представляет 
труда, если заметить, что функции 11 и и. удовлетворяют в О.» конеч- 
но-разностному уравнению Лапласа. 


Повторяя выкладки предыдущей теоремы применительно к нашему 
случаю, получим: 


А» 2, (в, 9) > (5 С.К, м, (в у) + (ее), 


где С, и А, — те же, что и раньше. 

Замечание 2. Таким же образом доказывается равномерная огра- 
ниченность в 0)! семейств разностных отношений по х более высоких 
порядков -от функции 1%. 

ТЕОРЕМА 5. Из равномерной ограниченности семейств {шт} и {2} 
в О! и семейства {ш®} в О!" следует равномерная ограниченность се- 
‚мейства {1%} в 01. 

Доказательство. Ясно, что теорему достаточно доказать для 
всякого параллелограмма Р: |2 + у|<о, 0 <у<В, целиком принадле- 
жащего области )) (начало координат помещаем в середину нижнего 
основания параллелограмма). 

Пусть числа х >0 и В>0 таковы, что, начиная © достаточно боль- 
шого числа п, точка (х— В, В) является узловой точкой сетки. Опреде- 
лим в узловых точках параллелограмма Р функцию 


23 (2, у) = ша(х, у) - В(, у) + С, Г, (х, у) + @ + У, 


где В (х, 9) = [2 — (1-- у)?]?, И’, —то же, что и в теореме 3, С, >0— 
константа. 

Ясно, что на сторонах х-- у= Ех и у=В функция 0. ограничена. 
Если в узловых точках, лежащих внутри параллелограмма и внутри его 
нижнего основания, [^й. >0, то нетрудно видеть, что (з может прини- 
мать наибольшее значение только на сторонах х-+ у= о, у=В и, 
следовательно, Й. будет ограничена в Р. Отсюда следует ограниченность 
2. в параллелограмме Р*: | + у|< а’, О<у< В, где “< о. 

Оценим /Г,й.. При у =0 имеем: 


— 12, (& у, = [фу — 2 @- у] =0. 


Пусть у>0. Обозначим 


и =2@еУу-А, №=2@+у—^4. 
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Вычислим А» [их (2, у) В]: 


Ан [№ (2, УВ] = 2% (2, у) Вх | | 
+- В . [2% (2, у) + и. (а, у) + и (а, у) д (а, у + 
72 [№ (5 №, У) — 272 (т, у) + 2 (ву ®] + 
4 2 [2 (1 —№ у) — 2% (ву и (уф) — 


5 . [А (т Е й, у) =: 1х (т, у] Шхх (т, у) УЕ р 
— 2, [ш, (#— В, у) и, (в, у] ых (т, У В— 
— 2, [ш» (ху №) + м, (2, У)] шху (2, У) УЕ = 
27, р, (р у-— №) Е и» (т, У] шыя (2, И Е. (3.8) 
Оценим четыре последних слагаемых правой части. Первые два из них. 
оцениваются без’ труда: 
Е | 
> — 27 (2+ В, у) — 2724? (т, у) — Ви, (У), (3.9). 


— 27, [ш» (2—1, у) + ох (2, у] шик, У) У В> 
> — 27а (#— ВУ — 29 (ау —В-и а. (3.10) 
| 

| 


Для оценки остальных двух слагаемых воспользуемся условием равно- 
мерной ограниченности 17) в 0", из которого следует существование 


такой константы К., что для всех п будут иметь место неравенства 


— 1% (ху ®) | > — К.й — [10% (2+ Ъу)| 


— 12 (у— №) | > — Кзй — | ш® (2—1, 9)|. 
Пользуясь ими, получаем: 


— 271 0х (т, у №) + ш, (+, У) ] хи (2, у) ИЕ > 
> — 371 [Кз #2 из (2-й, у) и (т, у] -— В - и, (ву) 


— 27, ш, (2, у— В) + и, (х, у-шу (ву). В > 
> — 372 [К2/2 ++ ш2 (2 — й,у) + из (у --В- их (х,у). 


Сопоставление последних неравенств с неравенствами (3.9), (3.10) и вы- 
ражением (3.8) дает: 


Аь [я (2, у) - В] > и? (в, у) (28; — 1 1) — 
4. таефьу- 4. из (=, У) — ЗК? (+ 22). 


Заметив, что 


АУ, (г, у) > их (2, у) + и (#-- у) + и (#— в, у), 
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получаем окончательно: 
Дьйз (5, у) = Ал [м (х, у). В] + С. [АЬУ, (т, у) -- А» (< у) ] >. 
> (С. рая К.) [ш(х,у) в и : (2 -- й, у и? (1 — й, у] >.0 


при С. > К., где 
К = шах {шах |2В;; — 77 — 772 | ; шах 471; шах 475; шах ЗА ЗИ? (м + т}. 
Р Р Р Р 


Итак, Гл. (5, у) > 0. Теорема доказана. 
Замечание 3. При доказательстве теоремы 5 мы пользовались 
равномерной ограниченностью семейств {и"®)} и {0%} в 0" и семейства 


{1} в О’; для оценок было также необходимо, чтобы и”), шт) и ш®) 
удовлетворяли конечно-разностному уравнению Лапласа. Так как семей- 
* ро 
ства {и}, {и} равномерно ограничены в О", а семейство {2%} —в 
ых п п п 

2!*, и ш®, ш®, ш® удовлетворяют конечно-разностному уравнению 

Лапласа, то, повторяя все рассуждения доказательства теоремы 5, можно 
Й (п) 2 

доказать равномерную ограниченность семейства {102} в р. 

То же самое касается разностных отношений по х высших порядков 
от функции #®. 

Замечание 4. Из равномерной ограниченности семейств разност- 
ных отношений по х от функций ш® и ш®) непосредственно следует 
равномерная ограниченность семейств остальных разностных отношений 

" т 
от функции №”) (например, #®), ш®), ш® ит. д.). Достаточно вспомнить 
равенство 17) = и") — ш®) и определение оператора Д». 


$ 4. Решение задачи Т' (построение функции 46 (ж,у)). Построим 
функцию %1(5, У), гармоническую внутри 0, и такую, что внутри (АВ) 
будет 


а во всех точках линии с, регулярных в смысле Перрона, % = Ё. 

Заметим, что формулируемые ниже утверждения не нуждаются 
в специальных доказательствах, так как последние явились бы, по сути 
дела, повторениями соответствующих рассуждений, проведенных в рабо- 
тах (3). и (5). 

Разбирая эти доказательства, нетрудно видеть, что они опираются 
на линейность однородного оператора Г», на принципи экстремума и на 
равномерную ограниченность семейства и/”) и семейств соответствующих 
разностных соотношений **. 

1. Функции в”, и, и, ш® можно так доопределить в 0, + (АВ), 
что полученные семейства функций {ш”)}, {6}, {ши}, {#1} будут 
равномерно ограничены и равностепенно непрерывны в П:. 


и, о УРА шву. 
9%, ду -о Ду 


** В качестве примера детально проводится доказательство теоремы в п. У 
настоящего параграфа. 
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Для доказательства достаточно разбить каждый квадрат сетки на 
два треугольника прямой, параллельной у= —2, и в каждом таком 
треугольнике определить, например, и”) как линейную функцию, при- 
нимающую в вершинах треугольника ранее определенные значения и”, 
а в точках 0), + (АБ), не принадлежащих р.„, доопределить и” по 
непрерывности так, чтобы она была ограничена в 0), -- (АБ). \ 

П. Из семейства функций {ш®)} можно выбрать такую последова- 
тельность, которая будет сходиться в 2, | (АВ) (равномерно во всякой 
01), а соответствующие ей последовательности первых и вторых раз- 
ностных отношений также будут сходиться в 9, - (АВ) (равномерно 
во всякой 0). 

Доказывается это с помощью теоремы Арцеля. 

Ш. Функция ш(х, У), являющаяся пределом такой последователь- 
ности, обладает следующими свойствами: а) ш(х, у) имеет в р, + (АВ) 


ди 0 
непрерывные производные 5; @ да, 6) ш(х, у) имеет в 0, непрерывные 
д 0? Е 
производные = и Зил: в) 1 (5, у) удовлетворлет внутри области О; урав- 


нению Лапласа; г) во внутренних точках интервала (АВ) 


ды _ ды _ 
9% ду, — 


ГУ. Пусть точка О является внутренней точкой границы © (под 
внутренней мы понимаем всякую точку О линии с, отличную от точек 
Аи В). Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА. Функция (т, у) непрерывна во всякой регулярной 


в смысле Перрона внутренней точке ( границы с и принимает в ней 
заданное значение Ё (()). 


Действительно, так как функция 12 в замкнутой области О, может 
принимать наибольшее и наименьшее значения только в точках линии о, 
то доказательство этой теоремы совпадает с соответствующим доказа- 
тельством, которое приводит И. Г. Петровский в работе (3)’при реше- 
нии задачи Дирихле методом конечных разностей. 

У. Рассмотрим поведение функции 10 (х, у) в окрестности точек А и В. 
Для определенности будем рассматривать точку А. 

Определение. Функцию И’ (5, у) назовем барьером в точке А, 
если 

1) У’л определена и непрерывна в окрестности Гл точки А, являю- 
щейся такой частью полной окрестности точки А, которая принадлежит 
замкнутой области Д; 

2) И’л (А)|= 0 и ИА (5, у)> 0 во всех точках (5, у) Е ГА, отличных от А; 

3) [ьИ’д <0 при всех достаточно малых Й во всех узловых точках, 
принадлежащих пересечению Д\ь-ГА. 


ТЕОРЕМА. Если в точке А существует барьер И’д, то функция 
№ (т, у) непрерывна в этой точке и принимает в ней значение Е (А). 


Доказательство. Пусть «>0и В>0 — столь малые числа, что 
область Од, ограниченная прямыми д =а- а, у=В и линией.с, при- 
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надлежит Гл. Для простоты записи будем полагать, что прямые 
х=а-чхи у=В, начиная с достаточно большого числа и, принадле- 
жат сетке. 

Для всякого =>>0 найдется такая окрестность 8. (А) точки А, что во 
всех узловых точках, принадлежащих пересечению 9. (А).с,, будет вы- 
полняться неравенство |Ё» — Ё (А) | < ®. 

Пусть постоянная С`>0 такова, что во всех узловых точках из 
РА — 8. (А) будет 

СТ) >2шах|Ё|. 
с 


Рассмотрим функции 
Ф = СИГ (2, у— Е (А) + е- и® (х, у) 


$ = СИГА (х, У-Е(А) = — и® (5х, у. 


В силу определения 6.(А) и выбора числа С, во всех узловых точ- 
ках, принадлежащих пересечению Дд:с», и в узловых точках, принад- 
лежащих прямым х=а-ох и у=В, функции Ф и Ч неотрицательны. 
Из условия 3) определения барьера И’д следует, что во всех узловых 
точках области Ду», принадлежащих области Дл и интервалу (а, а“), 
будет Г,Ф<0 и Г,т<0. Из этих неравенств легко заключить, что 
функции Ф и Ч принимают наименьшие значения в некоторых узловых 
точках, принадлежащих пересечению Дд-о» или прямым у = В, х =а- а, 
а так как там Ф и Ч неотрицательны, то они неотрицательны во всех 
узловых точках из Ои.Олд. Поэтому для всех узловых точек из Од 
имеют место неравенства: 


Е (А) —е— СИ’л (2, У) Зит(з, у) ЗЕ(А) + =- СИ’ (2, У). 


Переходя в этих неравенствах к пределу в узловой точке (х, У) при 
й—>0, получим: 


Е(А)—=— СТА (2, у) <ш (а, у«Е(А) ++ СИА (а, У. . (4.1) 


Так как множество узлов, начиная с некоторого п, всюду плотно 
в Ол -- (а, ат“) и функция ш(х, У) непрерывна в Ол -- (а, а“), то 
неравенства (4.1) имеют место во всех точках из Од (а, аа). 
Поэтому 

Р(Ад—=< Шт (2, у) < Ша (с, У«Е(А-.. 


(х, /)-А (х, у)>А 


Отсюда, ввиду произвольности з`> 0, следует: 


Иша, #2 (а, 9) =Е(4А), 
(х, у)>А 
что и доказывает теорему. 
$ 5. Построение барьера. Барьер И’д очень просто построить 
в одном частном случае, а именно, если вблизи точки А существует 
отрезок (хотя бы сколь угодно малой длины) линии с, имеющий с пря- 
мой у=а— х одну общую точку А (а, 0) и лежащий выше этой прямой. 
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В самом деле, легко видеть, что функция И/л (5, у) =х-+ у—а будет 
удовлетворять всем условиям барьера. 

Перейдем к общему случаю. 

Докажем предварительно одну олемму. Рассмотрим односвязную 
область @, ограниченную в верхней полуплоскости гладкой жордановой 
линией у, имеющей с осью Ох две общие точки А(а, 0) и Е(Ё, 0) 
(0<1—а<!). В нижней полуплоскости область С ограничена отрез- 
ками [АН] и [ЕН] характеристик у=а—х и у=х—й; Н — точка 
пересечения этих характеристик. Через (С, обозначим эллиитическую 
часть области С. 

ЛЕММА. Если функция (т, У) является решением задачи Т* 
в области С и удовлетворяет краевым условиям: 


«(х, у) |; = (1 — а)" 59, 


© (т, У) [ан! = 0, 


то для всех точек, принадлежащих замкнутой области 1, имеет место 
неравенство 


%(х, у) — (х— а)? — 2у>.0. (5.1) 
Доказательство. Обозначим 
О (2, у) =©(2, у) — (2—4)? — 29. 


Если мы покажем, что в замкнутой области @, функция О принимает 
наименьшее значение на ‘у, то лемма будет доказана, так как О|, =0. 
Равенство 


ЕН 206 
ДО = од + 5 = Лю — А (е— а) +2 = —2, 


справедливое для любой внутренней точки (5,, у.) области @:, показы- 
вает, что в этой точке О не может принимать наименьшее значение. 

Осталось предположить, что О принимает наименьшее значение во 
внутренней точке (х,, 0) интервала (АЕ). В этой точке 


90 00 до до 


—- до 96. 
Из условия © [АН] —= 0 следует, что [5—9 = 0, и так как длина 
отрезка [АЕ] меньше единицы, то 


до 90 
[55 Зы, и = 24 +а—4)>0. в 


Но в точке прямолинейной границы (АЁ), в которой достигается экстре- 


до 
мум, должно быть 5 == 0, поэтому из (5.2) следует 
90 


(х„ 0) — 


Однако это неравенство находится в противоречии с предположением, 
что функция О принимает наименьшее значение в точке (2... 0). 
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Замечание 1. В работе А. В. Бицадзе (^) доказывается существо- 
вание в области С определенной выше функции &«(х, у): рассматривается 
область (“ = (С, + (1, где область С симметрична к (, относительно 
оси Ох, и в С” строится такая гармоническая в (°” функция 
© (т, У), что для всех (х, У) ЕС функция 


опа я при у>0 
& (ху, 0) при ух 0 
удовлетворяет условиям леммы. 

Перейдем к непосредственному построению барьера. 

Пусть линия ‘у такова, что некоторый отрезок (хотя бы сколь угодно 
малой длины) линии с принадлежит области С и имеет с линией у две 
и только две общие точки А (а, 0) и А. В качестве Гд мы можем взять 
любую окрестность точки А, принадлежащую пересечению (С. .0.. Рас- 
смотрим в ГА функцию 


И’л (в, у =, у) — 5 (а фа 2 


и проверим для нее условия 1), 2) и 3) определения барьера. В силу 
сказанного в замечании, условие 1) выполняется. Из леммы следует, 
что условие 2) для И’Ад также выполняется. Условие 3) нам достаточно 
проверить для области вида ДА (см. стр. 127), так как в качестве 
ГА мы можем всегда взять часть области Од. Для того чтобы исследо- 
вать знак /лИ’л, заметим, что все производные по 1 и по у до третьего 
порядка включительно от ©(х, у) в любой точке (5х, у) Е ДА - (а, а-+«) 
по абсолютной величине не превосходят некоторой величины М (5), 
которая зависит от расстояния р этой точки до линии си от в 


Это нетрудно проверить, пользуясь сказанным в замечании. В самом 
деле, для ©(х,у) в области С” утверждение можно проверить, пред- 
ставив в окрестности любой точки (х, у) @ С" функцию ® в виде инте- 
грала Пуассона. А из того, что в ДБА - (а, аа) функция = ©, 
следует наше утверждение для ©. Пользуясь для вычислений Гл фор- 
мулой Тейлора, без труда получаем: 


2 
ло < ИМ (0), 

где р=р(й)— нижняя грань расстояний точек, принадлежащих 
Д., — с», до линии о. Так как 

1 

—5 А» [(х — а)? -- 29] = =, 
то 
‚ 2 
А | А < З У (6) =— 1 * 


а ‚род я [р 
Э известия АН ССОР, серия математическая, № 1 
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Далее, 
|1 | ЗАМ (6) и 5 @&— а)? + 2]: = 52 а—в—1) += 95, 


откуда 
— ил < [МФ + +=—Фа—1. 


Пусть о (№) так велико по сравнению с й*, что 
1 
М (р (1)) = 2 ат” 


где х — длина отрезка [а, а -| 4], ©<«<>): тогда во всех узлах из 
ВА + (а, а+«) будет [4И’А <0. 

Замечание 2. Метод, изложенный в настоящем параграфе, позво- 
ляет построить барьер и в точке В. Для этого рассматривается соот- 
ветствующая область С, ограниченная в верхней полуплоскости гладкой 
жордановой дугой 1, имеющей с осью Ох две общие точки Е (1,0) и 
В (6, 0). В нижней полуплоскости С ограничена отрезками [ЕН] и [ВН] 
характеристик у = —х и у=х— 6, причем 0<Ь—1<1. В качестве 
« (т, у) выбирается решение задачи Т” в области С, удовлетворяющее 
краевым условиям: 


@ (т, у) у = (#— 6) + 2у, 
© (т, у) | ЕН] ==: (1 ет Б}?. 


Тогда барьером может служить функция 
1 
Ив (т, у) — о (т, у) 79 [(х 5г 5 -> 29]. 


$6. О некоторых свойствах функции 46(х, у) в области Ш. 
Пользуясь соотношением 


(а, у=ш(а-у, 0) (6.1) 


при у<0, построим по полученным ранее значениям на отрезке [АВ] 
функцию № в области 0». Таким образом, в замкнутой области 
? функция ш будет полностью определена. 

а) Так как в 2, -- (АВ) функция ш дифференцируема по х сколько 
угодно раз, то из (6.1) видно, что ш будет также дифференцируема по 
х сколько угодно раз внутри области Ш. 

6) Так как ш гармонична в Л, то, в силу (6.1) и п. а), функция ш 


дифференцируема по у внутри ОР при у-ЕО сколько угодно раз. 

ь в) Из (6.1) и из п. Ш $ 4А следует непрерывность разности 
Ш 

тет внутри области О. Отсюда и из п. а) следует непрерывность 


ди 
ду Внутри 2: 


* 
Естественно, что для этого ширина полосы <, должна убывать при й-› 0 
медленнее, чем само А. 
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$ 7. О единственности решения задачи 7“. Для доказательства 
единственности решения задачи Т” достаточно показать, что реше- 


ние \ш задачи Т! с нулевыми граничными условиями есть нуль. 
Последнее же следует из принципа экстремума, указанного А. В. Би- 
цадзе [см. (®), стр. 10, замечание 2]. Из единственности решения задачи 
Т! следует 

ТЕОРЕМА. Так как ссе точки линии с регулярны в смысле Перрона, 
то не только некоторая подпоследовательность {и}, но и вся после- 
довательность {ит} сходится в О, + (АВ) к решению ш(х, у) задачи 1". 

$ 8. Случай разрывной граничной функции. Пусть на линии с за- 
дана ограниченная функция /, непрерывная в точках А и В. Обозначим 
в некоторой точке Ос через 1 (0) и /(0) соответственно 


Ти 7 (Р) =7 (0) и №ш/(Р) = 1 (0). 


Р-9 Р->О 


Задача Т“. Требуется найти такую функцию и (5, у), что 
1) и является решением уравнения (1) в области О при у +0; 


ди ди 4 
2) и, 5 ду Непрерывны внутри И 

3) если линия с такова, что все ее точки регулярны в смысле Пер- 
рона, то на линии с функция и удовлетворяет условию 


И 


а на отрезке [АС] функция и принимает заданные значения и{дс1 = (1) 
причем ох (4) = 7 (А) ($ (5) дважды дифференцируема). 

Повторяя дословно все рассуждения $ 2, мы сведем, проблему реше- 
ния задачи 7” к построению решения (5, У) задачи Т1, граничные ус- 
ловия для которой будут формулироваться так: на линии с функция ш 
удовлетворяет условию Ё <ш<иш< РЁ, а на отрезке [АС] функция № 
принимает заданные значения # |лс; = Е (А). 

‘Нетрудно видеть, что все сказанное в $ 3, 4 и 5, остается в силе 
и для данного случая. Исключение составляют лишь теорема о поведе- 
нии функции % на границе с и определение функции Ё» в узлах полосы 
с,, которое мы сформулируем так: КЁ» — функция, заданная в каждом 
узле из с», значениями (Р-НЕ) в одной из точек границы со, ближай- 


шей к этому узлу. 

Так как ш(х, у) гармонична в 0: и принципи экстремума доказан, 
то имеет место теорема, справедливая для гармонических ‘функций: 
в0 всякой регилярной в смысле Перрона точке О линии с функция и 
удовлетворяет условию 


Е (0) < и (0) <и (0) < ЕР (9). (8.2) 
Эдесь предполагается, что точка О отлична от А и В. Доказательство: 
же того, что ш(А) = Е (А) и ш(В) = Е(В), приводится в $5. 


Е 


132 В; Г. КАРМАНОВ 


$ 9. Некоторые обобщения. ` 


1. Рассмотрим на плоскости хОу конечную область 9, ограниченную 
в верхней полуплоскости линиями 91, 95,...,9т © концами в соответ- 
ствующих точках Ол: А, (аи, 0), В, (61, 0) (6, >а1) и Ак (ак, 0), Вх (к, 0) 
(аи биакны, ЖА, Зале, т). В нижней, полуплоскости, область 9 
ограничена отрезками характеристик [АС] (=1, 2,...т) и [Вьбьй 
(К = 2,3, ..., т), [В.Ст]. При этом отрезки [А;С параллельны характерис- 
тике у= —х, а [В,С.Ши [В.С] параллельны характеристике у = 7; 
С; —соответствующие точки пересечения. 

Задача .. Требуется найти такую функцию и(х, У), что 

1) и является решением уравнения (1) в области 9 при у = 0; 

2) и непрерывна в замкнутой области 9; 


3) =: и ей непрерывны внутри 9%; 
дж й ду рер утр , 

4) если линии 0;(1=1, 2,...,т) таковы, что все их точки регу- 
лярны в смысле Перрона, то на этих линиях и на отрезках характери- 
стик [А.С] 1=1, 2,...,т) функция и принимает заданные значения: 

и [в =: Е 
и |[4;С;1 = $: (2), 


причем ]+(4:) = ®;(А;), ]: непрерывны, а ©; дважды дифференцируемы. 

П. Так же, как и в случае. задачи Т‘, мы сведем задачу г к двум 
более простым задачам, из которых решение одной выписывается 
в квадратурах. Не ограничивая общности, можно полагать, что область 
3, вместе со своей границей, принадлежит области Ду, определе- 
ние которой дано в $ 2. 

р 

Обозначим через [АС] (1=1, 2,..., т) проекции отрезков [А;Сй 
на [А.С] по направлению у=х и рассмотрим на линии бо + [4,С 
такую дважды дифференцируемую функцию ф, что 


у 


а == 
[А;С;] 


Определим в области О, функцию 2(тх, у) формулами (2.2). Тогда, если 
мы построим функцию и (т, у), удовлетворяющую в области $9 условиям 
1), 2), 3) задачи Т. и условию: 

4) на линиях с; (1 =1,2,..., т) и на отрезках [4;С;] (&=1,2, ..., т) 
функция % принимает заданные значения: 


№ |; 9 | (2 
№ [А;си = (А) — 1: (4%), 


ко * 
то функция и = — % будет решением задачи Т » (Доказательство этого 
утверждения аналогично тому, которое приводится на стр. 119) 
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Итак, проблема решения задачи Ть свелась к построению о 
следующей задачи. 

ПТ. Задача Тз. Требуется найти такую функцию № (5, у), что 

1) ш является решением уравнения (1) в области 9 при у Е 0; 

2) о замкнутой области 9; 


и и непрерывны внутри 4%; 
4) на линиях о; (1=1,2,..., т) и на отрезках [.4:С.] Е МЕ 


функция ш принимает заданные значения: 
(И |; = Я, 
№ [А;с;1 = Ё+ (4%), 


где Ё; — непрерывные функции. 

Для построения решения ш задачи Тз достаточно повторить все’ рас- 
суждения $ 3—6. , 

Замечание 1. Таким же ‚образом, каки в $7, доказывается 
единственность решения задачи Тъ. 

ГУ. Изложенный метод позволяет решить еще одну задачу. Рассмот- 
рим конечную область © с той же границей с; (1=1,2,...,т) 
в верхней полуплоскости, что и у области % (см. п. Т настоящего 
параграфа); в нижней полуплоскости область © ограничена отрезками 
[44Е |], [В.Е] и [ВЕ , [АкЁЕк] (Е =2, 3,...,т) соответственно’ харак- 
теристик у=а—х, у=х—Ь и у=Ь-фх, у=—жщ; Ви Е - 
точки пересечения этих характеристик. 
` Задача 7. *. Требуется найти такую функцию и(х, у), что 

1) и является решением уравнения (1) в области ® всюду, за исклю- 
чением прямых у=ё» —х (Ё =2, 3,...,т) иу= 0; 


2) и непрерывна в замкнутой области ©; 
я 5 и и непрерывны внутри © всюду, за исключением, вообще 
говоря, прямых у =, —х(Ё =2, 3,...,т); 

4) на линиях с; (1=1,2,...,т)и на отрезках [А:Ё:] (=1,2,...,т) 
функция и принимает заданные значения: 


и [с; = |. и [А;Ез] 5% (2), 
причем /: (А+) = $: (4%), 


р НЕ а, | а, а ть \ ** 
а п) - ва (15 #] в (5 ь 
А 


Ё непрерывны, а $; дважды дифференцируемы. 

Не повторяя рассуждений 2, укажем только, что тем же путем, 
что и в случае задачи 1” (т.е. строя область 2, и определяя в ней соответ- 
ствующим образом функцию (5, У)), проблема решения задачи Т; сво- 


* Эта задача является обобщением задачи Тъ, рассмотренной А. В. Бицадзе 
Тем: (2), м. М; 5 401. . 

**Требование, чтобы $, (Е,) удовлетворяли выписанным соотношениям, обеспечи- 
вает непрерывность решения и на прямых у=б, — 1. 
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БОВ ее Не 
дится к построению функции 1(х, У), удовлетворяющей в области 6 
условиям 1), 2), 3) задачи Г. и условию | 

4) на линиях 9; (1 =1,2,..., т) и на отрезках [48] ря 2, зы 
функция % принимает заданные значения: 


№ в; пе ® [с — ль, 
№ [[л,в,] = 8 (А!) — / (41), 


% [[АкЕх1 = В АВЕ — 9 (=, 3,..., т). 


Нетрудно видеть, что в гиперболической части (у<0) области $ 
функция ш представляет собой цилиндрическую поверхность с образую- 
щими, параллельными прямой у = — 2. Поэтому функцию ш достаточно 
уметь строить в области 3 как решение задачи Т., ибо в области ® — $ 
функция № строится элементарно. 

У. Замечание 2. Можно несколько обобщить постановку задачи 
Т., а именно, задавать граничные функции $; не обязательно на сторо- 
нах [440] @=14,...т) углов Вы (= от 
АтСтВ:, а на любой из двух сторон каждого из этих углов. Все преж- 
ние доказательства существования и единственности решения и в этом 
случае остаются в силе. Отличие будет лишь в том, что для построе- 
ния соответствующей функции 2(5, у) потребуются результаты 
А. В. Бицадзе, изложенные в работе (?), гл. П, $ 7—9. 

Замечание 3. Соответствующим образом обобщается и постановка 
задачи 7 я 

Замечание 4. Ясно, что случай, когда граничные функции /]; раз- 
рывны (но ограничены), полностью переносится в прежних формулиров- 
ках и на задачи Го и Т.. 
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В. Н. МАСЛЕННИКОВА 


РЕШЕНИЕ В ЯВНОМ ВИДЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе строится в явном виде решение задачи Коши для системы 
уравнений первого порядка и для одного уравнения четвертого порядка 
в четырехмерном пространстве с помощью’ фундаментальных функций. 
При стремлении параметра & к нулю решения обеих задач стремятся 
к соответствующим решениям, полученным С. Л. Соболевым для системы 
при а = 0. 


Введение 


Рассматривается следующая система уравнений: 


9%, д дь д 

Е ИЫ о о — 

дЕ бу = 0% В Ру ЕЕ 92 Е Й 4) 
95 


д д о 
пе = + у = В» а? - уро, 


= 


где 0х, бу, 9, — компоненты вектора ©, р — скалярная функция, заданные 
в области © трехмерного пространства, ограниченного поверхностью 5 
при 0 << сх. Точки области © определяются значениями координат 
х, у, 2. Рассматриваемая система является одним из простейших примеров 
класса систем, получивших в последнее время распространение в мате- 
матической физике. Аналогичные системы встречаются, например, в теории 
яращающейся жидкости; так, систему (1) можно рассматривать как систему 
малых колебаний вращающейся жидкости с учетом сжимаемости; подобные 
системы встречаются также в исследованиях по вопросам магнитной 
газовой динамики, характерных для современной теории газовых туман- 
ностей. 

Новым по сравнению с классическими задачами здесь служит наличие 
силы, направленной перпендикулярно вектору скорости. В теории вра- 
щающейся жидкости такой силой является кориолисова сила 2 @ хо, 
в магнитной газовой динамике эта сила возникает вследствие воздействия 
магнитного поля на движущиеся заряженные частицы. Величина ве при 


её х НН] 
этом равна — п. 


При помощи исключения неизвестных функций из системы (1) можно 
получить уравнение, которому будет удовлетворять каждая из неизвест- 
ных функций в отдельности: 


д? А д? д* д? 
Гр=— 5“ + 55 —2 (54 +92) = (2) 


где А — оператор Лапласа. 
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При «= 0 система (1) и уравнение (2) переходят соответственно 
в систему и уравнение, исследованные С. Л. Соболевым. Для нихв рабо- 
те (*) решается в явном виде задача Коши и две смешанные задачи. Иссле- 
дованием системы (1) и уравнения (2) при х = 0 занимались также 
Р. А. Александрян (?), С. А. Гальперн (3), Стюартсон (“) и другие. 
В настоящей работе решается в явном виде задача Коши для системы (1) 
в неограниченном пространстве с начальными данными [см. формулы 


40), (42), (51)]: 


2. = (2, 9, 2), Р|, = (2, У, 2). (3) 


Смешанные задачи для системы (1) будут рассмотрены в следующей 
работе автора. 

Метод решения задачи Коши представляет собой развитие классических 
методов решения волнового уравнения, применявшихся Вольтерра, Кирх- 
гофом и другими авторами и основанных на изучении характеристик 
и применении формулы Грина. В настоящей работе рассматриваются 
характеристики системы (1) и находятся фундаментальные решения одно- 
родных уравнений (1) и (2), при помощи которых и строится решение 
задачи Коши. 

Заметим, что система (1) не является гиперболической, но задача 
Коши для нее поставлена равномерно корректно в смысле И. Г. Петров- 
ского (5). Нашей целью является построение этого решения в явном 
виде как определенной функции начальных данных и правых частей 
уравнений системы. 


$ 1. Характеристики системы и некоторые соотношения 
на характеристическом конусе 


Уравнение поверхностей характеристик для системы (1) 


(ыу Ца) +(ы)+(&) —** (8) 


распадается на два уравнения: 


уче © 


Из формулы (4) следует, что характеристики системы (1) совпадают 
с характеристиками волнового уравнения, а из (5) следует, что двукратны- 
ми характеристиками являются цилиндры в четырехмерном пространстве 
с осями, параллельными оси 1, и с произвольными основаниями в про- 
странстве х, у, 2. В частности, поверхность конуса 


(1 к з&, к} —©\ = 0, 
где 


ге — (2—2) + (у— \)* + (2—0), 
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является характеристической поверхностью для системы (1). В дальнейшем 
нас будут интересовать некоторые соотношения на этом конусе, причем 


везде мы будем рассматривать его нижнюю половину, т. е. 


часть, опре- 
деленную уравнением 


КЦ = — ог. 


Для вывода этих соотношений преобразуем систему уравнений подобно 


тому, как это делается при решении волнового уравнения методом 
Кирхгофа, к новым независимым переменным: 


Хх = 11, = О 2 — 21, = Ц о 
и обозначим 


— 


® (21, Ул, 21, Ц + % — а) = 1 (21, 9121, В), 
р (21 Ул, 21, Ц — от) = р! (2, и, 21, В). 


Тогда система (1) в новых координатах запишется в виде: 


9%. 1 дм ды аа 


е- р 1 
дн 5 бу Вы 971 9 71 ко Ех, 
д др др 
и : зо дР» -|- Ор Ч 1 
9 > ду ды т -- ь, 
до; др! др' @ (21 — 20) 1 
к а ье . (6} 
9 921 дн Г1 з. 2} 
1 
др! Е г до. [@2 (21 — 20) 
2 ры о 
х —— ФУ: 9 ЕЯ > 
9, ‚ @ (91 — 0) д. - @ (#1 — 20) -- $: 
9 Г О 


ды ды, да. 
Подставляя в последнее уравнение системы (6) значения ——^, —^ , — 


5 д 
из первых трех уравнений и обозначая через 5-. Выражение 


А Я д 


Й 
Т1 дт1 Г1 дут Г1 021 


мы получим первое соотношение на характеристическом конусе: 


ие и г а (1 — 10), @ (у — 0) ма ОР. Иа (7) 


’ 
1 т т! х Ол 


где 
и и [(2: — 20) Ех + (ул — о) Ку + (21 — 20) Е! 
1 


Продифференцировав первые три уравнения системы (6) соответственно 
по 21, У1, 21, сложив их и вычтя из этой суммы продифференцированное 
один раз по &, соотношение (7), получим: 


дя дя 02 р 24 о 
Е Се - - Фу: 
р Е — Ар 2% Од и о . ы 


1 1 
21 — 20 9% Зи 9 =) т 
| т 01 ОИ 
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ды ды. З 
Подставляя в это выражение значения -„_ и 5; из системы, (6) и обо- | 
1 . 
значая" известный член 
-. 9№ 
и 
фу. Е Эн: 


через у, получим еще одно нужное нам соотношение на характеристи- 
ческом конусе: 


де д 2а д др! 
и Ар: — — ( 19 ) ыР 
951 91 Т1 дг1 [21 
У1 — % др! а еее др! ге (2 20 1 а М 8 
г «( т 021 т ду Е т 2. + 71 * ) х (8) 


$ 2. Интегральная формула типа формулы Грина 


Рассмотрим две системы функций 5х», $, ©., р И Шх, Шу, №., 4 и составим 
для них следующее выражение: 


(оч (ое еы 2) (ЕР), + 


га д д%.. д 
+ (вх а г + (= — и) 5х + 


Не-а ОР) о, + (ааа алое) ре 


= ы, ®) + 42р] + 3 (ршх + 95) + 
+ эх (рим + 90) + 9 (рю: + 43). 


Интегрируя это равенство по четырехмерному конусу, у которого вырезана 
ось с помощью достаточно малого цилиндра общего вида (заметим, что 
как боковая поверхность цилиндра, так и боковая поверхность конуса 
являются характеристиками), применяя формулу Остроградского и полагая, 
что 1х, Шу, ш,,4 удовлетворяют однородной системе (4), а ох, Фу, 0: р— 
искомые решения неоднородной системы, получим: 


—ат 


$\\ \ Г, В) + аа ао = 


Е \ \\ (ш, 5) +? р)].__ „аа ау 42 | (рш» + 45=).__ „+ 9з4у аа @ё + 


о, 
-Е (Ру Е 45): - хз ах 43 41 -- (рш. - 40) -- в0:—_„, 4х ау @ё — 
ат 
2} (о + ед ай} 95 — ЦА 5) + «29 -рильатауат, (9) 
5: 0 о, 


где ©, — область трехмерного пространства т, У, 2; 53 — поверхность, 


ограничивающая эту область, п — внутренняя нормаль к поверхности 5$. 
Этой формулой Грина мы будем пользоваться в дальнейшем. 
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$ 3. Некоторые частные решения уравнения четвертого порядка 
и их связь с решениями системы (1) 


Укажем некоторые частные решения уравнения 


д4Ф д9Ф 09°АФ 0?Ф 
а? ( 914 он г = 0, (2*) 


при помощи которых мы впоследствии построим решение задачи Коши 
в явном виде. 
Одним из частных решений этого уравнения является решение 


Е и ЕЕ. (10) 


р 


которое было найдено С. Л. Соболевым и сообщено автору. Здесь 


р’ = (2 — 2)? (у— у)*, = (2—5), =, 


\. — функция Бесселя нулевого порядка. Это решение можно найти 
например, методом разделения переменных. 
Первообразная по Е от функции Ф 


е Ил2—а ат? 


т | 0 (14) 
р ; У ар `° 


будет также решением уравнения (2*). 

При построении решения задачи Коши для системы (1) мы используем 
функцию (11), но ее будет недостаточно, потребуются еще другие частные 
решения. Мы нашли, что другими частными решениями однородного 
уравнения (2*) будут функции: 


(2 — 20) к — 922 т. Е у р ее | (2) 
(= _ ии и ( У? - я `ЧЭ) 


е У 12— ара 


а Иа сы @ а, 
- = р ^( [Е у т о 


0 (Е®-- 925?) 


я функции, полученные заменой 2 на у в формулах (13) и (14). 

В том, что указанные функции действительно будут удовлетворять 
уравнению (2*), можно убедиться непосредственным дифференцированием 
< использованием соотношения 


ло=-л®-л ©. 


Пользуясь этими решениями, построим систему функций Фу, Фи, Фиг,О, 
которую назовем фундаментальной для системы (1). Смысл этого названия 


выяснится из дальнейшего. 
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Положим 
еды ФИ — Ф”, ме Ф? г Ф”, 


где 


ФП №. (2 — 20) И 12 — а?? 2 (== а 


р"? г 


2 2.2 \ 
виа), (ри) _ 
ба гр?т 1 т ) 


рУя—оля 
р 
де © 9-2, о, 
Р Е 
0 (Е2-- а?) 
_ ори ав | ры 


ог? 0 ” 
Фе? — (#— 20) (2 — 927) , (е у не. 
с ааа 


тт _ | 
тр? т 
) 


Ф?1 


(15) 


бы . 21 24202 й. № 
т то \ Е (5 -- 24а 5 о Е, 


63 
оо ал 


оу 

арен" Зы РЕ , 
Иа | 
1 С Е = 

{й о У 22 аз? о (5) $ 


В работе (1) С. Л. Соболевым было доказано, что решение однородной 
системы (1) при х =0 представимо в виде: 


ф = стад Е (ста х® ) — Г? (стад Ф, К), 


93Ф 9Ф 
ва — 


(16) 


где Ф есть решение уравнения 


2 2 
.Ф= в АФ-- 59 =0, 
& — единичный орт по оси 25. 

В нашем случае (при х = 0) верна аналогичная 

ТЕОРЕМА. Общее решение однородной системы (1) дается форму- 
лой (16), где Ф есть некоторое решение уравнения (2). 

Доказательство этой теоремы по существу ничем не отличается от 
доказательства аналогичного утверждения при « = 0, данного в работе (1) 
(нужно только везде вместо решения уравнения /,Ф = 0 использовать 
решение уравнения (2*)), поэтому мы его опускаем. 
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Далее, по формуле (16) с помощью функций (15) мы построим четыре 
частных решения однородной системы (1) и при помощи этих частных 
решений построим решение задачи Коши в явном виде; таким образом, 
будет оправдано название фундаментальной для полученной системы 
частных решений (15). 


$ 4. Построение решения 


Переходим непосредственно к решению задачи Коши для системы (1) 
< начальными данными (3). 

Вырежем из области О, трехмерного пространства х, у, 2, содержащей 
точку 2%, У, 20, цилиндр | 2—2 | <, р < 1, поверхность которого обозна- 
чим через 5», „. В качестве , 9 в формуле (9) возьмем ил, 4', определяе- 
мые формулами: 
ор, ыы 
т = ила — ил? д ое аи №. 9? (17) 
у у у, : 
где ила, и ил, 4"? определяются по формуле (16) с использованием Фф" 
и Ф? соответственно [см. (15)]. Область © в пространстве х, у, 2 (основание 
четырехмерного конуса) с вырезанной при помощи цилиндра 9», „ точкой 
1, Ус, 20 Обозначим через О,,„. Тогда формулу (9) можно записать так: 


к—@т 


С 


А \ [(от, ©) + а ап ао = 


Эь, п 0 
= \\ \ [(2т, т) + 9'р].__ „92 у 42 + (ри; -- 9%,).__„„Чу 48 ай 
м 


ро Я бунта ас (рев) беду 
> 


те \ | ты (ри - 91,) @] 4$ — \ \ \ [(%т, 5) -- <24"р], „4хауа2. (18) 


5, т о ВА. 


‚ Переходя к пределу при 1—0, найдем: 


а 72 = ха \ \ \ [(42т,5) + о?атр].__ атауаг + 


т—>0 1—0: 
п, т 
- (рит - 410). __ „у аз аЕ - (ри + 9®,),__„„ах ава - 
+ (рит- 912,),.__ „95 ау 4 (19) 
и 

! : ,—ат › 
На 7) == Ни \\ \ (ри + 9) а! 45. (20) 

7—0 ОЕ. а о 


Сначала будем определять предел выражения (19), причем ввиду 
сложности выкладок удобнее вычислять интегралы для Ш", 4, и ш®, 01? 


отдельно. Найдем пределы ш" при <—> — ог: 
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- анаь — РР 2 242 Ре р) УВ: % 
Вт ры 3е — =: ден АНА 


т>—&тг 


4 и — Е. 352 Е в, 
о 2“ о 1)” — 34 (т _ (у— %о) и (5 — (у у) 


Ни ра ео и у, обе ОНУ ОЕ 


—0&т ” м 
ар (1 — 20) (У — у) а [3 (2 — 20)? — г?] _ а3р? (2 — 20)? (21} 
т Вл и - а. 27% ы 
ъ т зи = р НОЕ т3 ные (1 — 10) (2 — 20) 5: 


ар (2 — 20) (2 — 20) 
8г5 7 
а (т — 20) [6—2 (2 — 20)?] _ 430“ (2 — 20) 


ы Н. 
Ив 9“ = 274 8га 


*——@ т 


— 


Точно так же, используя фундаментальное решение Ф", найдем: 
За (х — 20) (у — %) ‚ а? (у— у)? | 935? 46? (х — 20) (у — о) 20) (у — Уо) 
гА = 73 м и 2 ра :) 


т ор Анн Ат 90 ВЫ Бы «АР 4? (т — 20) (у — \) 


" 
| х—>—ог е в 27 о ба С 2 
) 


1 т — 
Пя и? = 


$—>—ог 


, _ — 34 (у— о) (2— 20) |: @36? (у — о) (2 — 20) 
а ЕЕ А ЗЫ 
у— № р и). 


1 В 
На 0 =—5 23 


*>—агт 


Подставим в интеграл \\ ры + 9%,).__„,@у 42 4Ё значения пределов. 
Эл, я 

шт = ШИ — и и 91 =4И — 41 из (24) и (22). В подынтегральную функцию 

после подстановки — ог вместо т независимое переменное будет входить 

только неявно, поэтому здесь удобно сделать замену переменного # на 

2 по формуле Е =В —& — г, оставляя независимые переменные х, р 


на месте: х = 2, у=у1, 2—2.. Определитель преобразования при этом 


д @ (71 — 20) 
будет равен ——_——^. В третьем и четвертом слагаемых формулы (19) 


после подстановки в них пределов из (21) и (22) независимое перемен- 
ное { заменим по той же формуле соответственно на уирс определи-- 
телями преобразования 

а (у1 — Уо) @ (21 — 20) 


И 


71 71 р 


оставляя на месте другие независимые переменные. Приведя подобные: 


члены *, найдем (сразу пишем подынтегральное выражение в удобном 
для интегрирования виде): 


* 
Условимся для краткости записи везде в промежуточных выкладках вмеето- 
21 — 20, У1— 0, 21 — 20, Г1, 1 ПИСать 21, Ут, 21, Г, р, подставляя 11 — 2%, у 


И У 21—50 
г1, р: лишь в окончательный результат. 
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2 
по м ври еаЫоНИ) —о шн) 
[о] Е я у 275 гз ра 
п, т 
2 
2ах1у1 а?уу 


т о - иаы а ве — т?) __ ати + аут (221 — 6?) |. 


— и а Раю 


а (291 — г?) 202 
Е ы ( = т __ и 5. За ив в: 
и 2121 + ра 2921 За б =) 1 92/1 и 23). 
2 га Ра в ТР [051011 441: (23). 


Здесь интегрирование ведется по характеристической поверхности, поэтому 
мы будем пользоваться соотношениями на характеристиках (7) и (8), 
выведенными в $ 1. Преобразуем подынтегральное выражение в (23) 
к дивергентному виду. Пользуясь (7), получим: 


За? — г? 3 3 = 
1 1 1 71У1 Ч, 1121 а : 21. 1 
Ра" =. == бы | + 
тут ит 1 2 а 
а (р. ам, (24) 
т. Чоу т 23021 ао 92 (726? — Зо + 221) 
вх. оа — бу а = 1 (2 Я 3 ) == 0 25 
1 ау (221 — 6?) За? 
и Е. 
изд 6271 ао? 1 92 е 27 1 з 
ее (Р-Р Е (25). 


Применяя (8) и производя несложные преобразования, найдем: 


ту и: к тии эк ( ты м ( Ь =. Ч 
ау (57 ога ри а (1 Ра) — 9 (Р'- 8) — 
7 5х (2 (= т 5") + а (Р' ри 
р и о 09 
Далее, пользуясь (7),. получим: 
тя — ах (=) о 


а? 2 д? 
М ту 


— ЧУ д и 
в (р) — ЕЛ (27) 
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Подставляя (24), (25), (26), (27) в (23), производя сокращения и 0боз- 
начая через 0’ известный член : 


78 


1 ул 422 1 Чт 
( + 72 27В М + г? 
получим: 


т С 5 Е >) -- ах (>. 2 в + ау (27 оста р')— 


Яр 
2..2 р 
а а В .8)— 
—@у (= я )-+ дул (© 2 Е эк (Р гз 971 Р°з 


т (р. ки = (5 :: 8) *- и) ал. ау1 42 -- 


9х1 т д: 
ее 

Элт 
я (9) + #5 (дру) }@зиду, аа . (28) 


Примем за поверхность, ограничивающую область О„„, поверхность 
1, —ог = 0; тогда на ней будет { =0 при & =0. Область О’ в таком 


И 
случае есть шар радиуса ы с центром в точке 4%, Ух, 2,, причем эта точ- 


ка вырезана из шара цилиндром 0 < 1, |2— 25| < й, поверхность которо- 
го у нас обозначена через 5»„». Рассмотрим сначала первый интеграл в 
(28). Перейдем в нем от объемного интегрирования к интегрированию по 
поверхности, написав всюду вместо 21, У1, 2, опять 2, —42%, У: — Чо, 21—25. 
Затем перейдем от новых координат 41, У1, 21, #1 к старым и примем во 
внимание, что 


др 
дп 


_ др й дг 


Нант р [919 5° — ф(х, у, 2, 0)] . 


Тогда получим: 
\ ее ее о и р аа 00 | 


га 2 = ге дп 


еее вена обо И а (1 — 10) (у — у) В 


г. 73 


ра 


ис. 2» (5, у, 2, а) ии Е, 


5 
Эь,я 
426? (х — 20) а (х — то) [др дг д а (х — 
(вон О 
“в, 605 (и, 2) + -®_ рооз (п, 2) — р со (п, у) + 


+ а рсоз (п, 2) 45 -|- \\ ваза 


т 
[4 
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В интеграле по 5» все члены, за исключением 


бо [62 
5 би 2р605(п, 1), 


имеют интегрируемую особенность, поэтому интеграл по б»и от них при 
1-—>0 стремится к нулю. Предел интеграла 


- —х г 
На бо (5, Ч, 2, & — иг) 45 
1-0 Г 

брт 


подочитан в работе С. Л. Соболева (!) и равен 2то, (ху, уз, 20, 0), так как 
у нас 


5х (2, У, 2, 6 — ог) [ину = 9х (о, Чо» 20, №). 
Далее, 


а \ ( = р ($, у, 2, % — ог) соз (п, 1) 45 = 


1-0 
Зь,т 


= (10, Уз, 2%, 5) Нм \ =. с0$ (п, 1) 45. 
1-0 
Злом 


В самом деле, 


и 
Та \ (р р льл ) 9 608 (и, 2) ра4ф = 0, 
 ьт 


так как везде, кроме точки 2 =2, подынтегральная функция Е стре- 
гал. 


мится к нулю, а в окрестности этой точки интеграл сколь угодно мал 
в силу малости величины Р— Р| хи». . На дисках с03 (п, 1) =0, поэтому 
остается интеграл по боковой поверхности 


ЕВ 2 

. @ (х — 20) 
В бо оби \ \ ЕЯ 424%, 

мно ь 
который равен нулю в силу нечетности подынтегральной функции. Во 
втором интеграле (28) перейдем к сферическим координатам и проинтег- 
рируем точно так же, как и в первом интеграле, воспользовавшись из- 
вестной формулой 
1 < 


[-— 101. с08 (г, п) ] эп 6404$ = а® = — 5 45. 


При этом интеграл по цилиндру 9»„» будет равен 


За (х — 10) 07, 930? (2 — 30) дг 
и 
р, 
24? (х — %) дгдр _ 9? (уу) д" 
к т? 9%9ё 22 дп р] т 


Предел при 9->0 от последних трех членов этого интеграла равен 
нулю, так как они имеют интегрируемую особенность или вовсе не име- 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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ют ее; предел интеграла от первого члена тоже равен нулю. Действи- 


, 


тельно, 
2 
и ее ох раб Ви : и о)? ] рагаз + 
1—0 т-+ 
бл,т я, 
тп А Ре ь 
д—я 
т ны о т ни Р и саеЗРОЯ т \\ = 2=2—№ раз} у 
00 00 


Предел последних двух интегралов в этом выражении равен нулю, 
так как при 9->0 подынтегральная функция ограничена, а область 
интегрирования уничтожается. Рассуждения, аналогичные проведенным 
выше, позволяют убедиться, что предел первого интеграла равен 


п 
Р (хо, Ус, 20, )+ Шт \ \ [Аи + аи 424, 
В 6 


который будет нулем в силу нечетности подынтегральной функции. 
Обозначая 


7-0 
Эрт 


би \ 9), 2, #) 4О = Гл. зн. п. (2 у,2, ао, 
> Е 


имеем окончательно 


В 74) = Ре и 
— 2х (хо, Ус, 20, 0) + \\ (( 8 2т3 ыы 


= 


г ея | КРАЕ а $] — 


г. ре дп та 
о 5 и а 20) ро 
За (2—2) _ а? (у— %) , а3р? (= — 2) \ д 
+(- 29% _ и ДИ ыы 5" р р} 45 + 


но 72 2г3з 


+( о аси те + те у аздуа. (29) 


Подсчитаем предел выражения (20), где 


ати Е ил? т ет ) 
111 0зфи 112 д2Фи 93Ф1?2 
а т а 122 97ф12 
х дхде › Ш д’ "= Т дда? № =. 
111 д3фи 112 д2фи 3 
и В. У 931? д? 
у дуд? * = Охоё ’ = дудг › и 57-2 = , Г 
11  03Фы т дФи ь 9312 
р га а _ 0$ оф 
2 9208 С 92 › 
зи 
даа 93Ф азов вен 123 _ _ 9ФВ 


к , Еды 
013 0% Ч 8 ' Ч а 
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Пете 


Обозначим 


Пт 
1+0 


\ ри" 45 — фик, 
т 


в. 
И \ ао» соз (п, 2) 45 == И, 
й 


) 
:\ 


Юм 
7—0 


) Чу соз (п, у) 45 = И”, 
й, 


)\* 
ее } Чу, с08 (п, 2) 45 = И”. 


1—0 


$) о 17К Е 41 
Вычислим &"", 1", ПИ, И". Начнем с величины /. Как и в работе (!), 
имеем: 


21 - ( т 
1 = Пт \ \ 2х и 4'* 605 (п, 2) 45, 
120 
бр, 


м т НХ 
й о \ бу ао .4'7" ©05 (п, у) 45 р 
7—0 
Эл 
ВВ алк 
2 = Ими д-0 7 603 (п, 5). 45°. 
то 
Бь,т 
Так как 911 и 413 содержат множителем 5 — 2, а 4171 и 43 содержат 
множителем у— У,, причем оставшиеся множители не зависят от угла ф 
в цилиндрических координатах, то среди интегралов //" отличными от 


11 121 
я / ый м де 


нуля будут только у, а остальные равны нулю. Имеем: 


оо, 
[5 = — 0х (20, Уо» 20» #) аз (®), 
1 = — 9 (20, Ус, 20, #) аз (<), 
1,3 = — 5 (20, Ус» 20, ) ал (<), 


где т=#— Ц, 


п 2 
а: (<= \ \ ы с0$ (п, У) 424, 


ло 
(а (<), в®=а@, ч®=а (©. 
’Вычислим а (<): 
в 2г ‚НЕЕ Ах 
а: (®)— ша | ЕВ и а изо. 


р р”? 
7- 0 НО 


Произведя замену переменных 


Е 
ут @ 


7 


уго, а 


10* 
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получим: 
1 РЖ ть, 
3 У — а и па овв ас. 31 
и чут-а Л (У 92?) (81) 
У р л* 


Совершим предельный переход под знаком интеграла. Для обоснования 
этого построим мажоранту для подынтегральной функции, не зависящую 
от р. При нижнем пределе интегрирования 


а 
Ур 
функция 
У т? — ар? 
С 


будет ограниченной и равной 


Уве +м, 
функция 
Ло (У®ё — 9) 


тоже ограничена в наших пределах интеграции, поэтому мажорантой для 


У 2? — а?р? ее | 
ЗЕ ЕЫЕЫ Я И | а 
сура (У — 4) 
будет | 
М | 
Ут-@' 


Переходя к пределу под знаком интеграла в (31), получим: 
——, 


и, на основании формул (110) работы (1), 
ал (<) = 2м (со — 1). 
Вычисляя остальные а (1 = 2, 3, 4), получаем: 


1 = — Жо, (т, У, 2,0. (32) 


Переходим к вычислению интегралов А". Запишем их в преобразован- 
ном виде. Пусть , 


мя — ша \ ( [ ое Е 
В Воин -- ( о) дх а: (у Уо) ду Хо уь,2ьй Е 
брт 
др р . 
- (2 — 20) 5; и , 9,45 -- Шт \ | Ре 
а 
__ др др др 0 
дх Хо У» о мы %о) а ду Хо» У, 2о>Ё (у Е Уо) — д: о р 20) | ит 45 3 
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Последнее слагаемое этой формулы равно нулю, когда точка х, у, 2 стре- 


мится к точке 1, У, 25. Действительно, рассматривая выражение в 
квадратных скобках как остаточный член ряда Тейлора, видим, что оно 


ОИ А 
имеет порядок г?, ши‘р имеет порядок -„, следовательно, подынтег- 


ральное выражение ограничено в окрестности точки 5,, У, 20, а область 
интегрирования стягивается в точку. Кроме того, 


Ро уе, то ы \ \ 5 — — 0, 
Эрл 


так как все №” представляют собой нечетные функции от одной из 
переменных 2—2, У— У, 2—2 и имеют при этом суммарную нечетную 
степень по всем этим переменным вместе. Подсчитаем оставшееся выра- 
жение: 


КОВ — дтадр ризы ВЕ, 


где 
= Иша (2— диа5 (33) 


и т. д. На площадках 2 = + Й и на боковой поверхности цилиндра ин- 


тегралы от 41" в (33) обращаются в нуль, следовательно, остается под- 
считать 


ео вая 


и, соответственно, в" и 6". 
Заметим, что 61? и В." равны нулю, так как “под знаком интеграла 
у них стоит нечетная функция от 2—1, и у— %. 

Производя интегрирование по ф и некоторые преобразования, 'полу- 


чаем: 


дзФи 


й т 
дзФи 
ый = м | [2—5 вр Ч (У— и) (2 — 0) зуд ка | 2 48 = 
0 


1-0 Ея 


п 5 5: | 
= ба | (бл + РЕ ВЕ 


7 2  (у2у2 
а т —@ г) 


© 
31-2 ий 253 й=—-2 242 — 272 — 02.4 , 
2637? (26 о Ло а2р3 [( о) = 7} аа. 
78 У 12 — ага „=> 
74 (<? ре. о) 
Мы условимся не писать аргументы у бесселевых функций, если они 
равны 


рИ 2 — г? 


Я . 
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Делая, как и раньше, замену 


‚аа УВОЬ 
р” со 
получим: 
1 
8 би корооуолар арок ФИ 
ри 2т. ри \ и 7 ИЕ С (ст? — а?6?) . 
|] 
УРЕНя 
2 29 —© У 1252 — ар? 66572 — таб в 
пу е—8Р) + | узи  Кугевува-яя 


ри ии | (И=зе — 226?) %. 
УТ — 28 (2? ар?) 2 


Построив мажоранты для каждого члена в этом интервале, можно убе- 
диться в его равномерной сходимости по параметру ©. Совершив пре- 
дельный переход, получим: 


1 
р 2х Ми —® Ея № ((®- НИ (< )}4 = 2 с05^. 


т 
(34) 
Далее, 
р: р 
5: — пы \ [2 —20* а--— (У—ч) @— 20) збр | аз = 
—^о 


= вы ео ди 
—п0 


р"? 


1—0 


1 
= Иш2я \ у ЕЕ — о (У — 20?) 45 = 2х (соз* — 1). (35) 
ь 


Уи 


Таким образом, в сумме имеем: 


п ре Киа р д. В? = не 2 (36) 


- ов 2ььй 
Ввиду нечетности подынтегральной функции, все А", а также Бы 
равны нулю. Вычисляя точно так же, находим: 
В? = 2 &, (37) 
т 


= 2жзш т. (38) 


Находя сумму всех А**, получаем: 


да | дз рт фаз — 2 ОР 


. 9% В 


(39) 
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Подставляя все полученное в (18) и пользуясь тем, что, в силу системы, 


о 9 | 
ор Не Е ы * 
| ва ина я =. ыыы Е 0х (о, Чо» 20› 0)— 2х (2%, Ус» 2%, &), 
0 


получаем окончательную формулу для 9.: 


1 в 
0х (=, Уо 20, 5) == 5 0х (%о, Чо» 20° 0) = —— (\ (ее и @ (у — %) те 


73 72 


__ 926? ( — 20) а(#— 2) 


о (о) — (уу ] + | 


@ (х — %) 
73 = 


__ 34 (& — 20) д» __ 42 (У— 0) д» ые 430? ( — 0) 07| о & (* — о) др 
пе ди г дп 2т3 дп|Р — г? ди г 


в — — р Шу? — 45] 95 + Г. 3. Ц. = (2, 5) + 


ь 


+ Аагрр-одтауаа + 5 \ Ре (а увы Ц (5 


0 И 


о У “9 № (р, У, 2, 0 —аг) — Ц, У, 2, 5 — 07) х 


72 2.3 72 


к—от 


х ахауаз - Г. з. ц. = \\\ | \ [(>т, Р)-+а ф] 4) ахау4?2. (40) 


о 
9% 


т<. 


Таким образом, функции М и у, которые выражаются через свободные 
члены уравнений системы (см. $ 1), входят в решение с запаздывающим 
аргументом & — ог. 

Для вычисления 5, (5, Уо, 2%, 0) мы должны применить те же рассуж- 
дения к фундаментальным функциям Ф” и Ф” формулы (15), но ввиду 
их симметричности тот же результат можно получить из формулы (40), 
заменив у на — У, 0, на —%, и поменяв ролями переменные хи у. 


Для определения 7, в формуле Грина (9) вместо и, 4 подотавим т, 
ЧИТ, которые выражаются следующим образом через ФИТ [см. (15)]1; 


тт дзФИт д2ФИТ те дзФИтТ ФИТ 
В = оо Г бе м 92 
(41) 
но ИЕ тие ох оф 
ор др’ 7 д: д: 


Производя далее выкладки в том же порядке, как и при нахождении 
?., и вычисляя соответствующие интервалы при й —>0 (главное значение 
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по диску) получим: 


«= ат 
РЖ У, Во) м Г. з.д. \\ | [(шит, К) + ап] аа — 
‚< е 
1 2-я 426? (1 — 20) \ 0 а. (2 — 20) (2 — 20) даа 
Е 
Е 
а р КО 
= = 3а (2—2) д 

ро [РЕ бр} 45 + 

Зе ео) рр 


хи ат) ахауа2 + Г.з. д. МУ [адтит, $) + 924 1Тр],—о ахауа2 . 
<= (42) 
Функция р вычисляется при помощи той же формулы Грина (9) с под- 


становкой в нее функций иТУ, 4, которые определяются формулами: 


ту 41 43 030 43 9*09 
ох РИ; 9 ие 
ту 41 43 41 930 43 д*0 
Е дуб? ’ Ши — - джд, ' 
(43) 
ту 4 д3 аз _д 
Ш, —= шт + Я и а —_ , =: : , 


дз д 
У = а + 443, а — 5, Е 
где 


р Ил ола 


ее КИ НН Е 
я убоя 8%. 


Подсчитаем предел функций и, 41 на нижней части конуса при 
—— от и подставим его в первый интеграл правой части формулы Грина 
(9), который обозначим через /®. Произведя в этом интеграле прежнюю 
замену переменного, получим: 


14) — \\ | ол (- ау сы, (2, — ее 54 ® то) В 


Олл 
ар? (у: — у) 1 (21—20 | @ (У: — 0) (а — 20)? _ ар? (21 — 
и о) (21 — 20 2? (21 — 20) 
а 2г3 ) оз ( с, г4 ыы 2гз Е? 


ма | в.) А ар? т 20) _ ра и дл, ау, @2.. (44) 


73 
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Преобразуем подынтегральное выражение в (44) к дивергентному виду, 
используя снова соотношения (7) и (8). Мы имеем: 


1 
= тя) ща) ++ 


71 —*%0 1 228 т — № т мя 9 1 И 9 1 1 
и в о ду: С ) р 
2а д др 1. 9 (#1 — 20) д 1 @(\ — 0) 
Ея р = (т то о |- дал [22 2 |+ 


ие т ие 
+ ( я то) о `В и о) о в хх, (45) 
аа 0), О _ы то) 7, = а (>. 55) а 
ме а (21 — 20) (21 — 20)? _ я. а (У1 — 0) (21 — 20)? и. 4? (1 — 20) __ 
т4 га 2 г4 
се ое (р) Е ра — 98. №. (46) 


Подставляя значения функций из (45) и (46) в (44) и производя со- 
кращения, получим: 


сны =" 


о ‚ 
ыы р [р". ем | + 91 и ча ах, Чу: 421 
Е ОВ 
Эр, 
+\ < | ола №} г, у, Ч. (47) 
Эл, 


Перейдем в первом и втором интегралах от объемного интегрирования 
к интегрированию по поверхности, приняв, как и прежде, за эту поверх- 
ность сферу & — «г и поверхность 5»,„, и воспользуемся известной фор- 


мулой 


4 
И т \ ыы Ар'а© = (>. Е —- „= 4.5 — 4тр! (2%, Ус» 20). 


+ 0 р 


При этом интегралы по цилиндру 9,» при #-—>0 будут все равны нулю, 
так как под интегралом будет стоять ограниченная функция, а область 
интегрирования уничтожается. Окончательно имеем: 


1 
@ = 

т г ОР. 

1) = — 4жр (х., Уо› 2о› Ё ы+ |} |. д р 0% 


[2 


ГЕ Ч 


| д 
о — а] о бои 5 +55 2, Р о} 45 + 


+ Г. з.д. [ху — 7) — г (ву, 2,1,— ат) ага аа. (48) 


1 
—_ 
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Вычислим предел интеграла по цилиндру: 


т Г (ри + 91Тон) 45 |= 11 -- из р а 4, 
5 


в- 0 
тт 

где 

44 = Иш \ ри? 45, 

в 0 
р. 
2 = Пт \ 990. сов (п, 2) 45 
1-0 < ы 


Эл, т 


ит. д. Интегралы 1 и 17 стремятся к нулю, так как на верхнем и 
нижнем основаниях с0$ (п, 2) и соз(п,у) равны нулю, а интегралы по 
боковой поверхности имеют пределом нуль. Интегралы 12’ — тоже нули, 
в силу того, что на верхнем и нижнем основаниях цилиндра подынтег- 
ральная функция имеет одинаковые по абсолютной величине, но разные 
по знаку значения. Подсчитаем А. Как и раньше, положим: 


- др др 
41 — Па \ | х—1) — (И — 55) — 
А и. 74 И 5 ( о) 9% ху, (у Уо) ду |хь, ув, 2 
бл, 
др 47 ов. уЫ СГ | 
г (: 20) 0 хо, к: У» 45 ие \\ Р Р Хо У» 2» 
Вь,т 
др др др 4; 

— =  (х — ж) — -(у— чу.) — — — ы 
д ХУ, 2 ( о) ду Хо, У» 2о›Ё (у Уо) 02 Хо Ус» 2, @ 5) Иа 45 


(49) 


Величина в квадратных скобках в последнем интеграле имеет порядок 
_ 

7?, иъо имеет порядок —Й‚ поэтому предел последнего интеграла равен 

нулю. Интеграл от первого члена в (49) равен: 


2п 


№0 = Р(%о, Уо, 2, #) м \ 
0 


(ш? с08 (п, 2) | 2ь Е 


е——3 


- ш2 03 (п, 2) |.=„„—) рараф = — 2р (1%, У» 20, #). 


2 
1 
1—0 


и] 

й ; 
\\ 2 офае = — 4вр (ть, Чо» ль, 6-6 (9), 
00 


где 
р й 
ь пр 
Ь (®) = г \ —з Лоо. 
0 5 
Производя замену переменных 


- вас 
вре, ра пеаиеь 


получим: 
т 


У ИЕ 
Ь (<) = Шт \ ее л(У в 9% } 4 = зщ. 


1-0 
0 
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Очевидно 


9? (т) 
д = 4тр (2%, Ус» 23, #)- пт. 


Ро’ — тр (2 Уз» 2,» 1). 
Таким образом, 
НА = 0. 


Интегралы А и А“? равны нулю в силу нечетности подынтегральной 
функции, интегралы А“ имеют своим пределом также нуль, так как 
при & = -й из = 2 — й подынтегральная функция в них имеет оди- 
наковые по абсолютной величине, но противоположные по знаку значе- 


ния, а интеграл по боковой поверхности стремится к нулю при й->0. 
Поэтому 


243 141 =. 0. 


инимая во внимание все сказанное, получаем: 


и —от 


Пш | (рый +0) #45 =0. (50) 


Подставляя значения (48) и (50) в формулу Грина, находим: 


1 р 1 дю 1 д ._ 
ос фам — 


УИ о Оо м о, Ч 
а она в 


а № у (5, у, 2, Баг — РЕМ р. 1, — 97) | аз ау а — 


1 
<“ 


=. № | те (шт, В) + УФ а 72 ду аз — 
к о 


1 


Ее == № (ту, 2) -- а? аТУ р] 0 4х ду аз. (54) 


И 
ры 
[2 


Заметим, что при вычислении функции р мы могли бы переходить к пределу 
и при ч->0, так как все встречающиеся при этом интегралы сущест- 
вуют не только в смысле главного значения. 


$ 5. Решение задачи Коши для уравнения четвертого порядка 
В этом параграфе рассмотрим уравнение 


А би ди ди\ _ 
По бон (ба в) =/ (52) 
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и решим для него задачу Коши в неограниченной среде, т. е. найдем 
решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям 


ди 


и =9ь #=0,1,2,3. (53) 
1 


1 =0 


Построим для уравнения (52) формулу Грина. Имеем: 


в Ди ди › ди › ди 
Зи 03 972 ди ди 9?и 
а 2 ИР ее РВ 
О Те да) 
2 2 
, 9х \ 92 д дх.01? ду \ду д дуд1? 


[29 +0) — = (и +=]. 


Интегрируя эту формулу по объему четырехмерного конуса с вырезанной 
осью, получим: 


к—ог 


о Аи ди 
Ц\ 1 ) (отл — иль) а } @@ = (К (вби — 2 Аи — | 
Эля 0 Эрл | 
ди ди д3Зи, 03% 922 ди | 
М ЧТ Е. ара | 
р в иРа Иа д 9+ 


о ди ди ди 02 др | 
+ т р) беду + (а ).__ „уаз + | 


д%012 


р ди д? 93% ди [ди \ 
— (== -5" — @ Зуб Е. ах аз ЧЕ [= (5= +ш ) ее 


2 (а + Ш 45 ау 4Е — М [об — Иа - 


Эрл 

Ар дц д3и 93 9°ш2 ди 
) а А Е В ВЫ 
. (= д Ты Г 
9% д? ыы д до 

у р 

+°97 ав), 2494 — (\ {| { [м же 
Ат о 
02 ди ди ди 


Пусть и в (54) — искомое решение уравнения (52) при условиях (53). 
Возьмем в качестве ш решение уравнения /лр = 0 в виде 


РИ 1— оз 
1 С : пои 
И \ и. эра о (9 ас. (55) 


0 
Будем [искать решение задачи (52) — (53) при помощи формулы (54), 


переходя в ней к пределу, например, при > 0, причем заметим, что и 
в данном случае предел не зависит от способа сжимания поверхности 
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Вт 
5ьл› Т. е. все интегралы существуют не только в смысле главного зна- 
чения. Вычислим сначала первое слагаемое правой части (54), которое 


для удобства обозначим через К. Для этого найдем значения на поверх- 
ности конуса функций: 


. др 4 2 102% ар? 
Нм = 0, И =-— = 
СЕ. а ы Е ИСО: 0 Эр8 › ] 
‚030 9264 о д _ а (21—20) 
п — = ал о 
Ст 23 + = 8гз`› а 7. г? * 
: 48% _ —@а(х — о) [6° —2 (2 — 20)?] 436“ (1 — ж) 
-— ЗО А а о и т 58) 
1 9% _ — а (у %) [9—2 (2 — 20)?] а а8р* (у — уо) 
> ог д1?ду 2г4 Зтга , 
. к. Е 346? (2 — 20) 436 (2 — 20) 
а и 


Подставив полученные значения в интеграл К, перейдем в этом инте- 
грале к характеристическим координатам 


=, У=И, 2=42, Н=Ё_Ц ОГ, 


заменив при этом интегрирование по Н интегрированием по $, у, 2 в с00т- 
ветствующих интегралах. Учитывая, зто 


Ди = Ди + 2-2 (а) + и: м: 
1 


преобразуя подынтегральное выражение и складывая коэффициенты при 
одинаковых функциях, получим: 


к ав ры, 


Эл 


Приняв за поверхность, ограничивающую область О, сферу & — аг=0 
и поверхность 5»„, перейдем от объемного интегрирования к интегриро- 
ванию по поверхности; тогда, перейдя во втором и третьем слагаемых 
к сферическим координатам, получим: 


ВЮ д 
А = 4ке (ть, У, 20» 0) \ + ЖФ + 


т 


ЕЕ. 6 
Пт) 


Очевидно, предел при 7—0 интеграла по 5»,„ в (57) равен нулю, так 
как подынтегральная функция имеет интегрируемую особенность. Пока- 
жем теперь, что предел при 9-0 последнего интеграла в формуле (54) 
равен нулю. Действительно, в пределе обращаются в нуль члены, содер- 
жащие соз (п, 2), так как с0$ (п, 2) отличен от нуля лишь на дисках, а 
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мы переходим к пределу при 9—0. Далее, 


: 2 д | 2 — 0272 \, 
ав 9% д 03) 00 Ул — д 7 
брт Бля 


1 
так как под интегралом стоит величина порядка =” Вычислим предел 


остающегося слагаемого. Рассуждениями, аналогичными проведенным при 
решении системы, можно показать, что 


В 9 02% 
== Ш \ эт ав 49 = и (2, У, 2,1 \ (о = 60$ (п, 1) 


7-0 
Эли 


д 0? 9 0? 
бу 2 608 (п, у) + — 5 я 0$ (п, 2)) 45. 
Далее, 


й эп 


Г==и(а, и, От 1 р? [4274 — т? (ё — 20)] Л ( ВУИ т? — а? у 


7? (1? — @27?) г 
— 0 


Е За?т? 2х — р3х3 д (: Ул? — ал? )} 42 4%. 
Г 


8 
г (18 — @2т2)? 


Произведя замену независимого переменного. 


о ес = __ 45 
— = ЕВ. ИИ 


получим: 


1 


1=4 ЕО ЕС 
чьи [лузер 


У в 


а 22 тсзр? 
Не. 
И1 — 2 (212 — ар?) мо ( 


=—— 
Учите 6? (27? — а2о?)? 


УЕЕНя 7} а. 


Убеждаясь в равномерной сходимости интегралов по о с помощью пост- 
роения соответствующих мажорант, находим: 


1 


ЕЕ, к. 1) ее ю Ло (<<) + 


- о &®— 


ут ей (5) В 


6? 
УТ 


Подставляя все найденное в формулу (54), окончательно получаем реще- 
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ние поставленной задачи в виде 


и (то, У» 20, 20) = \\ и о 


02 д 
ре 2 ( р - “и -+- ©. эт — ори 4х ау 42. (58) 


$ 6. Качественные выводы 


Из полученных формул для решений системы и уравнения четвертого 
порядка можно сделать следующие выводы. 
1. Область зависимости решений конечна и представляет собой шар 


1 
(основание конуса в четырехмерном пространстве) радиуса -ь Так как 


решение зависит от начальных данных на всем основании конуса, то 
возмущение, произведенное в начальный момент в окрестности. точки 
Хо, Уо, 20, В момент времени &, отзывается во всех точках, лежащих внутри 
сферы радиуса #; с центром в %,, Уз, & при & >0. Таким образом, волна 
имеет резкий передний край и размытый задний, т. е. происходит диф- 
фузия заднего фронта волны. Заметим, что у волнового уравнения с по- 
стоянными коэффициентами и с нечетным числом пространственных пере- 
менных диффузии не бывает. Скорость распространения возмущений при 


Ч 
этом равна чо т. е. конечна, что является показателем сжимаемости 


жидкости. В несжимаемой жидкости при « = 0 скорость распространения 
возмущений становится бесконечной. 

2. Формулы для решений системы (1) и уравнения (2) при « —> 0 пере- 
ходят в соответствующие решения, полученные С. Л. Соболевым (Г) для 
его ‘системы при « = 0. При этом область зависимости из ограниченной 
переходит во все пространство; характеристический конус вырождается 
в гиперплоскость # = &. Функция р при «=0 уже не зависит от на- 
чальных данных в случае системы, а в случае уравнения четвертого 
порядка при « =0 не нужно задавать в начальный момент вторую и 
третью производную по времени от искомой функции.. 

3. Фундаментальные функции и возмущающие силы входят в формулы 
для решений с запаздывающим аргументом & — ог. 
4. Решение построено с помощью функции типа 
1 ВИ — а2г2_ } 
и д ВЕЕ 
в области Ё# > а?"?. Если рассмотреть сферу радиуса г, то на ней аргу- 
мент функции Бесселя, входящий в эту формулу, будет меняться от нуля 
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(при # = о”) до УР —- 9”? а колебания будут такого же вида, как при 
«=0. Но на сфере большего радиуса т, колебания будут возникать 
в более поздние моменты времени и до момента времени #, на ней обра- 
зуется меньше волн, чем до того же момента времени на меньшей сфере. 

5. Особенности фундаментальных решений одинаковы у системы при 
«Е 0 и при «=0, хотя эти системы относятся к различным типам и 
решения задачи Коши для них отличаются одно от другого, как [это 
видно из формул (40), (42), (51) и соответствующих формул при « = 0. 

В заключение выражаю глубокую благодарность С. Л. Соболеву за 


постановку задачи и ценные советы. 
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И. М. ВИНОГРАДОВ 
НОВАЯ ОЦЕНКА ФУНКЦИИ 5(1 -- $6) 


На частном примере функции С (1 -- #) дано новое усовершенствование 
метода автора оценки тригонометрических сумм. 


В этой работе на примере оценки функции 6(1-- 1), точнее говоря 
на примере оценки суммы © теоремы этой работы, развито новое видоиз- 
менение моего метода оценки тригонометрических сумм. Однако доказа- 
тельство построено так, что тривиально и без потери точности оценок 
оно может быть перенесено и на широкий класс сумм, в некотором отно- 
шении аналогичных сумме 5, причем для этого класса может быть легко 
выведена некоторая общая теорема (раньше такие суммы оценивались 
при помощи теорем, аналогичных теореме 1‚а работы (?)). 

Идея видоизменения уже применялась для различных целей в моих 
прежних работах [например, в работе (“)]; различные варианты этого 
видоизменения могут быть с успехом применены к улучшению оценок 
тригонометрических сумм, принадлежащих и другим общим классам. 
Лемма этой работы, являющаяся основой доказательства, без существен- 
ного ухудшения результатов может быть заменена и одним из ее преж- 
них вариантов [например, вариантами работ (?) и (3)]. 

Результаты этой работы в несколько менее точной форме (получен- 
ной применением менее совершенного варианта видоизменения) были с00б- 


щены без доказательства в работе (1). 


Обозначения. 0, 0'’,...— числа, модули которых не превосходят 1, 
п — целое число, п>.7Т, а — целое, 
о 
п, . 5000 р 
№ = | |, И — о @ 6 9, 
3 В 
д — 01| = 1 # = 99, ОВ _1,. 
Символами 2х, 11,... обозначаем переменные, пробегающие значения 
1,..., Х, а символами у, У1,... — переменные, пробегающие значения 


ть 
ЛЕММА. Пусть п. — целое, п: 211, 1 — целое, 1>2, Х, — целое, 


4 
Хи, =], 


. 
‚ &ы пробегает значения 1,..., Ха. Гогда при любых 
число решений системы 


и каюдое &,... 
заданных 21,..., 2, 


ны &, —&н-—.-. — вы = 21, 


К О ИС 6 5 © Ф о хоо 


#т. ть п в 
В бы к — 6 = 2 
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не превосходит И’, где 
25.— та (п.--1) п: (и) (та 


з 

1 

| - й ь.1 пе 

0’ = ОЖ 2 2 , (Л = ИДЯ 49, Иа 


Доказательство. Доказательство этой леммы является дальней- 
шим усовершенствованием доказательств прежних ее вариантов (леммы 2 
и 3 работы (2), теорема 1 работы (3)). 

ТЕОРЕМА. Пусть а, — целое, а< а, < 2а, 


=. Ул ь д в 


а<х<а, 
Тогда имеем: 
1 


Пола р. 
а Р — 653000 из 


Доказательство. Примем обозначения: г =26, то = 26,, 
4 2 Л 
6 = [9+ ЕО 4], Бо = | Тиз + ЕО +1]. 
Имеем [сравн. доказательство леммы 8 работы (4)]: 


Э‘=в р. В и -- 2, 9 = и ря е?^11 (и--ху), 


а<и<а„ х у 


1(и | зу) =ф(т, у + ^(х, у), $(ту=А-Аму+... + Аллу 


1 
=: Я 8 
4 551 (№). аисты при $>0, [^(5, у)| < т з 
, 0" уве 
би = +7 ХУа 3, 5, = У Хе © у, 
х у 
А ы < 274 (Аху -...РА, ху” 
а Ча» и. 
хо, 
у — 1 р т -- 1 рее 1/8 тя 28 з 
$ 1 7% 5 Бо--1 о ах У" 
й = Ак С / ий 
| о" в Х тт у" (т—1) > № от" (АУ, Х:-... Ав, пп з 
:, ..., Ут, Хх, ,Хг 
и $ ео ЗЫ $ 
т НЫ = Че 


Здесь каждое Х, принимает лишь значения, совпадающие с целыми чи- 
слами 2. интервала —ЬХ°<2.ЬХ*, причем, согласно лемме, число ре- 
шений системы Х\ =2.,..., Х», = 2», не превосходит (0, где 


т (п-т) По (0-1) 1 


Бы ы += а) эт 
Г = х 2 В. о а а, я 


3 


’ 


причем, заставляя каждое 2, пробегать все Аа целых чисел С 
интервала, получим: 


АУ ГЕ = Хх т у" "Пт хх У т (А. у 12-+.. НАУ’ о а 


21, 2, | Мь +. Ут, 
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тот 2(то—1) тут (1) то п о?” АУ +... А; 
Ри аа р У о. 
о 1» ** 2 Ут, 
о о. 
Е ера 


Здесь каждое У, принимает лишь значения, совпадающие с целыми чи- 
$ - 

слами *; интервала — го" < 1, < то/*, причем число решений системы 

7, =т1,..., У, =, Как нетрудно сообразить, применяя лемму, не 

превосходит И), где 


То (По--1) зо (9®-Е1) 
ОЕ о 
И — ТУ 2 5 2 


(1—7 146 713 
, И’, = 24°. 


Таким образом, заставляя каждое 9, пробегать все 27,У® целых чи- 
сел указанного интервала, получим: 


р Е По (о-1) 
и ОО ох ара Ук 
т, --*› ть 
| (1) 
ре Ее: 


2 
Заменяя каждое Н; числом гХ., получим грубую оценку: 
он ре 70 
> — 9 0 — и о 
р=(хуеи Ху (оу, 


Для получения более точной оценки оценим сначала ту часть Е, правой 
части неравенства (1), которая отвечает условию, что среди чисел 


Та-ри-нь*--2 зил (2) 


имеется не меньше чем п равных нулю. Отношение числа систем значе- 
ний чисел (2) с указанным условием к числу всех таких систем не пре- 


восходит 
п? 


а, 
Поэтому 


12 


ПРО 


Далее, оценим оставшуюся часть Е, правой части неравенства (1). 
Здесь, оценивая произведение Ник-+л... Ники, следует учесть, что сре- 
ди его сомножителей Н, найдется не меньше чем и таких, что соответ- 
ствующее значение %\. не равно нулю, причем имеем: 


2щу пу 2 ин) 


В 8 
| Ав | < т а т < 0,1, 
1 п 
Н с х $$ 25 4 , 
< 1 < т Ос 16 
т т, т РА [а ВЕ г 
Поэтому р : 
п? п 


и п а 
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Далее находим: 
9,25 п << 6<9,3 т, 7,25 п? << 1,3 па, 2тог > 536,5 па, 
\ 1 1 
то (т + 1) (+ ез 2 еж < 0,009761 п? < 16" = 2. 
2тог? < 86,5? < 5060 ив, — З6бфто -- 146 т < 487 пз, 
18 пз -{- 7пз = 25 из, | 
437т3 2513 ия — 
ПЕ ОБО а Ре 
откуда, замечая, что 
по (шп 5060 -{ 6 ш по)-- (437 ш 2 + 25 т по) < 0,015, гол 4,02, 
536,5 т 
п? 
19.586,5 па 7 
находим: 
|5, |< 1,02 ХУа-?, |5.|<1,03 ХУа-®, |5|<\1,04аг>. 
Следствия. Пользуясь доказанной теоремой и некоторым видоиз- 
менением рассуждений главы УП книги (5), уже легко доказать, что 
[сравн. работы (5) — ($)] 
2 
Саи) =0((шВ?) 
и что ((<-Р И) не имеет нулей в области (А — положительное постоян- 


ное число) 
А 


_2 
(шв з 

Применяя же теорему 23 главы Ш книги (8), отсюда легко вывести, 
что 


е>1— 


5 
(а) = | 42 + О(ае- ав) 
2 
где 0 — положительное постоянное число. 
Можно улучшить также и другие оценки теории распределения про- 
стых чисел. 
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Б. В. БОЯРСКИЙ и И. Н. ВЕКУА 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЖЕСТКОСТИ КУСОЧНО-РЕГУЛЯРНЫХ 
ЗАМКНУТЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ 


В. Бляшке принадлежит изящное доказательство жесткости овалоидов, 
основанное на одном выведенном им же интегральном тождестве [см. (1), 
стр. 220]. Используя это тождество, авторы настоящей работы доказы- 
вают жесткость весьма широкого класса замкнутых кусочно-регулярных 
выпуклых поверхностей неотрицательной кривизны. 


Пусть © — регулярная поверхность, ограниченная конечным числом 
кусочно-гладких простых кривых 4[, [1,..., Ги, совокупность которых 
будем обозначать через Г. Если Х =Х (и, 0) — параметрическое уравне- 
ние поверхности 5, то, рассматривая орт нормали к 5 


Хх, 


=, 
[Хи ХХ, | 


будем предполагать, что тройка векторов Хи, Х,, п составляет в каждой 
точке поверхности правую систему. Примем в качестве положительной 
стороны поверхности ту, куда направлена нормаль п, а в качестве по- 
ложительного направления обхода вдоль /, условимся считать то, которое 
оставляет слева положительную сторону поверхности. 

Пусть У =У (и, 5) и = (и, 5) — поля смещений и вращений, соот- 
ветствующие некоторому бесконечно малому изгибанию поверхности. 
Векторы Х, У, Й удовлетворяют следующим равенствам: 


ах=йхах, ах.ау=о0. (1) 


Если учесть эти равенства, то из формулы Остроградского легко вывести 


следующее соотношение [см (*)]: 


2 \ Х7, 7, ди 4 = \ хат, о 


где интеграл по Г, берется в положительном направлении. 
Относительно векторов Х, Уи Й достаточно предположить, что * 


Х (и, 2) 65° (9+ Г), У(и,5) 6 С’ (5+ Г), (и) 6С' (5 +1). 


* Заметим, что, привлекая аппарат современной теории интегрирования, эти огра- 


ничения можно значительно ослабить. 
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о Е РЕ аа 
Обозначим через | и з два единичных вектора, касательных к поверхности 

в некоторой точке, и будем считать, что векторы 1, $, п составляют 

правую систему. Из равенств (1) легко следует, что производная венто- 

ра / по направлению $ представляет собой вектор, принадлежащии по- 

верхности [см. (?)]: 


= Ту = 11-Е 8Нь (3) 


где ар и Н;: — нормальная и касательная составляющие вектора То [ме- 
ханический и геометрический смысл этих величин см. в работе (?)]» 
Легко показать, что Н: = — Я.. 

Если отнести поверхность к системе координат в линиях кривизны, 
то из (3) получим: 


а ой А (4) 


где (1, а, Н=Н, = — Но представляют собой нормальные и касатель- 
ные составляющие векторов Та) и То), соответствующих главным на- 
правлениям. 


Из (1) и (4) нетрудно вывести, что величины С1, С», Н удовлетво- 
ряют следующей системе И 


и в „ _ 
не т ПН — зы 6—0, | 


(5) 
р авн ‚дв Ат _ | 
а а о 
11 Ве ЕС» = 0, , (5') 
где А! и А, — главные кривизны поверхности. 
В силу (4), формула (2) принимает вид: 
Ра а ‚) Хидиа» = \ Х2 42 (6) 


Г 


Эта формула справедлива для любой регулярной поверхности. 

В дальнейшем мы будем рассматривать замкнутую\выпуклую поверх- 
ность, склеенную из конечного числа регулярных поверхностей неотрицатель- 
ной гауссовой кривизны. Эти поверхности мы подразделим на три группы. 
В группу[ включим те из них, для которых А, =й. ==0, т. е. плоские 
фигуры. В группу П включим цилиндрические поверхности: на каждой 
поверхности этой группы К ==0, но одна из главных кривизн положи- 
тельна почти всюду. Наконец, в группу Ш включим поверхности, для ко- 
торых гауссова кривизна К >. 0, причем знак равенства, возможно, имеет 
место на множестве (плоской) меры нуль. Таким образом, мы не предпо- 
лагаем наличия конических точек у рассматриваемой поверхности. Одна- 
ко предлагаемый метод распространяется также и на этот, случай 
(см. замечание). 

Линии склеивания рассматриваемых поверхностей будем предполагать 
кусочно-гладкими. Совокупность этих линий разобьем на две группы 
группу А, включающую простые замкнутые или разомкнутые линии склеи- 
вания, и группу В, включающую те линии склеивания, на которых 
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лежит конечное число точек, из которых исходят три или более (конеч- 
ное число) линий склеивания. Эти точки условно назовем вершинами. 
Групна В может состоять из нескольких связных множеств ВУ, ВОВ 
п>1, причем В.В, =0, если г-= А. Кривые каждой группы Б* состоят 
из конечного числа ребер, причем каждое ребро содержит лишь две 
вершины в качестве начала и конца. Эдесь не исключается случай, когда 
ребро является замкнутой кривой, т. е. когда начало и конец ребра 
совпадают и, следовательно, ребро представляет собой петлю. 

На каждом ребре, а также на каждой из кривых группы А, которые 
можно назвать изолированными ребрами, мы будем различать два берега — 
левый и правый, отмечаяй их знаками «--» и «—» соответственно, при- 
чем направление, оставляющее [левый берег слева, будем считать поло- 
жительным. Так, если /, —{овокупность линий склеивания, то через /,* 
и Г/ мы будем обозначать соответственно совокупности их левых и пра- 
вых берегов. 

Применяя к каждому гладкому куску рассматриваемой поверхности 5 
формулу (6), а затем суммируя по всем кускам, мы получим: 


1=—2 \ (Н?— С.С.) Хпаваь = \ ОИ (7) 
5 


Ш 


Если начало вектора Х поместить внутри поверхности, то Хп> 0 и, 
значит, Лл<0 (мы, следовательно, считаем, что Н — внешняя нормаль). 

Из неразрывности деформации следует непрерывность вектора смеще- 
Вия У репу = У на Г. Дифференцируя это равенство по дуге кри 
вой Г, и учитывая (1), получим: 


7 =. наи), (8) 


где — скалярная функция точки кривой [. Продифференцировав это 
равенство по дуге кривой [,, найдем: 


477 — АЙ = — зав — ЁЕиулаа$, 


где п — главная нормаль кривой [, а А — ее кривизна. Умножая пооче- 

редно обе части последнего равенства скалярно на ш и на бинормаль Б 
о о а 

кривой /,, мы, в силу (3), получим [см. (*)]: 


С: 008 0* — С, с0840`=0,1 С, 31 0* — С, 07 = йи, (9) 


Ав. 


или 
Ра с0з 6" = — зп ЭС, #6050 = — мщбн, 9=б— 06", (10) 


где 1 и Г — тантенциальные нормали кривой Г,, соответствующие поверх- 
ностям 5+ и 5, прилегающим к левому и правому ее берегам, 9+ и 
9-— углы между главной нормалью ш кривой Г, и нормалями п* и п” 
поверхностей 5" и 5 соответотвенно, причем угол 0 считается положи- 
тельным, если в результате вращения вокруг з на угол 6 против часовой 
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стрелки триедр $, ш, Б совпадает с триедром 3, п, 1 (см. рис. 1). На 
рис. 1 углы 0+ и 0` положительны, причем 0 > 0+. Поэтому 03 тм. 
Так как в случае выпуклой поверхности 


соз 0-0, с0оз0*<0, эш9>0, 
то из (10) следует, что 
ы@л= №2 0, иС+ Е 0. (11) 


Поверхность является жесткой тогда и только тогда, когда система 
уравнений (5), (5’) допускает лишь тривиальное решение С: = @:=Н==0 
и и=0 на СД, т. е. когда поле вра- 
щений 1, (и, $) постоянно на всей по- 
верхности 5. Равенство @: = @,= Н== 
—0 гарантирует, что на каждом из 
кусков, из которых склеена поверх- 
ность ©, (и, 9) = соп8, т. е. что 
каждый из них допускает лишь бес- 
конечно малые движения. Условие 
и =0 на ДС исключает возможность 
вращений отдельных кусков поверх- 
ности 5 относительно друг друга - 

На поверхностях группы Т систе- 
ма (5), (5’) допускает решения вида 
(полагаем А = В = 1): 


ре 920 С° 
| . Е 922 , 2—9 ди? ‚ 
ис. 
По. (12) 
ди де ’ 


где о(и, 2) — любая функция от и, 2. Поэтому говорить о жесткости 
плоских частей поверхности не имеет смысла. Однако мы не бу- 
дем исключать из нашего рассмотрения поверхностей группы ие допу- 
ская для них лишь тривиальные бесконечно малые изгибания: 
У = 2 К — С, 

где 2 = сопзё, С = сопз6. Тогда для! поверхностей группы [ условие 
а: =4. =Н =0 выполняется автоматически. 

Легко обнаружить, что жесткость поверхности следует из условий: 
и ==0 на Г и Н*— С.С, =0 почти всюду. В самом деле, на каждой по- 
верхности группы Ш, как это следует из (5’), @,4, <0, причем знак 
равенства возможен лишь на множестве (плоской) меры нуль. Поэтому 
если М — С.С, =0, то Н = 4, =С(.==0 почти всюду. Если же на по- 
верхности группы П выполняется равенство И* — С.С, =0 и, например 
равенство А! =0, то з 

Н = С. ==0. 


Далее, из рассмотрения системы (5) и уравнения Кодацци (Е.А). = 
= А.А, легко заключить, что 


(ВС). = 0. 


Отсюда, если учесть, что на границе поверхности группы П (4. =0 
вытекает, что и @, =0. | 
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Если для плоских частей рассматриваемой поверхности мы будем 
допускать произвольные бесконечно малые изгибания вида (12), то в 
этом случае необходимо дополнительно предположить, что каждая ли- 
ния 9 = с0156 на поверхности группы П (Ё, =0) имеет по крайней мере 
одну общую точку с границей поверхности группы ПП. Но следует 
иметь в виду, что в этом случае будет обеспечиваться лишь жесткость 
совокупности поверхностей групп Пи Ш. 

Равенство (7) можно переписать в виде: 


1= ха + ха 72). (3) 


УР У 


Интегрируя по частям, получим: 


\ х2га Ах — \ ахи: (#—12^)— Д-Р) ах + 
Г“ убы 7 
т \х (2-2) 47. 
УВ 
В силу (8), второй интеграл правой части этого равенства равен нулю, 
и равенство (13) принимает вид: 


ем х (2—7) 47 \х(2"— 2) 47, (14) 


Г ТА 


где д обозначает приращение ХЙ/ 7“ при однократном обходе всех ребер 
в положительном направлении: 


НХ Мл. (15) 
В силу (3) и (8), равенство (14) можно переписать в виде: 


[= ибьжитав | \м@-Хиаз +5 | (16) 


Г 1 


(здесь мы учли, что хз =и", ГХ5=п ). , 

Так как начало вектора Х взято внутри рассматриваемой поверхности, 
то Хп*`>0, Хип ›>0. Таким образом, в силу неравенств (11), криволи- 
нейные интегралы, фигурирующие в правой части равенства (16), будут 
неотрицательны. Если, кроме того, будет доказано, что 6 2.0, то правая 
часть равенства (16) будет неотрицательной, в то время как левая его 
часть, равная левой части равенства (7), неположительна. Отсюда сле- 
дуют равенства: 


Н*— 0:6. =0, 8=0, 


которые, как мы уже отмечали выше, вместе с У отВоы Ш==0 на Д, 
означают жесткость рассматриваемой поверхности. Таким образом, оста- 
ется доказать, что 8 >. 0, и обнаружить, что из равенств Н = С; = а = 
5 =0, следует, что и==0 на Г. Очевидно, 6 =6 + 95 +...- др, где 
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а" Е НЕЕ НЕЕ ЕЕ НО 


т = + 
5; обозначает приращение Х2`7* на ребре /[#. Если А; и В; — начало и 
конец ребра Гл, то, очевидно, 


& = (71) в,— (Х2 7) д,. (17) 


Так как мы считаем, что векторы Х и Й непрерывны на замкнутых 
поверхностях, из которых склеена рассматриваемая поверхность, то при- 
ращения величины Х777* на ребрах, входящих в группу А, равны нулю. 
В самом деле, для (замкнутых 'ребер А; = В; и, очевидно, 6= 0;. для 
разомкнутого ребра Да РА, 7, =Ив;, и также 8; =0. Если 7 по- 


стоянно вдоль [4 и И ‘постоянно вдоль [4, то из (8) и (9) следует 
равенство и ==0 на всяком ребре [4,. на ко- 
тором существует хоть, одна точка с # =. 
Из (8) также следует, что ш=0] на разом- 
кнутых ребрах. На прямолинейном ребре Гл, 
в силу (8), в = С: = с018. Следовательно, 
и =0 на всяком ребре группы А, представ- 
ляющем Тсобой ‚замкнутую (простую | лома- 
ную, состоящую из прямолинейных или кри- 
волинейных отрезков. | Итак, мы доказали, 
Рис. 2 что из равенств Н? — (:4. =0, 6 =0 выте- 
кает, что и==0 на всяком ребре группы А. 
Таким образом, установлена жесткость выпуклой: кусочно-гладкой по- 
верхности неотрицательной кривизны для того случая, когда линии 
склеивания представляют собой кусочно-гладкие простые кривые Жорда- 
на (замкнутые или разомкнутые). 
Перейдем теперь к доказательству этого предложения в общем слу- 
чае. Прежде всего мы должны обнаружить, что 5 > 0. 
Суммируя выражение (17) по ребрам группы В и группируя слагае- 
мые по соответствующим вершинам, получим: 


= ов... дм, (47) 


где 4, В,...,М обозначают вершины всех ребер, а 8с — сумма всех 
тех слагаемых, фигурирующих в правых частях равенств (17), кото- 


рые относятся к вершине С. 'Докажем, что 68с’>0 для любой верши- 
ны С. 


Пусть в точке С пересекаются п ребер Гл, Г..,"...,[.. Окрестность 
точки С на поверхности будет подразделена этими ребрами на п участ- 
ков 51,...,5», причем мы будем считать, что они перенумерованы таким 


образом, что, во-первых, Г; является общей границей 65; и Эа и, во- 
вторых, направление перэхода от 5; ‘к 65;., противоположно движению 
часовой стрелки (см. рис. 2). 

Пусть 3: — орт касательной к ребру [,(=1,`...,п, за = $1). Бу- 
дем считать, что векторы $; направлены таким образом, что многогран- 
ник, построенный на них, расположен в отношении точки С так же, как 
и рассматриваемая поверхность. 


| 
| 
| 
| 
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Если С является началом ребра /л, то в сумме дс соответствующее 
слагаемое будет равно 


— (ХА 2) = ХА, (18) 
а если С есть конец ребра /л, то, согласно формуле (17), будем иметь: 
(Х2`2*)с = Х2 414, = — Ха, (18’) 


где Й; обозначает предел вектора вращения 2(М), когда точка М по- 
верхности стремится к С, оставаясь в области 5;. По предположению, 
вектор Д непрерывен в каждой из областей 5;, включая их границы. 
Поэтому очевидно, что 1, существует. 

Суммируя выражения (18) и (18’) по всем ребрам, будем иметь: 


бс И Хяс, 
где 
се = Хх 2-2 Хх, +... хИ.. (19) 
Согласно (8), 
Дана = И из == 7 — (1 +... + 8). (20) 
Суммируя эти равенства, получим: 
181 НЦ2$2 +. . - Е рии, 0. (21) 


Внося (20) в (19) и учитывая (21), найдем: 


п 1—1 
9 = У У, шиза Х|8ь 
$=1 #1 
но из (21) следует, что 
т т, 


2 > Маркзк Х 8: = 0. 


ф=1 = 
Поэтому равенство (19) мы можем записать в виде: 
т УС 
Эс = — р о Иитк8ь Х 54. (22) 
ак 


Мы не исключаем из рассмотрения случай, когда некоторые ребра 
имеют общую касательную в точке С, т. е. когда среди векторов $1, 
з),...,8, некоторые совпадают. Пусть среди них различными являются 
5',..,3т, № < п. В таком случае равенства (21) и (22) принимают вид: 


раза 28а Е... - фи == 0, 


т, т ее, р 
%=— У, о Ш к5Е Х 9. 


Таким образом, с самого начала мы можем предположить, что вое век- 
торы $; различны. Нам нужно доказать, что % = — Х®с > 0. Для это 
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го достаточно показать, что вектор —9с составляет с каждым из век- 


< п 
| 15 1-) гол, больший чем -, т. е. что 
торов зк угол, 5 
ОИ, ин (23) 


причем знак равенства для всех К =1,2,...,ПМ возможен лишь тогда, 
когда Эс =0. Это означает, что вектор — с, если он не нуль, лежит 
внутри сферического изображения телесного угла У при вершине р 
внутреннего в отношении рассматриваемой поверхности. 

Для справедливости высказанного утверждения необходимо сделать 

одно добавочное предположение: векторы $х (Ё =1,...,п) не могут все 
лежать в одной плоскости, т. е. телесный угол И не должен вырож- 
даться в плоскость ни при одной из вершин рассматриваемой поверхно- 
сти *. 
Для доказательства неравенства (23) предположим сначала, что ника- 
кая тройка векторов 5х, Зк41, $к+2 не компланарна. Если п<3, то из 
(21) следует, что все их =0 и, следовательно, Яс =0, т. е. 8с =0. 
Пусть п_>.4. Тогда векторы $», А 24, можно представить в виде 


з 


вк = У в.в, А=4,...,п, (24) 
&=1 
где 
$5153 $1553 $1525 
Вт == и 0, Вх = , хз — 0. 
515253 $15253 $15253 


Внося выражение (24) в (21), получим: 
№« = — У Виаиь, &—=1. 2,3. 
к—4 


Нумерацию векторов $; мы можем произвести так, чтобы рассматривае- 
мый вектор $, совпал с $.. Легко видеть, что при таком изменении ну- 
мерации вектор “с не изменится. Поэтому достаточно доказать, что 
905. 20. 

Умножая обе части равенства (22) скалярно на $., получим: 


п 


— 9583 = [12855153 Е Ва р влба (81 Х $3) -Е вм (У рхба) (35 Х $8) 


К=4 Е 


=4 
т У ъ ус 
Е № о Риркбх88з = — 112515253 -- № о РаркЗк51$з. (25) 


Е 
[9 


* Это добавочное предположение необходимо только для высказанного вспомога- 
тельного утверждения, а не для доказываемой теоремы, если исключить из поверх- 
ности плоские части. Так как для невырожденного выпуклого многогранного угла всегда 
5с >0, то и в предельном, вырожденном случае, очевидно, 8 >> 0. Однако, как видно 
из дальнеиших рассуждений, отсюда можно заключить, что и ==0 лишь тогда. когда 
поверхность 5 не содержит плоских частей. 


ЖЕСТКОСТЬ ЗАМКНУТЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 173 


В силу (24), 
3 3 
$%815з = м № ВкоВах (За Х 54) 83 = (ВазВ> — ВьзВа1) $15283. (25') 
&=1=1 


Поэтому равенство (25) принимает вид: 


т% 


— сз — (вв) [ХХ м (ыфь — вывь) — вы] = 


в=4 КН 
п п п п 
= (515283) [У У, ва (Ваз — Вива) — м Вывышии | = 
$=4 = 1=4 А=4 
- п п 0 © 
= (515583) [Е У У вркВиВ и — — м раривлыв | з 
1=4 К=1--1 $=4 К=4 
и = 
* т т 
2 с$3 == ($15553) № м Ань, (26) 
$=1 А=1 
где 
в = та, И. т=п— 3, 


Ак = А = Ваз оВк-+з 1 при й < И 
Виза при Ё >. 


Если учесть, что тройки векторов 5:55; при &< < 7 составляют си- 
стему левого вращения (см. рис. 2), то будем иметь:] 


$155; < 0 при < ЁХ |. (27) 


Так как 315253 <.0, то из (26) следует, что ® с53>0 тогда и только 
тогда, когда 


о № Анк < 0, (28) 


а для этого достаточно, чтобы выполнялись неравенства: 


СЮ АО Е (29) 
где 
Ат А1> Алк | 
А» == Аз А Аз 
Аы Ма Ча 


При помощи индукции легко убедиться, что 
Ах = Ват (Ва>Взт а Вал Вэ) (ВзВвл Е В51Вв2) ее (Вк-о,> Виз = Вил Ви+,2) Виз, >, 
или, используя (25’), 
(545233) (355483) (868583). . - (Зк- 33-288) (31854381) , 
(819298) +1 


Аз = 


Если в соотношении (27) для {=3 нигде не присутствует знак равен- 
ства, то легко видеть, что неравенства (29) выполняются. ЁКвадратичная 
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И ^ 
форма (28) оказывается отрицательно определенной и с >0, если 
2 2 
Я = у | „2. 0. 
124 


В общем случае, когда некоторые троики векторов $#, 5х, 5; компла- 
нарны, форма (28) не будет уже отрицательно определеннои. Однако 
тогда, по непрерывности, она будет во всяком случае неположительно 


определенной. Поэтому для всех # = 1,..., п будем иметь: Ос5к >. 0, 
причем, если Осзх =0 для Ё =1,...,п, то Ос = 0; в противном случае 
все $1,52,...,8, лежали бы в плоско- 

А сти, ортогональной вектору 9с = 0, 


а это противоречит нашему пред- 
положению. Следовательно, ивэтом 
случае 6с > 0; отсюда выводим, что 
с =Ои Ос=0 во всех вершинах 
С рассматриваемой поверхности. 
Если в вершине С существует 
хоть одна тройка ребер $, $к+л, Зику 
такая, что в плоскостях [418542 И 
Зк5к4о не имеется никаких других 
ребер при вершине С, то тогда выра- 
жение для скалярного произведения 
Осзк+ будет, согласно разобранному выше случаю, отрицательно опре” 
деленной формой переменных 1, ..., Ик» Мк» - ::,Мя, причем Осзк+2=0, 
так что м =0 для всех ребер Г. при вершине С. В силу (8) и (9), на 
всех ребрах, на которых хоть в одной точке кривизна А -= 0, также 
будет р =0. Поэтому при доказательстве равенства и =0О на всех реб- 


т 


рах при вершине С криволинейные ребра можно заранее исключить из 
рассмотрения. 


Ри 


Остается исследовать только тот случай, когда в вершине С сходит- 
ся несколько прямолинейных ребер, причем при любом выборе тройки 
3х» ЗА+1, Зк|2 В ОДНОЙ Из каждых двух плоскостей $541, Экко, Эк 19+ 
имеются векторы $;, отличные от $х, Зк+1, $и+2. Это будут так называемые 
ненастоящие ребра (см. рис. 3). 


Так как не все $;, {=1,...,п, лежат в одной плоскости, то имеет- 
ся такая тройка, для которой 33 +13к+2 -- 0. Предположим, что $; == — $; 
ни для одной пары {и А. Тогда если $к+3,...,$т — все ребра при вер- 


шине С, лежащие в плоскости $»:13%:., То, рассматривая квадратичную 
форму Осзк+», аналогичную форме (26), получим, что все в; =0 для 
[о киг>т. Рассматривая же формы Осзь:: или Осз».., легко выве- 
дем, что и все остальные ш; равны нулю. 

В силу выпуклости и нашего добавочного предположения о некомпла- 
нарности всех $1,...,5„, может существовать самое большее одна пара 
$1, 5%, Такая, что $8, = —5;,. Это будет иметь место тогда, когда угол 
У вырождается в двугранный угол с ребром вдоль $;; вершина С будет 
его ненастоящей вершиной. Тогда из условия Ос =0 и из равенства 
(21) уже нельзя заключить, что все и; =0. Однако, исключая вектор 
$%, из формул (21) и (22), мы сведем рассматриваемый случай к преды- 
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дущему и легко получим, что м = 0 для Е ц, № и в, = ва, т. е. при 
переходе через вершину С в направлении ребра двугранного угла И 
величина | сохраняет свое значение. Поэтому для установления равен- 
ства м, = 0 достаточно заметить, что, передвигаясь вдоль ребра $;, мы, 
очевидно, после конечного числа шагов придем к вершине С”, через 
которую ребро в направлении $, уже не продолжимо или продолжимо 
лишь как криволинейное ребро. В обоих случаях мы получим, что (в, = 0 
при вершине С”, откуда, согласно сказанному, следует уже, что и при 
вершине С в, = щк, = 0. 

Это полностью завершает доказательство предложения о жесткости про- 
извольной кусочно-гладкой замкнутой выпуклой поверхности неотрица- 
тельной кривизны. 

Заметим, что наше рассуждение дает также доказательство жестко- 
сти выпуклых многогранников. Для этого достаточно заметить, что, со- 
гласно формуле (17), все 6; =0; в самом деле, вектор вращения  при- 
нимает постоянное значение на каждой грани и поэтому 


Таким образом, 


Но, в силу (17°’), 6>0, если изгибание не тривиально, ибо найдется 
хоть одна такая вершина С, для которой не все м: равны нулю, что 
невозможно. 

Равенство 6 = 0 следует также из интегрального равенства (16), ибо 
для многогранников Н = С, = 4. = 0. 

Замечание. Пусть Р — коническая точка поверхности 9. Если 'из 
5 вырезать точку Р при помощи маленького контура Г, стягивающего- 


ме 


ся к точке Р при 6-—>0, и к оставшейся части применить формулу (2), 


то в правой части формулы (7) появится добавочный член вида )} Х2а2. 
Та 
Докажем, что 


На \ Х747 > 0. (30) 
5-0 
15 

Неравенство (30) есть непрерывный аналог неравенства (23). При его 
выводе ограничимся для простоты случаем, когда в окрестности точки 
Р поверхность 5 есть выпуклый конус. Учитывая, что в координатной 
системе в линиях кривизны первую квадратичную форму конуса можно 
представить в виде 


И ое, 


мы из системы уравнений бесконечно малых изгибаний для векторов 
смещения и вращения получим следующие выражения: 


У=о[ф (в) Г (и) - > (и) $" (и) п], 
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7] / ф А 

Ею [+ ФУ, 
ие ++ ушка, 
и у 
где у = т с0з 0 = шп и ф (и) — некоторая периодическая функция перемен- 
ного и (О<и2т, >00). 

При выводе этих формул принято, что в вершине Р вектор смещения 
У равен нулю; не нарушая общности, этого всегда можно добиться до- 
бавлением тривиального изгибания (своего для каждой вершины). 

Из приведенных формул следует, что 


[2|-2—>0, (31) 


г. оС, Се 008 


при #2-—>0. Частные суммы вида 


м 

Ух (и 74), 

=1 
где 1744, — 2 =Н (и!) 1(и:) = и | — некоторая последовательность 
образующих конуса, будут, очевидно, при любом фиксированном # > 0 
приближать интеграл 


Но в силу того, что 
441 — 4 = ци, ера, 2 нЕ 


и того, что | можно считать ребрами некоторого выпуклого многогран- 
ного угла, эти частные суммы имеют вид (19) и кним применимы рас- 
суждения на стр. 171—172. Поэтому 


№ (Ах че 48 > 0. 
15 


Представляя интеграл (30) в виде 


\ а \ 1 хай -+ | у 


15 15 15 


и учитывая соотношения (31), отсюда легко выводим неравенство (30). 


Поступило 
1.ТУ. 1957 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ВИХРЯ 
ПОД ПОВЕРХНОСТЬЮ ЖИДКОСТИ 


(П редетавлено академиком А. А. Дородницыным) 


В работе рассмотрена задача об установившемся движении вихря под 
поверхностью идеальной несжимаемой тяжелой жидкости конечной глу- 
бины. Доказано, что существует единственное решение, переходящее в 
плоскопараллельный поток, когда циркуляция стремится к нулю. 


Задача об установившемся движении подводного крыла в линейной 
постановке изучена подробно. Основные результаты были получены 
в работах М. В. Келдыша, М. А. Лаврентьева [см. (1), (2)] и Н. Е. Ко- 
чина (3) [стр. 105—182]. 

Если распределить по поверхности крыла вихри (или источники) и 
воспользоваться выражением для потенциала вихря при его движении 
под поверхностью жидкости, найденным Целдышем, то задача сведется 
к линейным интегральным уравнениям, которые имеют весьма сложный 
вид. Эффективное решение для тонкого крыла было дано Келдышем и 
Лаврентьевым, а для глубоко погруженного тела — Кочиным. 

Большие успехи в области нелинейной теории волн, достигнутые 
в последнее время (в частности, доказательство существования одиноч- 
ной волны, данное независимо М. А. Лаврентьевым (“) и К. Фридрих 
сом (5)), позволяют поставить вопрос о существовании решения задачи 
о движении подводного тела в точной постановке и о единственности 
такого решения. В настоящей работе этот вопрос разрешен для вихря 


ы В 
в канале конечной глубины в том случае, когда с*>8Н и = 
мало, где с — скорость вихря, Ы — глубина канала, $ — ускорение силы 
тяжести, Г — интенсивность вихря. 


$ 1. Постановка задачи 


Вихрь постоянной интенсивности движется с постоянной скоростью 
в канале конечной глубины под поверхностью идеальной тяжелой жидко- 
сти. Предполагается, что далеко впереди перед вихрем жидкость по- 
койтся и свободная поверхность параллельна дну канала. Дно канала 
горизонтально. Не ограничивая общности, скорость вихря и глубину 
жидкости на бесконечности всегда можно принять равными единице. 
Движение можно обратить и рассматривать обтекание вихря потоком 
жидкости со скоростью на бесконечности, равной единице. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, №2 
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Возьмем систему координат, как показано на рис. 1. Вихрь находится 
в точке Р(0,“) и имеет интенсивность у. Мусеть у = У (5) — уравнение 
свободной границы (7), а у= 0 — дно канала (5). Область, заключен- 
ную между (Г) и (5), обозначим через РО. 
Пусть 2 =%-Й,, (2) =9(х, у) | (2, у) — 
комплексный потенциал. 

Задача сводится к определению функции 
(2), аналитической в), имеющей в точке 
2 = {% логарифмическую особенность и удов- 
летворяющую граничным условиям: 


Е — у -- уу = с01$6 на (Г), (1.1) 
Рис. 1 ф=1 на (Г), (1.2) 
ф=0 на (5) (1.3) 
и асимптотическим условиям: 
Но 7%) =; (1.4) 
аш ы 
ОВьйт = 1, (1.5) 


Отметим, что кривая (Г) не известна и должна быть определе- 
на в процессе решения. Гидродинамически условие (1.1) означает, что 
давление на свободной границе постоянно, а условия (1.2), 
(1.3) — что в установившемся ‘движении свободная граница и дно являются 
линиями тока, у — величина ускорения силы тяжести в нашей системе 
единиц. 


$ 2. Сведбние задачи © граничными условиями на неизвестной 
границе к задаче с граничными условиями 
на известной границе 


Отобразим конформно область 0) на полосу У (0<1< 1) при помощи 
некоторой аналитической в 2) функции 


< = @=+у (у) 


так, чтобы бесконечно удаленной точке в плоскости 5 соответствовала 
бесконечно удаленная точка в плоскости (. Пусть точке 2 == йх соответ- 
ствует точка © = 28. Легко найти выражение для комплексного потен- 
циала в плоскости С. Как известно, при конформном отображении вихрь 
переходит в вихрь той же интенсивности. В полосе У %ш(® имеет лога- 


рифмическую особенность в точке & =18 и удовлетворяет на границах 
условиям: 


Пн (6) =0, ч= 0 (2.1 
И И (2.2) 
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Нетрудно проверить, что функция 


5 >. ((— 18) 


(о) == ( \) 
(©) = =! ев + (2.3) 


удовлетворяет зсем этим требованиям. 


аш 
Подставляя че в (1.1), получаем: 


1 “у зш 8х 2 ас |2 
Е РВ т = | . | =. -Е Уф = 60856. (2.4) 


Для того чтобы скорость не обращалась в нуль на свободной границе, 
необходимо выполнение условия 


о 


1-{ с0$ В Вл 
20.8) или 

ув 5”. (2.5’) 
Рис. 2 Условие (2.5’) всегда выполняется для 

< ® 
Асимптотические условия (1.4), (1.5) запишутся следующим образом: 
м У =, (2.6) 

42 
и - =. (2.7) 


Кроме того, так как оси у = 0 соответствует ось 7 = 0, 
4 ($, 0) = 0. (2.8) 


Для упрощения граничных условий введем новую переменную т, поло- 
жив: 


Ч ет, «0 =0(1) Ат) 2 


Подставляя (2.9) в (2.4), получаем: 


ИТ у зт Вт 2 в 
2 Е 2 ° в тЕё- с03 В ] е?х + уу’ = сопз6. (2.10) 


= 


Продифференцировав (2.10) по $ 


и приняв во внимание, что 


ду АВ. 
э — = а Е = ще == 6 ^-311 0, 
а! 500: 
те Эа” 


0% 
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р дддиадд———_—_—о—ыЫы 


находим: 
1 у зт Вл ] 2.2. 90. 
5—9 св ё Е созвт | ° : бт Р 
1 д у зш Вт | уе-^ зт 0 — 11 
+ е^. >. ЗЕ Е Е + уе-—^ зп 0, [2.41] 


что после простых преобразований можно записать в виде: 


д 


о ==" (9 №у, В), (2.12) 
где 
к е_ ЗА зт0— 0 
Е (6, ^, 5, В) =» 1 эт Вт а 
| Ве, ева | 
у зт 8п = 
+5 [(1— р! чета) —1] % 
д у эт В 
Условие (2.8) для функции *(5) =6--П. будет иметь вид: 
(5, 0) = 0. (2.14) 
Условие (2.7), в силу (2.9), дает: 
Пт т ($) = 0. (2.15) 
Е < 


Условие (2.6) определяет зависимость В от *(б). 


Из (2.9), учитывая, что точке с =13 соответствует точка 2 =, 
получаем: 


с 
= + ег а, (2.16) 
или # 
в=1(“— В -С-\ [е"® — 1] аё. (2.17) 
тв 


Отделяя действительную и мнимую части, находим: 


ух 


х=ё- Ве \ [6е"® — 1] 4, (2.18) 


тв 


у=т- (&— 8) -- па ( [е"® — 11 4. (2.19) 


>. 
о ГВ 


Отсюда, в силу (2.6), будет следовать, что 
1—< 
В = -- а \ [е® — 11 44. (2.20) 
тв 
Мы пришли к следующей задаче: найти функцию * (5), аналитическую 
в полосе 0<1<1, непрерывную на границах полосы и удовлетворяю- 
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щую условиям: 


90 
д = (6, ^, 5, В), (2.21) 
6 (5, 0) = 0, (2.22) 
Иш (0) =0, (2.23) 
с—>— со 
где В есть функционал 
В -- Ша ( [29 — 1] 46 (2.24) 
ав 


а 2 (6, ^, Е, В) определяется формулой (2.13). 
Наложим на параметры 17, В и у следующие ограничения: 


а (2.25) 


Первое ограничение несущественно, так как все доказательства для 
случая у<_0 проводятся аналогично. Второе ограничение показывает, 
что вихрь не находится на границах жидкости. Смысл третьего условия 
будет ясен из дальнейшего. 


$ 3. Построение функции Грина 


Рассмотрим следующую задачу: найти функцию 0(5, у), гармониче- 
скую в полосе О у< 1, непрерывную при у=0 и у= 1 и удовлетво- 
ряющую граничным условиям: | 


о 1) 


9—0 при- .=70 (3.2) 


где 7 (2) — абсолютно интегрируемая функция. 

Назовем функцией Грина этой задачи функцию С(х, у, &, 1), гармони- 
ческую в полосе 0<у<1, имеющую логарифмическую особенность 
в точке х=&, у=л и удовлетворяющую однородным граничным усло- 
виям: | 


96 
Е 6—0 шрии=® (3.3) 


<=0 рии = 0% (3.4) 


Выделяя логарифмическую особенность, мы можем представить [в 
в виде 


1 — + (и— 1)? 
Са = Ев — 6,1), (3.5) 


где С, (1, у, Ё, 1) — гармоническая функция, не имеющая особенностей 


в полосе О<у< 1. 


182 А. М. ТЕР-КРИКОРОВ 


Из (3.3) и (3.4) получаем граничные условия для определения Сл: 


2] Е О 
| Е о ера ее -оЕСта» 


ду у=1 4п 
: (х— 5) (1—1)? 
РЕБЕР] —. 
[@Ии=о = 0. (3.7) 
Если воспользоваться формулами 
аи = | 2—0 сова, а>>0, (3.8) 
0 
2 а— с}? С Е 

105 =: =. :: г = 4\ е—*Ч зв Ёс-с0з Ка-——, (3.9) 

0 


то после несложных преобразований можно получить: 


[6 — | _ = Е \ е-*.зВ Ал. ь .с03 А (1 — &) аК. (3.10) 


Будем искать С, (5, у, &, 1) в виде: 


С! (х, у =) и (Е) - ЗВ Ёу-с03А (1 — &) ак. (3.11) 
0 
Очевидно, что условие (3.7) выполняется. Для выполнения условия (3.10) 
необходимо положить 


В : НА 
| (К) ==> НГ е-® В А ЕЕ ЗУЕВ . (3.12) 
Подставляя (3.12) в (3.11) и учитывая (3.5), получаем: 


а (2 — 5) (у— т)? 
Оо = т и — 


ии А сов (2—8) а *. (3.13) 
0 
«Легко видеть, что 
С (т, у, 5,1) =С ($, 1,2, У), 
т. е. С — симметричная функция. При у<1 выражение АсЬА — уз А 
имеет единственный действительный корень А = 0. 
При О<у<л<1, в силу (3.9), справедливо равенство 


РЕНИ 2 кв р р 5 
ИИ — —4\ ет ВУ сок (#— В ай. 
0 


Подставляя это выражение в (3.13), после простых выкладок получим: 


Чу, т) = — = Г. ЕСВА — УЗВ 
38» (3.14) 
О<Зу<1<1. 


со 
1 ое. а 


=. о 
Построение аналогичной функции Грина в специальном случае у=1 было сде- 
лано в работе (7); случай == 1 рассматривался в работе (©). 
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В дальнейшем нам понадобится также комплексная функция Грина (2,0), 
4 (2-4, 5, 1) —= Вей (2,5). (3.15) 
Нетрудно проверить, что 


зшА (2 —) ‚ КсВЕ (1 —") — уз К (1 — 1) 


К КСК — УЗВА (3.16) 


‚+ 
НО =: \ 


о 


Положим в этой формуле 7 =1 и исследуем поведение Н (2, -й при 
ЛЕММА 3.1 Н (2,5 2) можно разбить на два слагаемых Н\ (5-1 
и Н. (2,62), где Нь (2, +1)->0, когда |х— |->, а 


На (ЕОс, = (2—8). (3.17) 
Доказательство. Из (3.16) получаем: 
ЕО 
5 1 и К (2 — 
НЕО =- \ а. (3.18) 


Пусть с — путь интегрирования, лежащий в нижней полуплоскости и 
проходящий между точками А =0 и А = —1, где —15 — первый корень 
уравнения А сВА — УЗВ А =0, а <— путь интегрирования, симметричный 
с с относительно оси Пий = 0. Заменим в (3.18) эш А (2—8) через пока- 
зательные. функции; тогда 


д Е 1 \ е?®(2—Е) _ в (2—6) а 3 19 
Ра) = ЕСНЕ — УЗВ . ( ) 
Если д—&>0, то 
й (2—5) 4 и (=—2) Й о 
= Е ЗН Ё = УЗВ т ЕСВА — УЗ А ак т 
с = 
1 \ И ий 
— к сы — у Ё О Че, 
© 
и из (3.19) получим: 
га ЗЕ 4-4 32 
а ы =. у и. х 
Н (в +д= = Е 9 бт (3.20) 
[22 


Аналогично, при х—&< 0 


а ЫРЫ: 
НЕОН | ЕВА — УВ И (3.20) 


Формулы (3.20) и (3.20’) можно объединить следующей: 


е— 15 (2—8) 1 15 


. 5 у т ры 
И, а а. В а зп (д —®. (3.24) 
с 
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О О 


Положим 


А, 5 \ Е) х 3.22 

НЕО = — т) ок увьй 4" (3.22) 

Очевидно Н», (2, -- й->0, когда |5 — |-> 0. Лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 3.4. Если ](5) — абсолютно интегрируемая функция, то 


к 
(2, у) = — \ @(2, у, ® 4 (3.23) 


—> 


есть гармоническая в полосе 90 < у< 1 функция, непрерывная на грани- 
цах полосы и удовлетворяющая граничным условиям (3.1), (3.2). 

То, что 0(х, у) — гармоническая функция и что условие (3.2) удовлет- 
ворено, очевидно. Покажем, что 0(7,у) непрерывна на верхней гра- 
нице. Из (3.13) имеем: 


х— Е) -Р (1 — у)? 
а (х, = 108 а 
,! С _к ЗВ А-58 КУ > й 
2 е ор ъавг 603 (2—@) 4. (3.24) 


0 
Выделим не абсолютно сходящуюся часть интеграла в (3.24). Так 


как 


ВА (У-Кей _ р у— (у-+Юе 2 
ов Е- УзА — ХоВА — УВК " 


то, подставляя это тождество в формулу (3.24) и учитывая (3.9), полу- 
чим: 


а : ШИ в 
т = к вау 
НН С эВ Ау У— (У К) ге > в 
у кале 608 (2—1. о 


0 


Интеграл в формуле (3.25) сходится абсолютно и равномерно по 2, у, Е 
в области О3у<1, —ю<5-ю, —ю<Е о и следова- 
тельно, является непрерывной функцией х, у, & в этой области. 

Из абсолютной интегрируемости /(&) следует, что функция 6(х, у), 
определяемая формулой (3.23), будет непрерывной в полосе Оу 
—©ю<х< + о. 


Докажем, что условие (3.2) также имеет место, т. е. что 


а [и —% (а, 3) =7%). | (3.26) 


10 


Образуем функцию 


д 
Оу = И бу, 6. 
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Из (3.14) получим: 


= 1 КСВ Ау — уз\ А 
О (<, у, У созй (2—9 ай. (3.27) 
0 


Легко вычислить, что 


Е сь Ку — уз Ау ) [9 — е—* 2—)] 


-— е— (1—9) -- (Е НУ 


КСВА — узВ Ё КОВ — УЗВ А (3.28) 
Подставляя (3.28) в (3.27), найдем: 
й ‚9, === - и == 
РУО НУ 
ПС -®и к @-и) 
Не сов (2—9. (3.29) 


0 


Интеграл в формуле (3.29) сходится абсолютно и равномерно но х, у, & 
в замкнутой области и обращается в нуль при у = 1. 

Из (3.23), воспользовавшись абсолютной интегрируемостью /(& и 
равенством (3.29), получим: 


и И 
Виа [299 6 ы у ы 
о о 
1 а 1 
Вы я и р Е 
== 6ш, | уе-5/ © + 
1 ©, Рау — в @-) | 
+= И \ же сов (#—И а. — (3.30) 
—©< 0 


Так как двойной интеграл в правой части (3.30) сходится абсолютно. 
и равномерно, то, переходя к пределу под знаком интеграла, ‘найдем, 
что он равен нулю. 

Легко показать, что 

-Ноо 
ма ож / =). 

пы шо 
Мы доказали, таким образом, что граничное условие (3.26) выполняется. 
Это и завершает доказательство теоремы 3.1. 

Пусть (2) — аналитическая функция, для которой 0 (1, У) является 
действительной частью. Легко видеть что 


т \Н( 101 (® 42. (3.34) 


Асимптотические свойства < (2) даются следующей теоремой. 
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ТЕОРЕМА 3.2. Если } (&) нечетна, то *(2)->0, когда |2 |— оо. 
Согласно лемме 1, 


его Е+20/ (© 4 | ло&—{ 04] 


и если воспользоваться абсолютной интегрируемостью и нечетностью ] (5), 


то получим: 


со ; > = 
<=— | Н,,:+0/9%—т-, (7/04 (3.32) 


Так как Н.->0, когда х-—»оо, то очевидно, что этим же свойством 
обладает и (2). 


$ 4. Свёдение задачи к интегральным уравнениям 


Результаты $ 2 и 3 позволяют свести задачу к нелинейным интеграль- 
‘ным уравнениям. Как было показано в конце $ 2, для этого надо опре- 
делить функцию “(б), аналитическую в полосе О< < 1, непрерывную 
‘на границах полосы и удовлетворяющую условиям: 


0 =Е(, веет (4.1) 
(Е, 0) =0, (4.2) 
_ш *(9 =0, (4.3) 

где В есть функционал | 
В=а + а \ (ет ®— 1] а, (4.4) 

28 
а 
Е (6, в Е, 8) ес е-3^ зп 0 — 0 г 


ит зш В Вы 
2 СВ лЕ- со$ 8х 


| ш8 = д т 8 
+56 (#—1 ет [Рана | (4.5) 


Обозначим через И (у) оператор 


Ну = \ На+и,:+9/04, (4.6) 
где Ах. 
. < . у 
Нед =- \ м (4.7) 


Согласно теореме (3.1), 
9=—Н (Е, , 6) (4.8) 


будет удовлетворять условиям (4.1) и (4.2), а в силу теоремы 3.2,— 
и условию (4.3). Полагая в (4.8) 1 =1, получим нелинейное интегральное 
уравнение для предельных значений 0 и ): 


ДВИЖЕНИЕ ВИХРЯ ПОД ПОВЕРХНОСТЬЮ 187 


Здесь введено обозначение: 
=. (4.10) 


Уравнение (4.9) нужно решить при дополнительном условии (4.4), в ко- 
тором мы вместо *($) подставим его выражение (4.8) через предельные 
значения: 


1—со 
В = а \ [2-Е — 1] 4. (4.11) 
тв 
Мы покажем дальше, что при малых ‘у система уравнений (4.9), (4.41 
оу у 
разрешима и решение может быть получено методом итераций. 


$ 5. Свойства корней уравнения сВ № — узЬ # =0 


При у<1 корни уравнения Ас А — уз А =0 чисто мнимые. Если 
) = — А и А — корень уравнения АсьА — уз6 А, то 


0 (^) = Л с0$^ — узш^ = 0. (5.1) 
‘Свойства корней этого уравнения проще всего исследуются графически. 


Изобразим ва рис. 3 прямую у = > и кривую у = {2 ^. Пересечение их 


дает корни уравнения (5.1). Очевидно 


<< (и-+-)< 
ИИ ет (5.2) 


Ясно, что /)„ есть непрерывная функция 
у. Особую роль в дальнейшем будет 
играть корень №. Обозначим его через 
0 (у). Так как при у<1 все корни 
уравнения (5.1) простые, то 


О’ (8) = (1 — У) с0з8 —8зш8 = 0. (5.3) 
В силу (57), 
Ад) =8—5(1—5=0, (5.4) 


Рис. 3 


и, так как Д (\) — непрерывная функция у и Д (0) >0, 


А 0 ©») 


Покажем, что Д (у) — убывающая функция от у. В самом деле, 


2 (5.6) 
Дифференцируя (5.1) по у, получим: 


$" с085 — 59 310 — 16 — %0'с086 = 0, 
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так что 
ха зш 5 ое 5.7 
° = 088 @—У—8908 — Д (у) * (5.7) 


Подставляя это выражение в (5.6), найдем: 


; 252 2, (1— у) 
Е о. 


откуда следует, что Д (у) — убывающая функция. 


$ 6. Свойства оператора НЫ 


к № 
Рассмотрим множество В: нечетных непрерывных на прямой — © < 
<< + < функций 0 (5), для которых величина е^|0(5)} ограничена, 


#>0. 


Введя норму 
[к = вр е^*|0(5)| (6.1) 
1 —©<х< + 


мы превратим это множество в функциональное пространство Банаха: 
р: 
Аналогично, обозначим через В. пространство непрерывных четных 
ь к 
функций, норма в котором определяется так же, как и в В1: 


| | = вар ее]. и 


К “ 
Определим пространство В. элементами которого являются троики 


® = {0, Л, и}, (6.3) 


где ЕВ», Е В», и — действительное число и 
ре РА +. 


ТЕОРЕМА 6.1. Оператор ВеН ставит в соответствие нечетной 


абсолютно интегрируемой функции нечетную, а оператор Па Н — четную. 
По определению оператора Н, 


+ со 


Ну = \Н(=-ь ЕО (&) 42, (6.4) 
где 
РЕ 
Е Е 1 Е (2 — .С у 15 .С05 #-=— 
НО О, (6.5) 


Обозначим функцию И] через Ф (2). Тогда 


+ со 
Ф(—2 = \ Н(—2+5:+0/0%. (6.6) 
Произведя замену $ = —{ и учитывая нечетность / (&), получим: 


оо 


Ф(—2) = \ Н(-е-+ь —&10/04& = — (а), 


==> =) 
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откуда следует, что действительная часть Ф (1) — нечетная, а мнимая — 
четная. Это и доказывает теорему. 
Согласно лемме 3.1, 


Я ЕН: О-В, 25), (6.7) 


где НР, (2, ©) и Я, (2, ©) выражаются по формулам (3.17), (3,22). Положим 
в (6.7) у=ч=1. Мы получим: 


РОЯ ОСНО ЕАО, (6.8) 

Нео, = 5029), (6.9) 
н . 5 ЗК. „—18К (Х—Е 

Не (6.10) 


Функциям Н: (ЕО) и Н.(-- ЕР) соответствуют операторы 


= и) ЧЕ (6.11) 
о 1 =. ез® ь е— 18 (х—Е) , я 
== \ о ещьЕ- ак] 1 (&) аа. (6.12) 
Очевидно, 
Н=о- в. (6.10) 


Введем операторы ©, и ©., положив 


Ве о — во. (6.14) 
Из (6.13) имеем: 
Н=0 + 1(0. + 5). (6.15) 


Очевидно, по теореме 6.1, оператор ©. ставит в соответствие нечетной 
абсолютно интегрируемой функции нечетную, а О, — четную. 
ТЕОРЕМА 6.2. Если К >0, то оператор 5 действует из простран- 
ства В в пространство Бь. 
Согласно (6.11), для х>0 имеем: 


в ИЛИ в^ 
1 —Кх ей =: 
ГУ Инков = ау, (6.16) 
оо 
так что 5/6 В» и 
1 


ТЕОРЕМА 6.3. Оператор @; действует из В в В®, а оператор 
25 5 
©, — из В: в Б.. 
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В силу нечетности ВеО] и четности пи О] можно ограничиться рас- 
смотрением интервала 0 <2< -- со. Из (6.12) получаем: 


х 


=» | 9{=\ е".ехр [— # (1— )] 2%] 4 + 


2" КСВА — УЗИ А 
- оо 
аб, Ке*^.ехр (2 — Е) ; 
О \ 7/9 \\ КСЫ А — УЗЫ ак] 4. о. 


Переставив в формуле (6.18) порядок интегрирования (такая перестановка 
законна, так как / (&) — абсолютно интегрируемая функция, а е^ (Е св — 
— узВ А) монотонно убывает) и используя нечетность ] (2), найдем: 


1 еж (Е— #>) С г} а в ы 
= зе разд \е ЕЕ > ИоаЕ-УвБ р ве (8) р 
(е х 0 
Оценим интеграл 
5 е ск. сх и Е 
а ме \ т 57 (5) 44. 
б 0 ы 
Здесь путь интегрирования с лежит в нижней полуплоскости и проходит 
между точками А =Ои = — 80. 
Положим 
В (х, К) =е-йх = КЕ (2) 4. (6.20) 
0 
Пусть Ё =х— 1); тогда 
| вт К (5) а | < \ е^ |} (5) |< У,» ‚| оо 4, (21) 
0 0 
или 
( 5 Е = = = Ч х— 25 —1 
5 АИ (2) (и ист оса (6.21) 
о Е 
и, следовательно, 
Х — 25)5—1 
[Ве КАИ ве ЕЕ. (6.22) 
Мы имеем: 
= 9, (т, К) ; 
ЩЕ т вы К—У Вы О: ((6.23) 


Обозначим через с„ контур, изображенный на рис 4. Интеграл по 
контуру с можно заменить интегралом по контуру о, если учесть вы- 
четы в точках 9, А, А.,.... Очевидно, 


ай е® В (, К) об: 
к \ нь изв, уе, › (6.24) 


п т=о 
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или (так как АжсЬ Ам — узЬ Ам = 0) 


к 1 @ еВ\(х, К) ей Ще 
ты ее о тЫ о (6.25), 
бп т=0 т 


Если воспользоваться неравенством (6.22), то легко показать, что инте- 
грал по с„ стремится к нулю, когда И стремится к бесконечности. Пере- 


Рис. & 


ходя к пределу в формуле (6.25), получаем: 


со Га м 
ИЕР Е а Е = т, 
в В т) 2 В`(2,— йм)- 


тп=0 — 
(6.26) 
Из (6.22) находим: 
—25х 
|В (х, —Й»)! < 98 у (6.27) 
а в г 6> 
В, В ЗИ. (6.28) 
Подставляя эти оценки в (6.26), получаем: 
ее. А У | 
[7:1 <2е ИЕ В)" 2—5,’ (6.29) 
Заметим, что согласно (5.5) 0 —у(1 — у) >0 при < 1. 
Аналогично оценивается и интеграл 
В (Е г т и: м 
ея | ов (0 
Имеем: 
ых у А 1 
17| Ив ь [а 38 ей (6.31) 


п =1 
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ОО БВ Е 


Подставляя оценки (6.29) и (6.31) в (6.19), получим: 
12 <И [я е-8= 6 (у), (6.32) 
где 
7 8-4 у ка’ То 2 .33 
Е: 58° —у(1— У) а, р [5 | С = (6.33) 
Из формулы (6.32) непосредственно следует, что 


[0/ |8 < (\)|/ [зв (6.34) 
ОЫУ[з ВСУ [зв (6.35) 


Этим теорема 6.3 полностью доказана. 


Можно показать, что ряд в формуле (6.33) не превосходит 3. Таким 
образом, 


ТЕОРЕМА 6.4. Если ЕВ, то =(2) =Н (у) 7 принимает на оси у 
чисто мнимые значения и существует такая константа с (у), что 


|+. (6.37) 
Из формул (4.6), (4.7), вследствие нечетности } (2), получаем: 
2 КЕ. СВ 
(п) = =) `/е[) \ НИ а | 42. (6.38) 
Отсюда видно, что *(й/) принимает чисто мнимые значения. 
Если &`>0, то 


со #7. > 
\ св Ку зш АЁ =: ое 


е 
СВК УЗВ А 2: ой а: Е — 


—со —<о 


Г 2 \ 2 
г? аук 


где с — путь интегрирования, лежащий в нижней полуплоскости. Подста- 
вив это равенство в (6.38), получим: 


(и) = я 1 (2) [ера а] 4%. (6.39) 


Переставив в последней формуле {порядок интегрирования (законность 
такой перестановки вытекает из рассуждений, аналогичных проведенным 
выше) и применяя теорию вычетов, найдем: 


со 


Е . САУ в ь 
И тре атни "УФ. (6.40) 
> 0 


© 


——————ыыы———ы——— 
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Но 
| \ её, (94| < |7] Е (6.41) 
0 Вт я = 
и 
1 И -- 2, 
т ЗВ и, + 4 УВ Жи ИУ’ (6.42) 


Подставляя оценки (6.41) и (6.42) в (6.40), получим: 


И (6.48) 
где 
о, 1 
ое ры Г това т: 2„-28° о 


Это доказывает теорему 6.4. Можно показать, что 


2у2 
те . (6.45) 


$ 7. Теорема существования и единственности 


Произведем в уравнениях (4.9) и (4.11) замену 


^— ^^ 


9=10, А=ул В=о- А. (7.1) 
Получаем: 
+= И.Р (8, #1), (7.2) 
р = — и [е-Н(т)- Е (ив, А.Е, о-в) — 1] С. (7.3) 
о Цафтю 
Введем обозначение: 
Тогда из (4.5) имеем: 
>> УХ: ея ПА 
"ле, Е е эт у 0 —у6 п 


1 1 "С эт (4 Е ук) п 7 
2 ‘св лё- соз (я -- | 


[те рожечит) = 1+ 


п  эзш(а- А) п.3 ^ё И эт (а -- у) п 1 
—- ^ [с пё - соз (ай) та | ; (7.5) 


2 ° св лЕё- с03 (я у) п 
Если, воспользовавшись равенством (6.15), мы отделим в (7.2) дейст- 
вительную и мнимую части, то получим: 


о, (7.6) 
Хы (ОР в. — (1.7) 


З Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Заметим, что, в силу теоремы 6.4, Н (4) Е (6, ^, &, ®) принимает чисто 
мнимые значения, так что равенство (7.3) можно записать в виде: 


со 


ВИЗ — сое ОА р {ОЕ (0, Е, К) ЧЕ + 


0 


> 


1 
ЕР Е \ [е-ННетЕ® ЖЕ — 11 а. ` 8) 
аук 


Для простоты письма в дальнейшем знак — сверху будем опускать. 
Обозначим через Ё нелинейный оператор, ставящий в соответствие 

элементу «Е В8 функцию Ё (0, ^, Е, А). Как легко видеть, Ро 6 В. 
Далее, обозначим через Ф функционал 


со 1 
ФЕ ето р бу +2 | Пе-миети — 1 ам. — (7.9) 
0 &-ЕуЕ 


Тогда уравнения (7.6), (7.7), (7.9) принимают вид: 


9 = — 0. Ео, (7.10) 
о ДО, Чу (7.11) 
К = ФРо. (7.12) 


Так как оператор Е действует из В в В», а оператор О, — из В в 
В, то оператор ОЕ действует из В в В®. Аналогично показывается, 
что оператор (©,-- 5) ЕЁ действует из в 

Обозначим через © тройку операторов: 


О={—Ф ОК, — (0+5) Е, ФЕ; (7.13) 
тогда систему уравнений (7.10) — (7.12) можно записать при помощи 
одного операторного уравнения 


Очевидно, оператор © действует из В в В®. 
Положим в уравнениях (7.10) — (7.12) у=0. Получаем: 


Е ЕЬ, (7.15) 
аа (7.16) 
И \ О.Е, () &—\ ЕН (м) Е, © а, (7.17) 


где 


=2й _ п. этол-эш Е 
Ро ($) = (Роу = 2 (СВ лё-Е соз ат)? * 


ТЕОРЕМА 7.1. Для любых 0х1, 0<у <\1 можно указать такое 
У, что для всег у<у, оператор © будет отображать некоторую 
область пространства В° во внутреннюю часть этой области. 
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Предварительно докажем ряд лемм. 
ЛЕММА 7.1. Имеют место неравенства: 


тов < Во 


я (7.18) 
14+ 5) Ро < (В вау) Роль 
Утверждение леммы следует из неравенств (6.17), (6.34), (6.35). 
ЛЕММА 7.2. Справедливо неравенство: 
у | в 
Ра [ое и. -- 
УР 5 

тия) Ё На (7.19) 


Для доказательства леммы 7.2 оценим интегралы, входящие в фор- 
мулу (7.9). Для первого интеграла имеем: 


Е е(©ё+8)Ео. зшу О, Ро & < 


0 


—- 


[© >) 

=) е—285 . зар [ее и, Ро] 4 
е 

0 


2 [а РИ 
<? т.руб Ро зв. (7.20) 
Для второго интеграла. в силу (6.4), получаем: 
1 


| 1 
р а-- ук 


о а: | < (1 —«— ) шах > О 
<> (жет 1] < 


НО РОВ 
Е мы за _ (7.21) 
Складывая (7.20) и (7.21), получим оценку (7.19). 
В формулы (7.18), (7.19) входит величина |Ё‹| „5. Оценим ее. В даль- 
1 
нейшем ради краткости будем писать |9] вместо |61з и |\| вместо 


| ^ | 
Обозначим через О (Ё) и Р(Ё) следующие функции: 


ча (#14), оао, 
9(*) = И" (7.22) 
шт, хай <и, 
эт (х | у) т, 0<«+и<, ии 
Р(®) = Е 
и. 68 («+ ®) 5-50? (& -- А) 5, ии. 


Очевидно, О (Ё) и Р(#) — монотонно возрастающие непрерывные функции. 
3* 
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ЛЕММА 7.3. Справедливо неравенство: 


—8У 11 ры 2 
| Ро ИО + [1 + 0% | 


[1 т.о] 


ПР :[1 340 ()|”. 


—1}+ 


(7.24) 


Чтобы доказать неравенство (7.24), обратимся к выражению (7.5) 
для Ко. Оно состоит из трех слагаемых. Оценим первое слагаемое. 
Заметим, что е-3%^ зт у0 — 0 есть аналитическая функция 0 и ^, разло- 


жение которой начинается с члена — 3-/2^0. Следовательно, 


[е-=й, 800 — буша = воре | е-в® 5146 — 50 | < еРУйчизьи Я — 8 
1 


Если, кроме того, учесть, что 
у эт (& - у) п —2 
а Е о ет ыы 
ых зш (а + у) п: 1? у Е 
1 ра <[и1-т0% . 


то получим: 


Оценим второе слагаемое в (7.5). Обозначим 


р зщ (& у) п 


— бл соз(а ут , 


тогда второе слагаемое в (7,5) можно записать в виде: 


8 (14—12) к 


Ув < 301 (1—1) —4]. 


1] = 


Очевидно, 


Оценим |{|: 


эт (& -- у) п 


ве 
ГА АИ А МИ Е 
| |3 Рев лё 1 соз(а уют. евыиЕ * 


У еп 70 — 10 ху 
у т эш (а = к. Ток 
ее | ТО] 


(7.25) 


. (1.26) 


(7.27) 


(7.28) 


(7.29) 


Если учесть, что 8 < 5 и что с03(“ +) "> 0 при <> и 


60$ (&-|- \\) "< 0 при «+ ув >> е ‚ то получим: 
в <9(“) 


Таким образом, 


мы < — ОШ. 


(7.30) 


(7.31) 
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Аналогично оценивается и последнее слагаемое в (7.5): 


| п 90 (а-Р ук) п-5В пё [— 8. з1т (а -- ук) п —1 
— [ев лё - соз (а ук) 2 | 


|< 


8 Р (4-20) (7.32) 


Складывая оценки (7.26), (7.31), (7.32), получим (7.25). Лемма 7.3 
доказана. 


Перейдем к доказательству теоремы 7.1. 
Обозначим правую часть неравенства (7.24) через Е (|6, ||, А): 
[Ро < Е (|8], ||, №). (7.33) 


Возьмем в пространстве В область М: 


[9]<4, |^|<4, &<К. (7.34) 


Для того чтобы оператор © отображал область М в себя, достаточно; 
вследствие (7.18), (7.19), (7.33), потребовать, чтобы выполнялись нера- 
венства: } 


+ вая > | Е (А, АК) 404 0, 
(7.35) 
2 РАЗВУА не = (и оке кк (Д.К) < бит 
Отметим, что при у =0 неравенства (7.35) принимают вид: 
А>(ь г 5.2 РО) ИЕ 
(7.36) 


К > А, + (1 —в)с-5. Р(0) =К.. 


Так как 0(4, К) и Г(А, К) — непрерывные функции от ‘у, то, каковы 
бы ни были АА и К>К,, всегда можно взять ^/, настолько малым, 
что при у<.\ неравенства (7.35) будут выполняться. Этим теорема 7.1 
доказана. 
ТЕОРЕМА 7.2. Если у достаточно мало, то оператор © дает 
сжатое отображение в области М. 
Нам нужно показать, что при малых 1 в области (7.34) имеет место 


неравенство 
|2о — 96’ |<) —в. 051. (1.37) 
По определению оператора @, 
[Оо — Оо! [вв =|0.: [ Во — Ро’ в + 
-- | (©, + 5) [Во — Ви] | + |ФЕо — ФЕ®’.. (7.38) 


В силу неравенств (7.18), 


|0, (Ро — Ко’) | 


ЗЫ Ро — Ко ‚ (7.39) 


5 
1 
|(9, + 5) (Ро Во) < (+ =а=9 = ко — Ро (7.40) 
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Оценим |Ф/— Ф/| при 76 ВГ. 
Введем обозначения: 
(9, 5)/=и(®, иЕВЬ | 
0/=2 (8), эВ, 
—Ш (М) =Рр(. ) 


Тогда, вследствие (7.9), можно написать: 


(7.41) 


со 


|Фу—Ф/Л|< > \ [9 „зв уз (&) — ес" ® зи’ (8)] @& | 


0 


Е. т \ [ер() — етр’т)] аз. (7.42) 
&«--уК 


имеем: 


Пусть 17.5 < В; тогда, в силу неравенств (7.41), (7.18) и (6.43), 
1 


1 
[и | < ВВ, |2 < (В че эа=5)-В, |р| < В. 


Применяя к (7.42) формулу конечных приращений, получаем: 


|Ф/— ФА |\ {67 8). т уе (=) [# (&) — и’ (1+ 
0 


5 
1 


ЕО воз (8) 29—21 + | фр — р 91а |, (1-43) 


&--УК 
где 


ги ‚ 1 & 
1<вВ, 1916 + аи В, РВ. (7.44) 
Теперь из (7.43) легко следует такое неравенство: 
ов В ‚ ‚ 
и И а 


+ (1 —«-- УК) шах|р— р}. (7.45) 
Но из (7.41), вследствие (7.18) и (6.43), имеем: 


’ 1 ’ 
и — и’ +в Й взв» 
Пе ва < ВИУ— 7 в, 
тах | р (1) — р’ (1) |517 — Изв. 


Подставляя неравенства (7.41) в (7.45), получим: 


| (7.46) 


ФФ. {+ зву} + яке Ив (1.47) 
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Далее, подставляя в (7.47) вместо / Ро и учитывая (7.33), находим: 


| ФР — ФЕ“ |< 


Зее {26+ за зая} + 4 — «ке Ко — Рой ри. (7.48) 
Складывая неравенства (7.39), (7.40) и (7.48), получаем: 
о Бо ТИВ -- РО Да, (7.49) 
где 
= 26+ аи) (Ее ) (4 “уК)е. (1.50) 


Нам нужно теперь оценить || Р® — Ёо’|. Применяя снова формулу 
конечных приращений, находим; 


0 > > — 


м — р л.®) 
Е Оо о о. (7.51) 


где |8 |< А, |< 4, А< К. Оценки, совершенно аналогичные тем, кото- 
рые проводились при доказательстве леммы 7.3, показывают, что 


[5 51 Итья - Гобь 4, К) (7.52) 
в 
| < ИА — Из - Г (т, 4, К), (7.53) 
ты 2 
[55 | ео (7.54) 
где 
О ВИНЫ [+ тою]а, (7.55) 
[1- т ою) 
С (7.56) 
[1-ю] 
со 
[1- том] 
[1—0] “+ т РК) [4 Т0(К| В (К). (7.51) 
Здесь 


1 
1, д [у < ри 

В (К) = 1 
и [1 - соз ( уК)тГ*, «ЕТК > 5 


Очевидно, В (К) — непрерывная монотонная возрастающая функция. Лег- 
7 
ко видеть, что при у =0 Г,, Г, и Гз обращаются в нуль. 
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Складывая неравенства (7.24), (7.54) и подставляя в (7.49), получаем: 
| Оё — Ох’ | < @ {Г: 18 — 671. Г» А Г —#']}. (7.58) 


Очевидно, СГ., СГ., СГ.— непрерывные функции от ‘у, обращающиеся в 
нуль, когда у = 0. Если `у достаточно мало, то существует такая констан- 
та (< 1, что 

Г о А ЛЬЕТ (7.59) 
и, следовательно, 


106 — Ох" < Ио—®!. (7.60) 


Таким образом, оператор © дает сжатое отображение. Итак, решение 
уравнения 


о = Оо (7.61) 


существует, единственно и может быть получено методом итераций. 

Легко показать, что решение уравнения (7.61) должно быть анали- 
тическим по у. В самом деле, начнем процесс итераций с аналитической 
функции у. Тогда, как легко убедиться, каждая итерация будет анали- 
тической функцией 7. Следовательно, и предельная функция будет ана- 
литической. 

Мы искали решение уравнения (7.61) в пространстве В и показали, 
что оно должно быть аналитической функцией `у. Легко показать и 0б- 
ратное, т. е. что если решение — аналитическая функция 1, то оно обя- 
зательно принадлежит В8. 

Сформулируем окончательный результат: решение задачи об обтека- 
нии вихря потоком жидкости, имеющим конечную толщину Н и ско- 
рость с на бесконечности, существует и единственно, если скорость 
больше критической (с*`>2Н), а отношение циркуляции Г к сН доста- 
точно мало. 

В заключение приношу благодарность Н. Н. Моисееву за ценные 
советы и указания. 


Поступило 
16. 11.1957 
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А. Ф. ЛЕОНТЬЕВ 


О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ ЛИНЕЙНЫХ АГРЕГАТОВ, 
ОБРАЗОВАННЫХ ИЗ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ | 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе изучаются последовательности линейных агрегатов, состав- 
ленных из решений у, (2,^,) (Ё =1,2,..., $, п=1,2,...) дифференциаль- 
ных уравнений 


Ч (у +... 0,(у=лу Ш г <®, 
п=> со И 
[в 
где Оо (2),..., О, (2) — некоторые аналитические функции. На эти после- 


довательности переносится ряд изьестных свойств рядов Тейлора, рядов 
Дирихле и последовательностей полиномов Дирихле. 


Введение 
За последние десять лет в ряде работ [см. обзорные доклады (1) и (?)] 
изучались последовательности полиномов Дирихле 


Ри 
Е > (ае == би; ем), Ит 


п- со 


ИН 95 


п| 
= 


сходящиеся в области, в которой система {е=1*} не является полной. 
Было показано, что эти последовательности обладают многими свойства- 
ми рядов Тейлора и рядов Дирихле. Метод исследования основывался в 
существенных чертах на рассмотрении уравнения | 


со 


Ману (2) = 0, (4) 


п=0 
в котором постоянные коэффициенты а„ таковы, что характеристическая 
функция 


(2) = У ал" 
п=0 


является целой функцией экспоненциального тина, обращающейся в нуль 
в точках +), (7 =1,2,...) [по поводу уравнения (1), кроме указанных 
выше докладов, см. также обзорную статью (3)]. Функции е 2", из ко- 
торых составлены агрегаты Р» (2), являются частными решениями урав- 
нения (1); они, кроме того, удовлетворяют уравнениям 


ау. (2) 
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В настоящей работе вместо последовательностей полиномов Дирихле, 
составленных из решений уравнений (2), рассматриваются более общие 
последовательности — последовательности линейных агрегатов, состав- 
ленных из решений ук (2,^;) (Е =1,2,...,5, ] =1,2,...) уравнений 


Ру= У 0» (2) уз (2) =мМу, тт =з< о, (3) 
К=0 ко 2, *. 


где 0, (2),..., Оз (2) — произвольные аналитические функции, а ^,; (7 = 
—41,2,...)— вообще комплексные числа. По аналогии с предыдущим, 
метод исследования таких последовательностей основывается в существен- 
ных чертах на рассмотрении уравнения 


со 
М (д = ву = 0, (4) 
к=0 
где а» — постоянные, 0° =1 и р рее При подходящем подборе 
коэффициентов а, функции ук (2,^;) при любых А =1,2,...5, | =1,2.... 
удовлетворяют уравнению (4). 

Отметим, что частными случаями уравнений (3) являются уравнения 
полиномов Якоби (в частности, полиномов Лежандра), полиномов Чебы- 
шева — Лагерра, полиномов Чебышева — Эрмита, уравнения цилиндри- 
ческих функций. Поэтому наши результаты охватывают, в частности, 
последовательности агрегатов, составленных из полиномов Якоби, поли- 
номов Чебышева — Лагерра, полиномов Чебышева — Эрмита и цилиндри- 
ческих функций. 


Уравнение формы (4) рассматривалось некоторыми авторами. Е. Хилл (4) 
воспользовался таким уравнением в случае 


для изучения лакунарных рядов по полиномам Чебышева — Эрмита. Он 
же в работе (5) для того же случая исследовал, какими должны быть 
коэффициенты ах для того, чтобы оператор М (у) можно было применить 
к любой функции у (2) из того или иного класса аналитических функций. 
В. Климчак (8) рассмотрел уравнение (4) в общем случае с той же точ- 
ки зрения, что и Е. Хилл в работе (5), именно, он изучил, в каких ус- 
ловиях, наложенных на ах, оператор М (у) будет применим к функциям 
из того или иного класса. Главный результат Климчака состоит в сле- 
дующем: для того чтобы оператор М (у) был применим (иными словами, 


со 


1 > > < 
чтобы ряд Уар"у сходился) к любой аналитической функции в любой 
о 


ее точке регулярности, необходимо и достаточно, чтобы характеристи- 
ческая функция 


(2) = Хак 
0 
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была в смысле роста самое большее целой функцией порядка 1 мини- 
5 
мального типа. 


В работе (7) изучались последовательности линейных агрегатов, со- 
ставленных из функций 1 (^,;2) (7 =1,2,...), где 


т 


зы 5 
1 (2) =1+> РРР 
П=1 


Р (5) =, +... + ох, №,^.,... — комплексные числа такие, что 


И п 
Пт 
п-+ © 


их 


2 | 


т. 


$ 


причем при исследовании было использовано уравнение (4) с 


А 
Р-р, (5) 


К=1 


где Д» находились из разложения 


Р (2) = У [А а(в— 1)... (ФВ 1). 
К=1 


При таком составе Ду функции ] (^,2) (7 =1,2,...) являются решениями 
уравнения (4). Отметим, что если Р (2) ==х, то }(2) = е*, Ру==у' и урав- 
нение (4) переходит в уравнение (1). В указанной работе (7) уравнение 
(4) в частном случае (5) использовалось для изучения последовательно- 
стей соответствующих линейных агрегатов аналогично тому, как уравне- 
ние (1) использовалось для изучения последовательностей полиномов 
Дирихле, например, в работе (*). Таким же образом в настоящей рабо- 
те уравнение (4) будет использовано в общем случае. 


$ 1. Оценка Р^у 


Нижеследующее предложение, установленное в работе (5), дает оцен- 
ку для О№у, которой в дальнейшем мы будем пользоваться. 
ЛЕММА 1. Пусть функция у (2) и коэффициенты 0,(2) оператора 


ру 9,8) у°—2 (2) 


регулярны в круге радиуса г с центром в точке 2, и пусть М (т,у) и 
М (г,0;) — максимумы модулей функций у (2) и ©; (2) в этом круге. Тог- 
да в точке 5 имеет место оценка 


[2 < (=) 4ЁМ (9), (1) 
где 


= У 212) ме» (2 
9=0 
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Чтобы доказать эту лемму, заметим, что для всех &из круга |[&—2| < 


<’— --, по формуле Коши, мы имеем: 


; (И 
р-р \ [Уе-ле-9е ©] еек 46 
ро 


и! 


откуда 


Ру (91<(-- АЕМ (гр = В. 


Таким образом, в круге |&—2| <г— = функция Ду(&) не превосходит 


величины В, а функции 0; (&) — прежних величин М (г,0;). Имея это в: 
виду и повторив предыдущую выкладку, получим, следовательно, что в 


круге ЕД <л—2-- 
Г уф № 
|[2°у(®) = ВРУ! < (--) АМ (9. 


Через А шагов мы придем к оценке (1). 


Отметим, что в достаточно малой окрестности точки 2 при фиксиро- 
ванном г и больших А 


Ак = 5! М (г,О%) + ек, ек->0 при Ё-хою. (3) 


Таким образом, из всех коэффициентов 0;(2) (1 =0,1,2,...$) на 


указанную оценку Лу влияет только коэффициент О, (2) при старшей 
производной в выражении для Ду. 


Укажем теперь оценки для О\у при больших |2]. 
ЛЕММА 2. Если у (2) и 0; (2) (1 =0,1,..., $) регулярны в угле 
$1 < аг82 <, |2|>В, (4) 


и в этом угле 
10; (2)[<К| = 0 =0,... 3), (5) 


где К — некоторая постоянная, то в меньшем угле 9: - = < ав 2 «9 
=> 0, при больших |2| 


2 —Е= 


|Р*у | < ВАКМ (г.у), (6) 
где В — постоянная и г = | | ще. 


Для доказательства воспользуемся оценкой (1), которую нам удобнее 
сейчас представить в виде: 


. 8 Е АЕ 
| <" Ур ге М (", У). (7) 


Е г8— 
9=0 


Пусть 2 находится в меньшем из указанных в лемме углов. Для такого 2 
расстояние до границы угла (4) не меньше |2|9те. По этой причине 
в неравенстве (7) будем считать г = |2| пе. Заметим, что если точка & 
лежит в круге |&—2| <»л, то 


[81< (1 + зщ =) |2[. 
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Имея это в виду, в силу условия (5), получим при больших |7 


ша а 


5 <> & = с0п56; 


откуда, учитывая (7), и следует неравенство (6). 

ЛЕММА 3. Пусть у(2) и 0;(2)(71=0,1,..., 5) регулярны в бесконеч- 
ном канале, описываемом кругом постоянного радиуса В при движении 
его центра вдоль некоторой кривой Г, уходящей в бесконечность, причем 
в этом канале функции 0; (2)(]1=0,1,...,$) по модулю ограничены. 
Тогда в меньшем канале, описываемом кругом радиуса о <МВ при движе- 
нии его центра вдоль указанной кривой 


|О^у | < ВАМ (©, У), 


20е В и г— постоянные и г= Ар. 
Эта лемма сразу вытекает из неравенства (1), если заметить, что 
величины Ах в меньшем канале ограничены. 


$ 2. Оператор М (у) иего свойства 


Рассмотрим оператор 


М (у) = Уа,Б'у =ау-- «Бу ..., (1) 


К=>0 


ю котором говорилось во введении. Предположим, что функция 


Р/(#) = У а,^, 
= 0 
которую будем называть характеристической функцией, принадлежит 
классу |, <| т. е. растет не быстрее целой функции порядка -- тина о. 
$ 


"Тогда ее коэффициенты должны удовлетворять неравенству 


Рена с ео 


На основании этого, приняв во внимание лемму 1 и соотношение (3) из 
$ 1, получим: 


|, 2*у| (а ®)“Мм у), #>М, ®, (2) 
тде 


а=ч@ = (№) ямс, 65) 


Отсюда видно, что если а< 1, то ряд (1) сходится; следовательно, опе- 
ратор М (у) в точке = определен. При с =0 имеем 4==0. Значит, при 
3 =0 оператор М (у) определен в каждой точке 2, в которой у(2) и 
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0;(2)(7=0,1,..., 5) регулярны. Если °>0, то, для того чтобы было. 
4(2)<1, надо, чтобы радиус т того круга с центром в точке 2, в кото- | 
ром у(2) и 0, (2) (1 =0,1,..., 5) регулярны, был больше некоторой вели- | 


чины. При изменении 2 этот радиус вообще меняется. Так, если (4 (2)— 
многочлен, то при удалении 2 от начала величина М (и, 4%) — максимум 
модуля 0%, () в круге |&—2| <г— растет, а значит, по мере удаления 
от начала должен расти и радиус г. В том частном случае, когда, 
например, О’ (2) =1, имеем: 


так что для соблюдения условия 9 < 1 надо, чтобы было: 


1 
ес з 
> (81) =. 


Правая часть здесь не зависит от 2 и, следовательно, радиус г можно 
считать одним и тем же во всех точках 2. 

В дальнейшем оператор М (у) мы будем рассматривать только в таких 
точках 2, в которых 4 (2) <1. Этот оператор мы иногда будем обозна- | 
чать через /, (2) у, имея в виду, что Г, (2) — характеристическая функция. 

Заметим, что в достаточно малой окрестности каждой точки, в кото- 
рой 4(2)<1, согласно неравенству (2) имеем: 


| М (у) |< КМ (%, у), (3) 


где в указанной окрестности величина К — постоянная, не зависящая 
от функции у (2). 

Из оценки (3) и самого вида (1) оператора М (у) вытекают следую- 
щие необходимые для дальнейшего свойства оператора М (у) (при этом 
мы будем всегда подразумевать, что функции у(2) и 0;(2) регулярны 
в кругах радиуса г с центрами в рассматриваемых точках 2, причем 
в этих точках выполняется условие 4(2) < 1): 

1) М (у, + у) =М (у) М (9.). 

2) М (су) = сМ (у). 

3) Если в круге | —2| <» равномерно у, (& —у (5) (причем г таково, 
что 9(2)< 1), то в достаточно малой окрестности точки 2 равномерно 
М (у„)—>М (у). | 

4) Пусть Г» (2) (п=1,2,...) — целые функции, удовлетворяющие (| 
условиям: 

а) в любой ограниченной области последовательность {Г (2)} сходится, 

Ь) при |=| > ту (®), где г, (®) не зависит от п, 


| аа 6 = - 


Тогда в достаточно малой окрестности каждой точки 2, в которой 
4 (2)<1, равномерно сходится последовательность {Г„(0О)у}, причем 
если 
| 
И О 1 


т-> со 
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то 
Шо ЛД) у == (2). 
т-> со 


9) Если А (2) — многочлен, то 


(В) Г (Ву = В(Б) {Е (В) у}; 
иными словами, оператор, порожденный произведением функций, равен 
произведению операторов. 
6) Если у(2) есть решение уравнения 


Ру== У, 0; (2) у®-7 (в) = у, 
= 
где ^ — параметр, то 


Г (В)у=Р (0) у(2). 


$ 3. Решение уравнения М (у) =0 


В соответствии с предыдущим будем считать, что характеристическая 
функция /Г,(2) принадлежит классу |=, са |. Кроме того, будем считать, 
что $>2 (случай 5 =1 требует особого рассмотрения). Таким образом, 
мы предполагаем, что /, (2) — целая функция порядка, меньшего единицы. 
Обозначим через №1, ^.,...,Л.,... отличные от начала нули Г, (2) (каж- 
дый нуль выписываем столько раз, какова его кратность); они, как 
известно, удовлетворяют условию 


Пл. 


п со = 


< (^) ==. (1) 


При $>2 функция /,(2) представится в виде 


Г, (2) = 22 П(- >), р> 0. м 
п=1 
Положим 
п о П (—=). 
1 . п-т . 


Имеем [см., например, ($), стр. 25]: 


со 


|, (6) 1 < (‘+ +1) Зе -912Ё]. [|= (), (3) 


7—0 


Рде 6’— и величина < взята из соотношения (1). 


И == 
5 
Допустим, что функция у(2) удовлетворяет уравнению 


М (\) =0. (4) 
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ЕЕ 
Мы предположим, что имеется такая точка 2, и такой круг 12—20 | <т 
что у(2) и 0,;(2)(1=0,1,...,$) в этом круге регулярны и величина 


а=9) = 8 (42) М, 6) <1. 


Связное множество точек 2, указанного вида обозначим через О. Мно- 
экество ) — открытое. В случае ©, =0 множество 0 совпадает с обла- 
стью существования, если из нее выкинуть особые точки (;(2) функции 
у (2). В дальнейшем речь будет идти о форме решения у (2) уравнения (4) 
в области О. 

В области О, согласно свойству 5) оператора, имеем: 


М (у) = Мь, в {Миа ® (У)} = 0, 
где 
М1, в = Г1.в (0), Миа == Газа, «(Ш). 


Отсюда заключаем, что функция М1, »(у) удовлетворяет уравнению 

Му, ® (7) =0, (5) 
которое, следовательно, нам нужно решить. Допустим сперва, что в пред- 
ставлении (2) нули ^, ^.,... все различные и р<\1. Обозначим через 
У, (2, ^) (& =1,2,...,$) линейно независимые решения уравнения 


Ру= У 0; (2) у$-7 (2) = №9. 


=0 


Согласно свойству 6) оператора, имеем: 
Мь, в [Ух (2, Х)] = Га, в (№) у, (2, №). (6) 


Отсюда видно, что У, (2, №0) (№ =0) при р>0 и у, (2, ^;) (1 =1,2,...,п) 
удовлетворяют уравнению (5). Всего, таким образом, мы имеем (п -| 1) $ 
(при р =1) и пз$ (при р = 0) линейно независимых решений уравнения (5), 
которое является обыкновенным линейным дифференциальным уравнением 
порядка (п -- 1)$ (при р =1) и порядка из (при р = 0). Следовательно, 
указанные решения образуют фундаментальную систему. Значит, функ- 
ция Мл+1, ®(У) как решение уравнения (5) имеет вид: 


Миа, со (у) — ы № ору, (2, ^;), 
= 


где и) — некоторые постоянные. 


Воспользуемся свойством 4) оператора, приняв во внимание условие (3) 
и то, что 


Пт Гл-л, со (2) =—=.4. 
п- © 


Согласно этому свойству (равиомерь на мы ограниченном. С - 
множестве с р), 


Пи Мид, со (9) а, (2) 


и, таким образом, справедлива 
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ТЕОРЕМА 1. В случае простых нулей тарактеристической функции 
Г. (=) решение у (2) уравнения (4) имеет в области РО вид: 


п $ 
Е \ | 
У(=) = №ш У Уау, (в, №). (7) 
7=0 К =1 
Рассмотрим теперь случай, когда некоторые из нулей /,(2) являются 
кратными. Пусть, например, ^; — нуль /(2) кратности и. Возьмем тож- 
дество (6) при п>>7. Дифференцируя его у раз по А, получим: 


д 


М, п [зу (а, 3) = 25а, = ©) у (@, №) 


Правая часть равна нулю при у и и)^=»,. Следовательно, уравне- 
ние (5) имеет из решений 


д 


-— ий 
а ) 


=. 04. -ыв- 1}, (8) 
^=^; 


соответствующих корню ^; функции /. (2) кратности и. Такого рода реше- 
ний будет столько, каков порядок уравнения (5). Решение Миа, в (и) 
уравнения (5) выразится линейно через эти частные решения и, следо- 
вательно, применяя дальше рассуждения, аналогичные проведенным для 
предыдущего случая, мы в результате придем к следующей теореме. 

ТЕОРЕМА 2. Решение уравнения (4) в области О представляется 
в форме предела последовательности линейных агрегатов, образованных 
из частных решений вида (8). 


$ 4. Основное свойство области Ор 


Отметим одно очень важное свойство области О. Обозначим через Ё 
множество, состоящее из нулей коэффициента 0,(2) и особых точек 
0; (2) 1 =0,1,..., $). Вне Е частные решения (8) из предыдущего пара- 
графа регулярны. Пусть С — замкнутый контур, целиком лежащий в 0, 
и пусть внутри С нет точек из множества №. Согласно теоремам 1 и 2, 
на контуре С решение у(2) представляется в форме предела равномерно 
сходящейся последовательности линейных агрегатов, образованных из 
частных решений, которые, в силу предположения, являются регулярны- 
ми внутри С. Следовательно, решение у (2) регулярно внутри С и внут- 
ренность С принадлежит области /). Таким образом, нами доказана 

ТЕОРЕМА 3. Если области О принадлежит замкнутый контур С и 
внутри С нет точек из множества Е, то области В принадлежит и 
снутренность контура С. 

Следствие. При с, =0 представление (Т) из $ 3 (или ему подоб- 
ное в случае кратных нулей) имеет место во всей области существова- 
ния решения у (2) уравнения (4), исключая, быть может, точки иноже- 
ства Е. Область существования, если в ней нет точек из множества Е 
(это, в частности, будет, если 0,(2) (1=0,1,..., 5) — целые функции 
и О, (2) не имеет нулей), является односвязной. 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Из теоремы 3 вытекает, что если у (2) — решение уравнения (4) — имеет 
особую точку &, то на некотором конечном расстоянии р (=) от этой точки 
(для этого расстояния можно указать верхнюю границу, не зависящую 
от У(2), а зависящую только от 0; (2)) и[.(2)) должны быть либо другие 
особые точки у(2) либо точки из множества Ё. Для разных & величина 
о (Е) вообще разная. Например, если ©, (2) — многочлен, не равный то- 
ждественно постоянной, то по мере удаления от начала расстояние р (5) 
вообще увеличивается (этот факт в одном частном случае отмечен в ра- 
боте (7)). Если же О, (2) = с003, то в этом случае р(5) не превосходит 
некоторой постоянной величины ‘у, которая не зависит от у (2), а целиком 
определяется оператором М (У). 


$ 5. Последовательности линейных агрегатов 


Возьмем последовательность чисел {^„} такую, что 


Пи — =%< оо, (1) 


^ 


| 
п | 


и при ее помощи построим характеристическую функцию 


2 (2) = |] (1 — =) = У, ИТ 
п=1 я п=о 
Мы имеем (см. $ 3): 
т П (4+ з 
[6 Пат) <ер[е+9й], 121509, © 
п=1 
где ‹ =-—“_. Значит, [.(2) принадлежит классу |, <. 
т; Е 


Образуем последовательность линейных агрегатов 


Ри 


Р» (2) = \ Хачу, (2, ^) (п=1,0,...) (3) 


]=1А=1 


(функции У, (2, ^;) были введены ранее). 

Имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Пусть последовательность (3) равномерно сходится 
в круге |2 —2,|<<г, причем г таково, что в точке 2) 


а=4() = (5%). М (=, 6) <1 


(предполагается, что в указанном круге у, (2, \;) регулярны). Тогда в до- 
статочно малой окрестности точки 2 предельная функция Р(2) = 


и. „ (=) последовательности (3) удовлетворяет уравнению 


М (у) = 2 ВОИ =. (4) 
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Мы имеем (в силу свойств 1), 2), 6) оператора): 


М о аз?у, (а, ») = /, (^;) № аззу, (2, ^;) = о 
К=1 К=1 
откуда 
М (Р„) = 0. 


Воспользовавшись свойством 3) оператора, найдем, что в достаточно 
малой окрестности точки 25 


М (Р) = На М (Р,) = 0. 


На основании теоремы 4 (которую можно рассматривать как обратную 
к теореме 1) можно утверждать, что к предельной функции Р (2) после- 
довательности (3) применимы ранее доказанные теоремы 1, 2 и 3. 
Установим некоторые свойства последовательности (3). 
ТЕОРЕМА 5. В условиях теоремы 4А существукт пределы 
Пт а) = а Е О ЕЕ И 
п-> со 


Чтобы доказать эту теорему, положим 


т (2) = П А тео...) 
1+т 
и 
М т (у) = Г. (ВБ) у. 


Функция Г (2), в силу (2), принадлежит классу |->, °|. Имеем: 


Ри 8 


М (Р) = Пт Ма (Р,) = И р | а) Ук (2, ] т (^;) = 
= ша [У а® ук (@, №.) | Ги 0), (5) 


пт—>оо К=1 


ибо Г (^;) =0 при ] == т, причем из существования левой части выте- 
кает существование правой. Отсюда, так как Ги (^„) = 0 и функции 
ук (2, ^т) (Ё = 1,2,..., 8) линейно независимы, и вытекает существо- 
вание пределов 


: № а ° 
9 а) = а). 
п>со 


ТЕОРЕМА 6. Последовательность (3) и последовательность 


п в 
9% я 0) — 
Р‚ (2) = У У “и %( №) (п=12....), (6) 
1=1А=1 
удовлетворяющие обе условиям теоремы 4, сходятся к одной и той 
же функции тогда и только тогда, когда пределы соответствующих 
коэффициентов равны между собой: 


у 


И 
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В самом деле, пусть последовательности (3) и (6) сходятся к одной 


функции 2 (2). Учитывая (5), имеем: 


5 


ИМ СР). = 1 МСС) = 4 у (5, ^») | Гоа) 


7п 
К=1 


и одновременно: 
5 


М» (Р) = Ит МиР») > |; р. Ук (5, 2) Гот (^т)- 


К = 


Правые части равны, ибо равны левые. Но равенство правых частей, по- 
скольку Ук (2, ^т) (Е =1,2,..., 5) — линейно независимые функции, воз- 
можно только при условии 


(к (к 
а = а), 
Пусть теперь дано, что 
(К) ^—(®) 
Чт — Чт. 


Нам надо показать, что Р (2) =Р (2), где через Р (2) обозначена пре- 
дельная функция последовательности (6). Полагая 


Мат (у) — Рона еа (2) У, 


где 
со р и 
а 2 
ее, во (2) == П \ ^; у? 
]=т-Ет 


получаем: 


Мпа, > (Р) = Ит Мила, (Р») = 


п-> со 


= У | У ау (2, >) аа, (7) 


= ДИ 
и, аналогично, 


тп $ 


Мил, (В) = У м аук (2, 5) [тт (№). 


= К 


По предположению, 


и, значит, 
М т--1, о (Р) Е М п-т, (Р). 
Пусть теперь т-> со; в пределе, в силу свойства 4) оператора, получим: 
т) — @ {=}, 


что и требовалось доказать. 

Как ив $ 3, обозначим применительно к функции Р (2) через ЛД связ- 
ное множество точек 2, таких, что Р (2) регулярна в круге |2— 25 | <г 
с 9(25) <1. Имея в виду представление (7) и тот факт, что Миа «(Р)— 
—Р (=) при т —> © равномерно внутри О, можно утверждать, что `попут- 
но © доказательством теоремы б мы доказали еще следующую теорему. 
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ТЕОРЕМА 7. В условиях теоремы 4 функцию Р (=) в области 9 мож- 
но представить в виде 


т 5 


р) = В > | У ан м Еьь 6. (9) 


аи 


Замечание. Поскольку 


то в представлении (8) фигурируют только те частные решения у, (2, ^,), 
которые участвуют в образовании агрегатов (3). Имея это в виду, можно 
несколько усилить теорему 3. Именно, основываясь на представлении (8), 
можно утверждать, что если частные решения у, (5, ^,), участвующие 
в образовании агрегатов (3) (эти решения в отдельных случаях составят 
только часть всех частных решений), регулярны внутри контура С (замк- 
нутый контур С принадлежит области 0) и в нем могут быть точки из 
множества Ё), то внутренность контура С принадлежит области 0. 
В частности, если указанные частные решения — целые функции, то 
р — односвязная область. 


$ 6. О сходимости подпоследовательности частных сумм 


Из теоремы б следует, что функции Р(2) мы можем отнести един- 
ственным образом ряд 


о 


1=1 `К= 


ау (в, (1) 
1 


и этот ряд, если он равномерно сходится в круге |2 — 2 | <Г649(2,) < 1 
сходится именно к Р (2). Однако, как показывают примеры, ряд (1) может 
расходиться и даже всюду. Мы покажем, что в тех случаях, когда ряд 
расходится, у него при известных условиях будет иметься сходящаяся 
к Р(2) некоторая подпоследовательность частных сумм. 

При рассмотрении этого вопроса будем пользоваться следующим ре- 
зультатом работы Трошина (°): 

Пусть {\„} — последовательность точек плоскости такая, что 

ИН п 


“о 
| 


1 ) | 
(в нашем случае р = >). Существует разбиение {7„} на группы 


п Я а 
о, ое Ата} ое) М = Ат, Ц О Ат} я 


обладающее следующим свойством: какова бы ни была последователь- 
ность чисел {6%}, | 6%! <1, имеется целая функция (2), удовлетворяю- 
щая условиям: 

И т 

2) при любом :>0 


Во (а) |, [8 | >), (2) 
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где Н — некоторая постоянная, одна и та же для всех {6}, [9% | 
причем Н = 0 при * =0 и г, (=) зависит от е, но не зависит от {вк}. 
Этот результат аналогичен результату работы 'Грошина (1). 
Предположим, что последовательность {Р„ (2)} (последовательность (3) 
из предыдущего параграфа) равномерно сходится в круге | 2 — 120 | <”, 
причем г, таково, что в точке 25 


5 


Н. \ 
@«=4 (в) =! (==) М (т1, 9) < 1 
( 


(здесь число Н взято из условия (2)). Область, которая содержит точку 
2, и всякую такую точку а, что Р(2) регулярна в круге |2—@а| < 
с 9: (4) <1, обозначим через О.. При = 0 область 0), совпадает с об- 
ластью существования функции Р (2), если из последней исключить 0со- 
бые точки 0; (2). 

ТЕОРЕМА 8. В области О, сходится подпоследовательность частных 
сумм ряда (1) порядков т, (р=1, 2,...), причем на любом ограниченном 
замкнутом множестве ЕЁ с О, она сходится равномерно. 

Чтобы доказать эту теорему, рассмотрим всевозможные последователь- 
ности {6%}, |6 | <1; каждой такой последовательности, как и раньше, 
приведем в соответствие целую функцию ‹(2) (таких функций будет 
целое семейство). Полагая 


со 
- 
в (2) = Уста", 
0 
на основании (2) можно утверждать, что 


о < (9) (7, о (3) 


где А (®) — одно и то же для всего семейства функций о (2). 
Введем операторы 


№ (Р) = Ус," Р (2) 
0 
(их целое семейство). В силу (3) и леммы 1 (вместе с оценкой (3) из 


$ 1), они определены всюду в области 0),, причем в достаточно малой 
окрестности точки а6 Д), (точка а выбрана произвольно в Д),) 


[М (Р)| = ен" в] <. (4) 


где А — одно и то же для всех операторов. 
В достаточно малой окрестности точки 25 имеем: 


М (Р) = Нш М(Р,) = па У, [У абЭух (2, | «(^;). 


Е Е И 


Напомним, что © (^) =6,, если ЛЕТ,. До сих пор числа 6, были под- 
чинены единственному ограничению: |6, | <1. Сейчас предположим, 
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что все они равны нулю при ри`>р, где р — некоторое фиксированное 
целое число. Тогда предыдущее равенство примет вид: 


Тр $ т; $ 
(РУ [У аук (а, оды (У аа, + 
= К=1 7=1 =] 
ть $ Тр 8 
ны Х Обь м) -+ь У (У ем). © 
р-ты ‘Ша ти ВЕ 


Это равенство, установленное нока в достаточно малой окрестности точки 
20, имеет место во всей области 0:1, ибо левая его часть является в 0, 
аналитической функцией, а правая — конечной линейной комбинацией 
частных решений у, (5, ^.); в частности, оно имеет место в достаточно 
малой окрестности точки а. Если обозначить через 5’, (2) частную сумму 
порядка п ряда (1), 


5» = (> «к, 
1=1 #1 
то равенство (5) можно представить в виде: 


М (Р) = 15, (2) - 65 [9 (2) — 9, (2)] + ++: + 8 [тр (2) — тр (2)]. 


На основании неравенства (4), в достаточно малой окрестности |2 —а| в 
точки а 


| бит, (2) - 65 [, (2) — ть (2)] + + *-Ё бр [тр [7 тр (=) | < К. 


Выберем числа 6, (и =1, 2,..., Р) (они у нас подчинены только усло- 
вию |6, |<1) так, чтобы их модули были равны единице и чтобы 
в фиксированной точке 2 из окрестности |2— а | «ев выражения 


не о бо 
были действительны и неотрицательны. При таком выборе будем иметь; 
бт, (2) | = | Эт: (2) — Эт, (2) | "== | Эт (2) — Эт (2) | о, 


Здесь 2 — произвольная точка из окрестности |2—а| “в ир— любое 
целое положительное число. Отсюда выводим, что в окрестности 
|2 —а | < в равномерно сходится ряд: 


т (2) ый [та (2) — т, (5)] = ее => [тр (2) Ге т (=)] те чи 


или, что то же самое, последовательность {(бтр (2)}. Так как точка а 
была произвольной из О:, то, значит, {5т,„(2)} сходится во всей области 
Р., причем на любом замкнутом ограниченном множестве Ес: схо- 
дится равномерно. Теорема доказана. 

К чему сходится последовательность {5т) (2)}? Если предположить, 
что в Д, (см. определение Г!) точка 2 содержится вместе со своеи 
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окрестностью |2—2 | <7, причем такой, что 4 (2) <1, то мы будем 
иметь, что в |2—2 | <г одновременно сходятся последовательности 
{Р» (2)} и {бт (2)}. Поскольку у этих последовательностей пределы со- 
ответствующих коэффициентов равны (у второй последовательности они 
не зависят от р), то, по теореме 6, 

Пт Эт ‚ (2) = 0 Р. (2) = В) 


р- со п-+ со 


` ы . п я г 
Следствие. Если Им == 0, то подпоследовательность 

п- с т 
| | 
{5тр (2)} частных сумм ряда (1) сходится к Р(=) в0 всей области суще- 
ствования Р (2), исключая, быть может, особые точки (9; (2), а если 9 (2) — 


целые функции, то во всей области существования. 


$ 7. О сходимости ряда 


В этом параграфе мы укажем, при каких дополнительных условиях 
сходится сам ряд 


Я (У «и, (1) 


является конечной. При этом предположении можно утверждать [см. (*), 
стр. 43], что в формулировке теоремы интерполяционного характера, 
приведенной в начале предыдущего параграфа, группы точек Г» можно 
считать состоящими каждая только из одной точки, а число Н — рав- 


+ + 
© т & © ® 
ным о --8, где < =———, а0-=, если 6 >20, иб =0, если 8<0. Но 


эш — 
если каждая группа Тр» состоит только из одной точки, то тогда т»=р, 
последовательность {5т,(2)} совпадает с последовательностью всех ча- 
стных сумм ряда (1) и, следовательно, теорему 8 можно формулировать 
как теорему о сходимости ряда (1). Таким образом, мы получаем сле- 
дующее предложение: 
ТЕОРЕМА 9. Пусть 8 < и в определении областа Ш. величина 


+ 
Н =с- 5. Тогда в области О. сходится ряд (1). 


3 
& 
Следствие. Если <=О0иб=0, то ряд сходится к Р(2) во всей 
области существования Р (2), исключая, быть может, особые точки 
0; (=), а если 0;(2) — целые функции, то во всей области существования. 


- 
Отметим, что условие 5 =0 будет выполняться, в частности, если на 
последовательность {^"} наложить ограничение [см. (3), стр. 49]: 


1 


и 
о. (2) 
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$ 8. Об одной теореме интерполяционного характера 


Цокажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 10. В условиях теоремы А для любого & из достаточно 
малой окрестности точки зу существует последовательность целых функ- 
ций {© (2) = ©, (2, &}} со свойствами: 

1 

1) [ел (2) [< ехр [(з + =) |#| 3], |2| > то (9), 
причем т, (=) не зависит от п; 

2) в любой ограниченной области последовательность {т (2)} равно- 
мерно сходится; 


ыы) = | Хил, 0) прив < рь 
К—=1 
и (^„) = О при в >> Р». 


Функции в, (2) будем искать в виде 


р ОУ, 
а (1) 


т, 
1 


где надо считать М1. [Р„ (&)] = Р, (®. 

По условию, последовательность {Р„(2)} равномерно сходится в круге 
12—20 | < те 4 |2. | < 1. Немного уменьшив г (так, чтобы условие 4 (25) <1 
по-прежнему выполнялось), можно считать, что {Р„(2)} равномерно схо- 
дится в круге |2—2| < А(т< А), и для каждого & из некоторой окре- 
стности |& —2| <, точки 25 имеем: 4 (8) <1 и круг |2—&| < г содер- 
жится в круге |2—2| < А. Имея это в виду, оценим М1 и [Ри (8)]. 

Так как функции Г, ш_1(2) ([1,.,(2)==1) по модулю меньше 


и 


Пт г) < ар + ие. (2) 


П-—=1 


в силу чего тейлоровские коэффициенты указанных функций будут иметь 
равномерную, не зависящую от т оценку сверху), то [см. неравенство 


(3) из $ 2] 


Ми [У (8) < К шах |У(2)|, |—20| < 8, (3) 


#—Е|=т 


где К не зависит ни от &, ни от т. Отсюда, учитывая, что в силу равно- 
мерной сходимости {Р, (2)} в круге |2—25| < В 


ахьР, (2). < Е И Е 


[2—&|=7 
где М не зависит от п, получим: 


1Млииь [Р» (|< АМ, |&—45| 58. (4) 
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Из последнего соотношения и из того факта, что функции Г 1, (2) ПО 
модулю меньше выражения (2), заключаем, во-первых, что ряд (1) 


сходится, а во-вторых, что 
1 


| о (2) | <ехр [(° - ®)|[2[* |, |2[>т(®), 


где го(=) не зависит от п иё (ряд а |1 сходится, ибо Тм < 28 
1+ — 
1. |8 
при 5 > 2). Таким образом, условие 1) теоремы выполняется. Воспользо- 
вавшись неравенством 
|Мт— [Рр (8) — Ра (|< К шах | Рр (2) — Ра (2) |< 
[&—2, |< 8» [2—Е|=т 
<К шах |Рь(2) — Ра(2)| (5) 


[2—2°| В 


[оно следует из (3)] и заметив, что правая его часть (она не зависит 
от т) стремится кнулю при р, 4-> со, мы убедимся в справедливости усло- 


вия 2) теоремы. 
Остается доказать условие 3). Для этого воспользуемся тождеством 


[см. (8), стр. 61]: 


ее ри (^,) Е (2) Тс (2) 
№ х а (6) 
т=1 в 7 
Положим 
Ри $ 
= 2, (2), В,;(2)= У ак (№. (7) 
7—1 К=1 
Так как 


М, т—1 [В; (5)] == В; (5) Га, т—1 (^}, 


то, в силу представления (1), 


р 
о» [В; (&), ^,] = — В, (© У те. 
ТП=1 


т 


На основании тождества (6), правая часть последнего соотношения 


равна нулю при ] = ц и равна В; (&) Гл (^,) при ] =ы. В силу этого, 
принимая во внимание (7), мы и получим, что 


и, ро (5), Л] = а (5) # (^ь) 
при и зрьи 


т [Р» (8), №,] =0 


при и > р». Этим теорема доказана полностью. 

Замечание. В дальнейшем, кроме функций в [Р» (5), 2], нам пона- 
добятся производные этих функций порядка у=1,2,...,$—4 по пара- 
метру 8. Мы имеем: 


вы [Рь 9,2] = — Ум нир, И 


т=1 


42% 
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5 
Будем предполагать, что & лежит в круге о (число 8, указа- 
но выше). На основании неравенства Коши 


у 15 5 
о а 
2 


принимая во внимание оценку (4), получим: 


5 
| МиР, И < КМ, 
аё | (5*) 

в силу чего 


ви 
и [Р» (&), 2] | < ехр [(< + ®)|2|°], |2|5>р0@), 


95” 
где ру (=) не зависит ни от п, ни от &. На основании того же неравенства 


Коши, принимая во внимание оценку (5), согласно которой в круге 


5 
т 


п 


—- . о 7—2 = 8. 
—Р. (|< К шах |Р»(2) —Р, (2) |, 


— о |#—2/=В 
2 


| ор, 
заключаем, как и ранее, что последовательность |957 О ГР ©.) (у фи- 


|= пе. Мы Рь® — | < 


ксировано) равномерно сходится в любой ограниченной области изменения 
переменного 2. Заметим, наконец, имея в виду свойство 3) теоремы 10, 


что 
у ы О я ‚ 
Е Оп, В (Е), А — | № т "ое 9* (5 А) | (^,) 


при и < ри 


д Е № 
Е ба [Ра лн[—0 
при № > рт. | 
Таким образом, производные порядка у по параметру & от функций 
«и [Р» (&), 2] обладают свойствами, аналогичными свойствам 1), 2) и 3) 
присущим самим этим функциям. 
Рассмотрим теперь отдельно случай, когда 6 <[фоо (величина 6 введе- 
на в предыдущем параграфе). В этом случае [см. (8), стр. 36] сущест- 


1 Е 
вует целая функция © (2) из класса [-=,< +2], которая удовлетворяет 


условию: 
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Если функции ви (2) (п = 1,2,...) из предыдущей теоремы мы умножим 
на эту функцию ©(2), то получим новые функции © (2), относительно 
которых можно сформулировать следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 11. В условиях теоремы 4, если 8< оо, для любого 6 из 
достаточно малой окрестности точки 2, существует, последовательность 
целых функций {от (2)} со свойствами: 

1 
Я г та о а 

1) | (2) [< ехр [(2° + 28+ =)|2|*], |2| > то (®), 
причем го (3) не зависит от п; 

2) в любой ограниченной области последовательность {в (2)} равно- 
мерно сходится; 


3) 5. (А ео аньук (8, №») прин «р, 

к=1 
бт (^,) =0 прив > р». 

Замечание. Относительно функций я (1) == т (2,=) можно сделать 
замечание, аналогичное тому, которое было сделано выше. Именно, мож- 
но утверждать, что производные фиксированного порядка у по параметру 
& от функций гы (2, Е) обладают свойствами 1) и 2), указанными в тео- 
реме 11, и свойством, аналогичным свойству 3): 


ры (®) д` Е 
дез ©" (№ь -5 @ ть ЭРУ Ук (Е.А) 


Сл 


при и ры и 


— 6 (^, =) =0 


> 


при и рн. 


9. О сходимости исходной последовательности 
линейных агрегатов 


Изучение последовательностей полиномов Дирихле показало [см. (3), 
глава Ш], что если последовательность полиномов Дирихле сходится в 
некоторой области, то она при известных условиях будет обязательно 
сходиться и в большей области. Естественно возникает вопрос, не бу- 
дет ли указанное свойство в какой-то степени присуще и более общим 
последовательностям, а именно, изучаемым в этой работе последователь- 
ностям {Р»(2)}. 


Этот вопрос мы пока рассмотрим применительно к последовательнос- 
тям частного вида 


о — № ат (5, №;) =.) (1) 


где через у(5,/;) обозначено одно из 5 решений ух (2,^;) (Ё =1,2,..., $). 
Положим 


сы А 
Рота (2) 
те ) 


Е У (20, и 
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Будем предполагать, что ряд (2) сходится в некоторой области. Область, 
внутри которой он сходится равномерно, обозначим через С и с ее по- 
мощью построим новую область 0), следующим образом. Будем считать, 
что точка а принадлежит Ю., если имеется круг |2—а| <7», принадле- 
жащий области С, такого радиуса 7., что выполняется условие: 


(26+ 


75$ 


да = во (а) = [ 29° | ям», 00) <1 6) 


(напомним, что ЛМ (г, (4%) обозначает здесь максимум модуля (0. (2) в круге 
= 
[—а| < гз). При ‹=0, 6=0 области С и РБ, (с точностью до особых 


точек функций 0; (2)) совпадают. 
ТЕОРЕМА 12. Если последовательность (1) равномерно сходится в круге 
= 
8—2| <7 с 9(2) <1, то она равномерно сходится и внутри обла- 
СИА 25. 
Для доказательства воспользуемся теоремой 11. Именно, при помощи 


фигурирующих в этой теореме целых функций —. (2) образуем операторы 


М» (у) = (Р)у (п=1,2....). 


На основании свойства 1) функций с (2) (см. теорему 11) заключаем, 
что этими операторами можно действовать на функцию 2) в любой точ- 
ке области 0.5, причем 


Фи, А 


В силу свойства 3) функций в, (2), отсюда получаем; 
Ри 


Мо (ЕК) = У 43 (2, ^;) == и (2), 


= 


ибо применительно к последовательности (1) 
и (^3) = Чл (2, 3) 


при 7 <рь и ©, (^;) =0 при / > р». Учитывая свойства 1) и 2) функции 
<» (2) и свойство 4) операторов, выводим, наконец, что последовательность 


{01, (Е) =» (2)} 

равномерно сходится внутри /), что и требовалось доказать. 

Следствие. Пусть <=0и Ен пусть последовательность (1) 
равномерно сходится в некоторой окрестности точки 35,. Если ряд (2) 
равномерно сходится внутри области С, то внутри этой области (ис- 
ключая, быть может, особые точки 0, (2)) равномерно сходится и перво- 
начальная последовательность (1). 

Укажем теперь, как можно рассматриваемый вопрос о сходимости 
исходной последовательности линейных агрегатов в возможно большей 
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области решить применительно к последовательности 


Ра У Уи ( (2,^) (п=1,2,...). (4) 


1=1К=1 


Для этого снова воспользуемся теоремой 11 и замечанием к ней. 
Пусть ©, (2, &) — функции, фигурирующие в теореме 11. Положим 


— д 9—1 а 
0 (2) = ви (2, 8), Вл (2) = др в (2,8), .--) т (2) = 5, ®). 
При и < рь имеем: 
о (А == У В 
к-1 
Вт (ль. —— № мя ‘АЕ Ук (Е, ), | (5) 
к1 [ 
$ 
(к) 41 РА. 
У» (№) = 2. ть `аЕ- Ук (5, ^в.). 
1 
Решим систему (5) относительно величин а (Е =1,2,...,5). Определи- 
тель системы Д, будучи определителем Вронского для уравнения 
$ 
Ру= >» 0, (2) у°—2 (2) = у, 
1=0 
не равен нулю. Следовательно (при фиксированном &), мы получим: 
Е А .) р бт (№) ее ей 
КИА К ИВ и Х, и — 
_ А (3—1) ( к 
У 6 0 Уп (^,). .. ие С) 
= %» (+) А’ Вы 0) Вы’ +... 1» 0) С, (6) 
где величины АХ, те и С не зависят от п. 
Образуем ряды 
1) (2) = р Ук (2, №»), 
Ро У Ву, 3)... БВ У Оу ль). (7) 


| =1 р==1 


Область, в которой эти ряды одновременно равномерно сходятся, обозна- 
чим через С». При помощи области С, определим область Ох точно так же, 
как выше при помощи области (С была определена область 0.. Именно, 
будем считать, что точка а принадлежит Дь, если имеется круг [2—@|< 
<7т., принадлежащий области Ск, такого радиуса т., что выполняется 
условие (3). 
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ТЕОРЕМА 13. Если последовательность (4) равномерно сходится в кру- 
ге | — 20| <Зг с 9(2,) 1, то последовательность 


Ри 


Рик (2 = У ау (в, М) Нек.) (8) 


1=1 


(при фиксированном К =1,2,...,3$) равномерно сходится внутри области 
Ок. 

Для доказательства заметим, аналогично предыдущему случаю, что 
в области Дь 


со 


О 
5 (12) И = р бт (№) ДЫ Ук (2, Л» в А (И Аыл 


1 


Ри 


у» (Р) В5” = р уе (0) Сук (ель), 
в силу чего, принимая во внимание (6), получаем: 
„ (2) Мо... + (В) Е® = - ачнух (2, А») = Рик (а). 


Внутри области /), последовательности 
И. 


сходятся равномерно; следовательно, внутри к равномерно сходится и 
последовательность (8). 

Теорема 13 показывает, что в тех случаях, когда области Ок (Ё = 
—=1,2,...,5) непустые, исходную последовательность (4) можно расще- 
пить на $ сходящихся последовательностей — на последовательности (8), 
Если области Ш), имеют общую часть О, то в этой общей части будет 
сходиться сама последовательность (4). Область О может оказаться боль- 
шей областью, чем тот первоначальный круг |2 — 2 | <г, в котором, по 
условию, сходится последовательность (4). Таким образом, в этом случае 
мы будем иметь дело с расширением области сходимости исходной по- 


следовательности. 


$ 10. Обобщение теоремы Лиувилля 


В этом параграфе мы укажем случаи, когда из ограниченности пре- 
дельной функции } (2) последовательности 


„= Ул е (1...) (1) 


= 


в определенной бесконечной области будет вытекать, что 7 (2) = с0опз6. 
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Рассмотрим сперва случай, когда в выражении 


$ 


Ву=У 0, (2) у*— (2) 


1—0 
коэффициенты (; (2) являются аналитическими в угле 
159254, |2|>А, (2) 


и в этом угле при больших |2| удовлетворяют условию 


10) А П=О | 

Согласно лемме 2, в меньшем угле 9: {+ =< аге2 «9 — в, > 0, при 
больших |2 

Ру < ВАМ (т, У), (3) 


где В — постоянная, М (г, у) — максимум модуля функции у(2) в круге 
| —| <х иг= |2|3ще. Отметим, что величина В зависит как от коэф- 
фициентов 0; (2), так и от раствора угла (2). 

ТЕОРЕМА 14. Пусть последовательность (1) равномерно сходится в 


круге |5 — 25| < г с 9(2.) < 1 и предельная функция ] (2) регулярна в угле 
(2) (точку 2, предполагаем лежащей в угле (2)). Если 1(2) ограничена 
в угле (2), каждая из функций у(2,^;) (7 =1,2,...) не ограничена при 


д—> © 6 меньшем угле и выполняется условие 


О ‘ве \' ль 1 пт ЕЕ п 
8( =. = $ еее: ; | Ит те (4) 


п < (_ — 


то } (2) ==0. 


Для доказательства положим 


ии, ы®=П(-2)- Ха. 


1т = 


Так как Г (2) 6 [-- \ з (см. $5), то 


< (8 ы =)", &>мМ@), +>0 


На основании этой оценки, неравенства (3) и условия (4) получаем: 


со 


М. (| =| У 5" |< АМ (г, Л, 
К=0 


со 


а 
где и |® о" | ВК — постоянная (ряд, в силу (4), сходится). Если 


в угле (2) 1115, то, следовательно, в меньшем угле (обозначим 
его через (1) 


М (|< АМ. (5) 
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С другой стороны, в достаточно малой окрестности точки д, 


Ри 
М», (7) = Ва М» (и) = Нм 2 @тлу (2. №; [т 0) = 


пй-> © п- < 
Е! 


т: ат. т (^ т) у (5, Ат т, = |Пп Отт 


п- со 
ибо [м (^;) =О при 7 = т. Отсюда, имея в виду (5), получим: 


АМ 
77, У (2, ^т) 


Поскольку последнее неравенство имеет место всюду при больших |2| 
угле (С, и, согласно условию, функция у(2, ^„) не ограничена в С, при 
2—>с0, то, значит, аш = 0 (т=1, 2,...), а вместе с этим и 7 (2) =0. 
Отметим, что условие (4) всегда будет выполняться, если т = 0. 
Рассмотрим теперь второй случай, когда коэффициенты 0;(2) в выра- 
жении для Оу являются аналитическими и ограниченными в некотором 
бесконечном канале В, описываемом кругом постоянного радиуса А при 
движении его центра вдоль некоторой кривой Г, уходящей в бесконеч- 
ность. На основании леммы 3, в меньшем канале В., описываемом кру- 
гом радиуса р<_ А при движении центра вдоль той же кривой Г, имеем: 


| О^у| < В" М (г, У), 


где В — постоянная (другая, чем в предыдущем случае) и г= А— 9. 
Используя этот факт, аналогично предыдущему можно убедиться в спра- 
ведливости следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 15. Пусть последовательность (1) равномерно сходится 
в круге |8 —2| < гс 9(25)<1 и предельная функция ](2) регулярна в 


канале ВБ. Если 1(2) ограничена в канале В, каждая из функций 


Га О 


у (2, ^;) (1 =1, 2,...)не ограничена при 2—> со в канале В; и выполняется 
условие 
се \* 
2 
и 
ил. (=) ==0. 


У Мандельбройта в книге (11) (стр. 247) приводится теорема: пусть 
{\„} — возрастающая положительная последовательность, верхняя плот- 


ность которой конечна, и пусть [2 — ее усредненная верхняя плотность. 


Допустим, что ряд Дирихле ел: ^"”° имеет абсциссу сходимости 
(< со) и 
еы З 
Р ($) = Уае ^* (з=Ве- 6) о 
®=1 


Предположим, что функция Е (5) может быть аналитически продолжена 
вдоль криволинейной полосы В шириной 2«Д, продолжающейся до — ©°, 
причем В > р. Если эта функция ограничена в В, то она тождественно 


равна нулю. 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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—Аиз 
Если учесть, что функции е п 


решения уравнения 


можно рассматривать как частные 


Ру==у" = №, 


то станет ясным, что теорема 15 является по своему характеру широким 
обобщением теоремы Мандельбройта. 


$ 11. Применение к последовательностям линейных агрегатов, 
составленных из полиномов Якоби 


Начиная с этого параграфа, мы будем рассматривать некоторые 
частные случаи уравнения 


Ру == У 0; (2) У? (2) = му 
1=0 


и к последовательностям линейных агрегатов, составленных из решений 
такого уравнения, будем применять ранее доказанные положения. Ради 
простоты формулировок будем предполагать * = 0. 

Уравнение 


Ру=у =ш, у 


„(здесь 5=2, ^„ =) доставляет первый простейший случай. Его ре- 
ы й 

шениями будут функции е^""”, а соответствующими последовательно- 

стями — последовательности полиномов Дирихле 


Рт 


Ри(2) = У (@ ее") (пд 2... 


1=1 


Однако, принимая во внимание, что такие последовательности уже 


хорошо изучены [см. (3)], мы не будем на этом случае останавливаться. 
Случай 


Ду == 2*у" -- 2у' = и? у 


(здесь решениями будут функции 2**") заменой 2 на е’ сводится к пре- 
дыдущему случаю. 


К последовательности полиномов Дирихле легко сводится также 
последовательность агрегатов, составленных из полиномов Чебышева 
Г» (2) (п =1,2,...), удовлетворяющих, как известно, уравнению 


Ву == (1 — 22) у" — 22у' = пЗу. 


БВ самом деле, если учесть, что 


т = 5 (ем +="), = шШ@а+Уй=1, 


то станет ясным, что, положив в последовательности полиномов Дирихле 


ШП» =: =2 "ст; 
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и заменив 2 на Ш (И 2—1); мы получим последовательность агре- 
гатов 

Рт, 

р. СпуТ в: (2); 

2=1 
составленных из полиномов Чебышева. Таким образом, свойства этой 
последовательности могут быть получены без всякого труда из свойств 
последовательности полиномов Дирихле. 

Новый и, насколько нам известно, еще не исследованный случай мы 

получим, если будем отправляться от уравнения 


Ву==(1 — 2*) у" + [В —« — («-- В- 2) 2] у’ = — пм (п, я-+ В+ Фу, (1) 
где х и В — действительные числа, п„ — целые положительные ‘числа. 
Одним из двух его частных решений является полином Якоби ры. (2) 
степени Пт. 

Отметим следующее асимптотическое представление полиномов Якоби 
[см. (12), стр. 190]: вне отрезка [—1, + 1] р. 


ре) 6 о} би) тк 


\ 


Участвующие здесь степени выбраны так, что они имеют положи- 
тельные значения при действительных 2>1. Представление является 
равномерным в том смысле, что отношение левой части к правой вне 
любой замкнутой кривой Г, охватывающей отрезок [—1,`-1], равно- 
мерно при п-—> со стремится к единице. 


Очевидно, что 
1 


ВР (к С { + (2? — 192}, (2) 


где С„(2) вне указанной кривой Г при п-—>со равномерно стремится 


к единице. 
Из представления (2) следует, что если мы имеем ряд по полиномам 


Якоби 
УР в), 


= 1 
то он сходится внутри некоторого эллипса с фокусами в точках 
; =+1. Далее, из представления (2) следует, что если точка 2, не 
лежит на отрезке [—1, -- 1], то ряд 


(и, В) 
али (2 : 
р(®’, В) (20) ? ( ) 
т=т Пт 
где п], По, те .— любая возрастающая последовательность положительных 


чисел, сходится равномерно внутри эллипса с фокусами 3 = 1, прохо- 


дящего через точку 5%. 
5* 
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Чтобы результаты предыдущих параграфов применить к последова- 
тельностям агрегатов, составленных из полиномов Якоби, положим в 
предыдущих исследованиях 


Е 5(х, 8) 


у (2, Ат) = Р”т.,, (2). 


В соответствии с этим 
Лт = — Пт (Пт Но ЗН в Не 4; 


Нетрудно видеть, что для таких ^т 
1 


[Аж | 


1 


а 


ыы 
= 5 


ий 0 


(при больших т указанная разность больше любого числа, меньшего 
единицы). Следовательно, в рассматриваемом случае величина 6 = 0. 
Имея в виду все эти факты, мы из общих теорем применительно 
к полиномам Якоби получим следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 16. Пусть последовательность агрегатов 


| Ат +1 “— Ат — | Ат т 


ТЕ 
[№ (2) = У аиР (А (=1,2,...) (4) 


равномерно сходится в некоторой области К и пусть выполняется 
условие 


Тогда: 

1) последовательность (А) равномерно сходится внутри некоторого 
эллипса с фокусами в точках з= 1, содержащего внутри себя 
область К; 


2) существуют пределы ПШпахт = ат (т=1,2,...); 
К- со 


3) ряд 


со 

и О (5) 

т=1 
сходится к предельной функции ](2) последовательности (А) во всей 
области существования } (=); следовательно, эта область есть внутрен- 
ность некоторого эллипса с фокусами 2 = +1 (сам эллипс является для 
7 (2) купюрой). 
”” Сделаем пояснение к первому утверждению теоремы. По условию, 
последовательность (4) равномерно сходится внутри области К. Возьмем 
в этой области точку 2,, не лежащую на отрезке [—1, -- 1]. Образуем 
ряд (3); он сходится внутри эллипса С с фокусами в = 1, проходя- 
щего через точку 2. Внутри С, по теореме 12, сходится и последова- 
тельность (4). Поскольку для каждой точки &6 К всегда можно указать 
такую точку 5, Е [—1, -- 1], чтобы & лежала внутри указанного эллип- 
са С, получаем, что последовательность (4) сходится внутри некоторого 
эллипса с фокусами в 2 = +1, содержащего область К. 

Другие утверждения теоремы не нуждаются в пояснении. 
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ТЕОРЕМА 17. Пусть в условиях предыдущей теоремы предельная 
функция ](2) последовательности (4) является аналитической внутри 
некоторого угла с вершиной в начале (тогда, в силу предыдущей теоре- 
мы, ] (2) будет целой). Если внутри указанного угла функция } (=) огра- 
ничена, то } (5) ==0. 

В заключение отметим, что при х=В=0 полиномы Якоби стано- 
вятся полиномами Лежандра Р, (5). 


$ 12. О последовательностях линейных агрегатов, составленных 
из решений первого и второго рода уравнения полиномов Якоби 


Уравнение (1) предыдущего параграфа имеет второе решение, линей- 
но независимое от ВН (=). Его обозначают через 9: ? (2). Если 


& > —1, В > —1, «Е В-+1=0 и п>>0, то имеет место следующее 
асимптотическое представление [см. (1), стр. 219]: вне отрезка 


1 
о 


С — — 1 
О (2) = (8—1) “(а 1) 2) {#— У — 1", 
где |2 — И = — 1 <1, функция Ф (2) не зависит от п ци вне [—1, +1] 
регулярна и отлична от нуля. Представление является равномерным в 
том же смысле, в каком было равномерным представление для Ре 
Мы имеем: 


О ау 1, (1) 


где функция 0,(2) вне замкнутой кривой Г, охватывающей отрезок 
[—1, +1], равномерно стремится к единице при п—> со. 

Из представления (1) следует, что ряд по функциям о 
дится вне эллипса с фокусами в точках 2 = -Е1; в частности, ряд 


со О (2) 


> о-в, 


ТИ=1 


где 2 @ [—1, 1], сходится равномерно вне эллипса с фокусами в 
= +1, проходящего через точку 2.. Отсюда следует 
ТЕОРЕМА 18. Пусть последовательность агрегатов 


РЕ 
У 9” @ =12,...) (2) 


тТ=1 


равномерно сходится в некоторой области, и пусть выполняется условие 


г ТТ 
[Па 1-0) 
п-> со 7 


Тогда: 
1) последовательность (2) равномерно сходится вне некоторого эллипса 


с фокусами г = 1; 
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2) существуют пределы 


Па фи = био ОТ, бека 


К- < 


3) ряд 
со (о 
У в,.0° (2) 
т—1 


сходится к предельной функции 5(2) в0 всей области существования 
Ф (=); следовательно, эта область есть внешиость некоторого эллипса 
с фокусами в = 1. 

Рассмотрим теперь последовательность линейных агрегатов, состав- 
ленных как из полиномов Якоби, так и из функций 02 (2): 


РК 


Ф, (2) = У С И Я АН о НА (3) 
т=1 


Мы предположим, что она равномерно сходится в некоторой области К, 
причем А не содержит точек отрезка [— 1, -- 1] (точки 2 = 1 являются 
особыми для 0“*”® (2)). Пусть, кроме того, 


х т 
к = И — = 0. 
тп- со Пт 
В соответствии с методикой $ 9 для исследования вопроса о сходимости 
последовательности (3) в большей области надо рассмотреть систему 


бк (К) = тр) Бы (2), 


4 ра, а (4) 
к (и) — Якт 42. Ри (20) -- бет а РА 
где и = — Им (п. + «--В- 1). Решая ее относительно азт и бут, по- 
лучим: 
Чкт, = @% (^т) Ат -- Вх (^№т) Вт, 
Фкт = ах (2) Ат» -- Вх (2) В, 
где 
(9 1 а («, В) (1) Й 
Ат Аа 9», (25), Вы = -— нА о-в (2), 
(2) та ‘ Й 
Ат АЕ 42 Ри, (25°), В =. — А Я (20) 


и А — определитель системы (4). 

Воспользуемся асимптотическими представлениями (2) из $ 11 и равенет- 
вом (1) из $ 12 для полиномов Якоби Р®” (2) и функций 0? (2). При этом 
заметим, что так как участвующие в этих представлениях функции С, (2) 
и ДР» (=) стремятся при п-> со равномерно в указанном ранее смысле 


и / 
к единице, то их производные С» (2) и О„ (2) в точке 2 стремятся к 
нулю при п-> со. 
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Имеем: 
о ры ) 
а 


а 8 — о п / И 20 
42 Ро" в.) 76 ” (20) (20 Е — 1) чу т | 
2—1. 


= М0 (1) (и + Уз —1 
О (д) = Уи , 


Ч «, В п— ОЕ. п й р 2 
О) поет) (о У 4) [рвд-уые |= 


р) 
о 


== ео (4 ИЕ В. 


Отсюда (вместо И» пишем пока п) выводим: 


п— п— 2 2 и 
А = пСу 1) РЕ а [Св Е — — ву [+ 


У. = 
| , (2) 
РЕЙ не |. 


Так как фигурная скобка при п-> со стремится к в ры оо 
И = —1 
1 Пт, 
= ЕО. 


На основании всего этого получаем: 
48 = М0)", а=ь—Ув—№, 19|<1 
ВИ о ("а (5) 
и, аналогично, 


— [4+ о(1)] “4”, ВФ = [4 + о(41) "тд т. (6) 
Образуем ряды: | 


ЕО) (2) = 5 А) В в) (2 Е (2) 2 № ВФ р В в) (2). 
т =1 


В силу (5), эти ряды одновременно равномерно сходятся в эллипсе 
с фокусами в 2= -Е1, проходящем через точку 20. Внутри этого эллипса, 
согласно теореме 13 (в нашем случае 8 =0 и с<= 0), равномерно схо- 
дится последовательность 


РЕ 


Я а (7) 


Точка 2 была произвольной в области К. Таким образом, последова- 
тельность (7) равномерно сходится внутри некоторого эллинса С, с фо- 
кусами в 2 = +1, который содержит в себе указанную область К. 
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Образуя ряды 


т, 8) | г (2 (2) (а, В) 
-5 Ат И 2), Е» бк В» Пт '(2 ) 
ТИ = ТП=1 
(они, согласно оценкам (6), одновременно равномерно сходятся вне 
эллинса с фокусами в 2 = +1, проходящего через точку 25), аналогич- 
ным образом убедимся в том, что последовательность 


РК 
фк (2 — 22» © 6) каже) (8) 

те 
равномерно сходится вне некоторого эллипса С, с фокусами в 2 = 1, 
причем область А лежит вне С›. Отсюда выводим, что исходная после- 
довательность (3), равномерно сходясь в области К, тем самым равно- 
мерно сходится внутри кольца, ограниченного эллипсами С} и С., при- 
чем это кольцо содержит в себе область А. Итак, мы получили следую- 

щую теорему. 

ТЕОРЕМА 19. Пусть последовательность (3) равномерно сходится 


в некоторой области К (область К не содержит точек отрезка [—1, {+ 1]), 
и пусть выполняется условие 


Гогда: 

1) последовательность (7) равномерно сходится внутри некоторого 
эллипса Ст с фокусами в == +1, содержащего внутри область К; 

2) последовательность (8) равномерно сходится вне некоторого эл- 
липса С с фокусами в == +1, причем область К лежит вне С.; 

3) исходная последовательность (3) равномерно сходится внутри 
кольца, ограниченного эллипсами С} и С.. 


$ 13. Применение к последовательностям линейных агрегатов, 
образованных из полиномов Чебышева — Лагерра 


Полиномы Чебышева — Лагерра 1/2 (2) удовлетворяют уравнению 
Ву==2у" - («+ 1—2) у = — пу, 


где х — произвольное действительное число. В каждой замкнутой области , 


которая не содержит точек отрезка [0, + со), имеет место равномерно 
следующее асимптотическое представление [см. (1?), стр. 193]: 


Ы. 


и 4 ехр (2 (—п2} }- (1) 


2 
ве р 
2 


т 

(я Не 

Ее (50 ь 

Участвующие здесь степени выбраны так, что они имеют действитель- 
ные и положительные значения при действительных 2< 0. 


Из представления (1) следует, что ряд по полиномам Бо (2) схо- 
дится всюду (за исключением луча [0, + со)), внутри некоторой параболы 
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С с фокусом в начале и осью — положительной частью действительной 
оси. В частности, ряд 


где п, П.,... — возрастающая последовательность чисел, а 2, — какая- 
нибудь точка, не лежащая на луче [0, + со), сходится (равномерно) 
всюду внутри (за исключением луча [0, -- со)) параболы указанного вы- 
ше вида, проходящей через точку 5%. 

Чтобы применить общие теоремы к последовательностям агрегатов, 
составленных из полиномов Чебышева — Лагерра, положим 


А 


В соответствии © этим \„ = —И„, и мы будем требовать, поскольку 
$ = 2, выполнения условия: 


Па 


7т- со т 


Следует отметить, что в рассматриваемом случае величина д вообще 
не равна нулю; в частности, можно привести примеры последователь- 
ностей {^„ = — пи} со свойством (2), для которых 6 =. 

Имея в виду все изложенные факты, мы из общих теорем получим 
применительно к рассматриваемым последовательностям агрегатов сле- 
дующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 20. Пусть последовательность агрегатов 


ЕО = 0), (2) 


Зы Еда. (3) 


равномерно сходится в некоторой области К и тусть выполняется 
условие (2). Тогда: 
1) существуют пределы 


Пи кт, = @т (иран, 


Е- © 


2) последовательность новых агрегатов 


| 
фк (2) = в боба 09) А 2 д ., 
т=1 
где 
Ге (а) = П (1-2), =-щь 
в=Ё--1 | 


равномерно сходится к предельной функции }(2) последовательности (3) 
внутри всей области существования }(2); следовательно, эта область 
односвязна и однолистна; 
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3) существует — подпоследовательность частных сумм порядков 
тх (Е =1,2,...) (числа ть зависят только от "„}) ряда 


со 


Е (4) 
т==1 
сходящаяся равномерно к }(2) во всей области существования ] (2). 
ТЕОРЕМА 24. Пусть в условиях предыдущей теоремы функцил ] (2) 
регулярна и ограничена внутри некоторого угла с вершиной в начале. 
Тогда } (2) ==0. 
ТЕОРЕМА 22. Пусть наряду с условиями теоремы 20 выполняется 
еще условие 


Уты—УИт>й>0. (5) 
Тогда: 


1) последовательность (3) сходится равномерно внутри (за исключением, 
быть может, отрезка [0, + со)) некоторой параболы с вершиной в на- 
чале и осью — положительной частью действительной оси; 

2) ряд (4) сходится к ](2) во всей области существования }(2); сле- 
довательно, эта область есть внутренность (за исключением, быть мо- 
жет, луча [0, | со)) параболы с вершиной в начале, у которой осью 
служит луч [0, + ©). 

Остался невыясненным вопрос, будет ли без требования (5) область 
существования /(2) внутренностью некоторой параболы? 


$ 14. Применение к последовательностям линейных 
агрегатов, составленных из полиномов Чебышева — Эрмита 


Полиномы Чебышева — Эрмита Я, (2) удовлетворяют уравнению 
/" — 22у' = — 2пу. 


Известно [см. (12), стр. 197], что в любой ограниченной замкнутой об- 
ласти, не содержащей точек действительной оси, равномерно 


п 

1 Г (= +:) — + 

ИМ | и — 
Уж Г 1) | п (2) | оф т (2) | 

(для действительных 2 верхний предел левой части при п-> со будет 


не больше нуля). Из этого факта вытекает, что ряд по полиномам 
Чебышева — Эрмита 


со 

Ура Нр (2) 

п=1 
сходится в некоторой горизонтальной полосе | Та (2) |< а, причем равно- 
мерно на любом замкнутом ограниченном множестве, не содержащем 
точек действительной оси. В частности, ряд 
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где п1, пь,...— некоторая последовательность положительных чисел, 
а точка 20 не лежит на действительной оси, сходится в полосе | ба (2) |< 
< |Ша (2) |. 


Чтобы в рассматриваемом случае использовать общие теоремы, поло- 
жим в них 


У (2, т) = Ни, (2). 


В соответствии с этим „= —2и., и мы получаем следующие предло- 
жения. 


ТЕОРЕМА 23. Пусть последовательность агрегатов 


РК 


а (= дубль Но (2 Зин) (1) 
т=1 
равномерно сходится внутри некоторой области К (будем предполагать, 
что область К не содержит точек действительной оси), и пусть вы- 
полняется условие 


т Е и ыы — 
Тогда: 
1) существуют пределы 
И 


й- со 


2) последовательность новых агрегатов 


К 


ор 


т, =1 
где 
(>) 
5 
Ги+л,оь (2) = П (1 Е = ‚ №=- 2,, 
ы=А-1 и" 


сходится равномерно к предельной функции (2) последовательноети (1) 
внутри всей области существования }(2); следовательно, эта область 
односвязна и однолистна; 

3) существует  подпоследовательность частных сумм порядков 
тх (Е =1,2,...) (числа ть зависят только от {пи}) ряда 


Зи, (о (3) 


сходящаяся равномерно к ](2) во всей области существования } (2). 
ТЕОРЕМА 24. Пусть в условиях предыдущей теоремы функция ] (2) 
регулярна и ограничена внутри некоторого угла с вершиной в начале. 


Тогда } (2) =0. 
ТЕОРЕМА 25. Пусть наряду с условиями теоремы 23 выполняется 


еще условие 


Ин — Ит>й>0. - (4) 
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Тогда: 


1) последовательность (Т) равномерно сходится внутри полос 


0< № (2), —«< (2) < 0, причем область К содержится в одной 
из этих полос; 

2) ряд (3) равномерно сходится к ] (2) в0 всей области существова- 
ния, следовательно, эта область представляет собой горизонтальную 
полосу одного из следующих трех видов: 


| ша (2)|<8, < (< —В< Ш (0. 


Из последней теоремы в качестве следствия получается следующий 
результат Е. Хилла (4): пусть ряд (3) сходится в некоторой полосе 
[п (2) |< В к функции ] (2) и расходится вне ее. Тогда при соблюдении 
условий (2) и (4) прямые [а (2) = +В являются для функции ](2) есте- 
ственными границами. 


$ 15. Применение к последовательностям линейных агрегатов, 
составленных из цилиндрических функций 


Уравнение цилиндрических функций 
у" { 2" + (2 — р’)у=0 


имеет в качестве своих решений цилиндрические функции разных родов. 
Мы ограничимся рассмотрением цилиндрической функции Ханкеля пер- 
вого рода в (2). Она регулярна всюду, кроме начала, и имеет для 
2 =те", —п«Ф«2т, следующее асимптотическое представление 
рем. (3), отр. 79 


Н® (2) = у и +0(--)]. 


Она действительна при действительных значениях 2, удовлетворяет 
уравнению 


22" + 2’ — (2+ )у=0 


и имеет асимптотическое представление 


5 ка 1 3” Зп 
= а: «1 +о(+)], а о (1) 
Пусть а, а, --., Ни, ... — некоторая последовательность положитель- 


ных чисел. Рассмотрим функции К, (и2). Они удовлетворяют уравне- 
нию 


И 1 / 
ууу 
Здесь $=2, 0% (2) =1, 0, (&@) =— 
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положим, что 


а (2) 


т- со т, 
и последовательность линейных агрегатов 


РЕ 


Тк (2) = 2 актК С. (Ит2) (А == И 2, .. $) (3) 


(К р (и»2) = У (=, ^т)) равномерно сходится в некоторой области К. Пусть 
20 — некоторая точка этой области, не лежащая на отрицательной части 
действительной оси, и 2, 0. В силу теоремы 10, существует последо- 


вательность целых функций {5 (2)} со свойствами: 
| 


1) [вх (2) [< ехр(е[2|?), |2! > то (®), 

2) в любой ограниченной области {‹, (2)} равномерно сходится, 

3) <» (т) = актКр (то) Гл, (^т) при т < рь и вк (\т) =0 при т > рь 
где 


со 


11, (2) = [ (4— 


Рассмотрим выражение 


Фе (2) = - 


© (И 2 
1 \ к К ] Е 2) На (4) 


2ти гк, и Е 20) 


где С — бесконечный контур, идущий из со по лучу аго? = до неко- 
торой его точки [, от точки { —- по вертикали до точки {1 луча аго {1 = — в 
и возвращающийся из В вдоль луча аго{ = —е в со. Точку & выберем 
при этом так далеко от начала, чтобы внутри контура С функция 
К (У 1=,) не обращалась в нуль. На основании асимитотического пред- 
ставления (1) это сделать можно. На основании того же представления 
и неравенства 


о 


|<”, ВЕС) 


[см. (8), стр. 167], где 6 — любое число, большее нуля, подынтегральная 
функция в интеграле (4) имеет оценку: 


р( 220 


где 8, — любое положительное число, 1 (81) не зависит от А и точку 2 
мы считаем лежащей в области А — плоскости с разрезом вдоль отрица- 
тельной части действительной оси. Из оценки (5) видно, что, какова бы 
ни была ограниченная замкнутая область С, лежащая в А правее пря- 
мой Ве (2) = Ве (20), число е (оно входит в определение контура С) можно 
выбрать настолько малым, чтобы правая часть в неравенстве (5) была 
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1 
меньше ехр (—2|#}? ) (8, >0) для всех 264, Е6С, |1|`>ь. Следова- 
тельно, имея в виду (4), можно утверждать, поскольку {% (2)} в любой 
ограниченной области сходится равномерно, что последовательность 
{7+ (2)} в области С сходится равномерно. 
Пусть в {и„} первой точкой, попавшей внутрь С, будет точка [,. 
В силу (4) и свойства 3) функций о; (2), имеем: 


РЕ 
7% (2) == У, ат Вр (Ито). 


т = 
Отметим, что так как существуют пределы 


9 алии (ПА, иена 

К- со 
и п, — фиксированное число, то в произвольной ограниченной области, 
в частности в области С равномерно сходится последовательность 


п—1 
Ау К, 


т =1 


Принимая во внимание, что 
Те (=) = 1 (2) - 1 (2), 


мы видим, что в области С равномерно сходится исходная последова- 
тельность (3). Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 26. Если последовательность (3) равномерно сходится в об- 
ласти К (будем предполагать, что К не содержит точек отрицатель- 
ной части действительной оси) и выполняется условие (2), то: 

1) она сходится в некоторой полуплоскости Ве (2) > а, разрезанной 
вдоль отрицательной части действительной оси и содержащей внутри 
область К; 

2) последовательность новых агрегатов 


К 


А 


7И=1 


где ат = Пт акт, сходится к предельной функции }(2) во всей области 
К- < 


существования } (2), за исключением точки 5=0; эта область, следова- 
тельно, с точностью 00 точек отрицательной части действительной 
оси, есть полуплоскость Ве(2) > о; 

3) существует подпоследовательность частных сумм ряда 


м ат р. (ит?) (6). 


т=1 


сходящаяся к }(2) во всей области существования, за исключением. 
точки 5 =0. 
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ТЕОРЕМА 27. Если в условиях предыдущей теоремы функция ](2) 
аналитически продолжима неограниченно налево вдоль некоторого канала, 
описываемого кругом постоянного радиуса а`>0 при движении центра 
вдоль некоторой кривой, и в этом канале она ограничена, то } (2) =0. 

Отметим, что в силу асимптотического представления (1) ряд 


<о 


$ Кр (ий) 
— Ар (мол 20) Е 
т=1 


це 2 = (— ©о, 0], сходится в полуплоскости Ве (2) > Ве (20), разрезан- 
ной вдоль луча (— со, 0]. Имея это в виду, можно утверждать справед- 
ливость следующей теоремы. 


ТЕОРЕМА 28. Если, кроме условий теоремы 26, выполняется еще 
условие 


Чит —и„>й_>0, 


то ряд (6) сходится к }(2) во всей толуплоскости Ве (2) > (разрезан- 
ной вдоль луча (— со, 0]), в которой } (2) регулярна. 

В заключение этого параграфа отметим, что ряды по цилиндрическим 
функциям, точнее ряды вида 


© 1 
й (2) = У т (12) Н® (2), 
т—=1 
с точки зрения изучения областей простой, абсолютной и равномерной 
сходимости, а также поведения на прямой сходимости рассматривались 
в работе (1). 


$ 16. О некоторых нерешенных вопросах 


Предыдущие исследования показывают, что относительно последова- 
тельностей линейных агрегатов, составленных из решений рассматривае- 
мого в работе уравнения 


Ру = ^у, 


имеет место ряд теорем, аналогичных теоремам относительно последова- 
тельностей полиномов Дирихле. Однако на изучаемые здесь последова- 
тельности мы еще не умеем переносить в соответствующем виде наибо- 
лее тонкие теоремы теории последовательностей полиномов Дирихле. 
Мы имеем в виду, например, следующую теорему, которую назовем 
теоремой А: 

пусть ОА, <)^.<...<Жж< ... И существует предел 


5 т, 
ба = == о: 


7п—оо И 
Если последовательность полиномов Дирихле 


Ру, : 
Рь (2) = У(ате "4 бще^") (т=1, 2...) 


ут 
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равномерно сходится в области, содержащей замкнутый вертикальный 
отрезок длиной 2тт, то последовательности 


равномерно сходятся соответственно внутри некоторых полуплоскостей 
Ве (2) > х и Ве (2) < В, а значит исходная последовательность равномерно 
сходится в полосе «< Ве (2) < В. 

Аналогичной теоремой для последовательностей агрегатов, образован- 
ных, например, из полиномов Якоби, должна быть, по-видимому, сле- 
дующая теорема: пусть целые числа п, Пь, ..., Пт, ... таковы, что суще- 
ствует предел 


Если по следовательность 


Рт 
Ри (2) = УР, в) (2) (т=1,2....) 


1=1 


равномерно сходится в области, содержащей дугу определенной длины 
(зависящей от *) эллинса с фокусами в точках 2 = = 1, то она равно- 
мерно сходится внутри некоторого эллипса с фокусами в точках 2 = 
ЕЕ 

Какими путями можно было бы попытаться перенести теорему А на 
изучаемые здесь последовательности линейных агрегатов? 

Успех дела в случае последовательностей полиномов Дирихле был 
обеспечен возможностью предетавления оператора 


М (у) = У .б"у, Бу=у, 
т =0 
в интегральной форме: 
АЖ 
М (у) = и те — 2) 90) 4, 


тде 


у (и) = \ 6 (№) е*^а, 


0 


«_——8 


1 
Г. (%) = 5 | у (и) е^ ди. 
Со 
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Здесь С, — контур, охватывающий особые точки функции у(Ё— 2) (в слу- 


т 
чае та —— =< они расположены на вертикальном отрезке длиной 2мх 
2 “т 


с центром в точке 2), внутри которого функция у({) — аналитическая. 
В общем случае роль ядер е=^ в преобразованиях (1) будут играть, 
по-видимому, решения у(2, ^) уравнения 


Следовательно, В общем случае можно попытаться сперва изучить пре- 
образование 


у (и) = \ Фу (и, 09. 
0 


ифвозможность его обращения, а затем при помощи этого преобразова- 
ния получить и изучить интегральное представление для оператора 
М (у). 

ь Решение более простой задачи — изучения 'асимптотического поведе- 
ния ядра у(2, ^) при больших |).| и 2, лежащих в ограниченной обла- 
сти, — позволило бы и в простейшем случае < =0 (как это сделано у 
нас в отношении агрегатов из цилиндрических функций) определить 
вид области сходимости последовательности линейных агрегатов, когда 
эта область отлична от области сходимости соответствующего ряда. 
Так, рассматривая агрегаты из полиномов Чебышева — Лагерра или 
Чебышева — Эрмита, мы ничего не могли сказать (см. теоремы 20 и 23). 
о форме области сходимости (кроме того, что она односвязна) без допол- 
нительного предположения 

1 1 


| Ата В = [А Р > й > 0, 


тогда как есть все основания ожидать, что и без этого предположения 
область сходимости в случае полиномов Чебышева— Лагерра будет внут- 
ренностью параболы, а в случае полиномов Чебышева — Эрмита — горизон- 


тальной полосой. 
Поступило 


27. У. 1957 
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С. Я. ХАВИНСОН 


О ЕДИНСТВЕННОСТИ ФУНКЦИИ НАИЛУЧШЕГО 
ПРИБЛИЖЕНИЯ В МЕТРИКЕ ПРОСТРАНСТВА ТА 


(Предетавлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучаются вопросы единственности функции наилучшего 
приближения в пространстве суммируемых функций. 

Ранее известные результаты Джексона и М. Г. Крейна распростра- 
няются на случай, когда приближаемая функция обладает определенного 
вида разрывами. Среди других получен результат, который может рас- 
сматриваться как аналог для пространства Г. известной теоремы Хаара. 
Получен ряд конкретных результатов о единственности наилучшего при- 
ближения в Г: комплекснозначных функций. 


Введение 


Рассмотрим пространство Банаха Би в нем линейное подпростран- 


ство Я, Н == В. Взяв какой-нибудь элемент «ЕВ —Н, обозначим че- 
рез Ф” тот элемент из Н, для которого 


[9 — $” || = Ш © — © 
ФЕН 


Такой элемент, вообще говоря, может не существовать, даже если 


Н =Н. Однако нас будет интересовать здесь не вопрос существования 
такого элемента наилучшего приближения, а вопрос о его единствен- 
ности. 

Обозначим через Г[„(Ё, и) или, сокращенно, просто через Г», про- 
странство суммируемых в степени р>1 по мере и на множестве Е 
функций. В случае р>1 вопрос о единственности наилучшего прибли- 
жения решается просто: строгая нормированность пространства Ё„, р>1, 
всегда обеспечивает единственность [см. (1), $ 9]. Сложнее оботоит дело 
в пространстве Гл. 

Рассмотрим случай, когда [. построено над отрезком [а, 6]. 

В 1924 г. Джексон (2) доказал, что многочлен п-й степени, наименее 
уклоняющийся в метрике /, от непрерывной функции © (1), единственен, 
Метод Джексона может быть применен [см. (1), $ 49] и к случаю, когда 
Н состоит из линейных комбинаций (многочленов) функций 91 (2), ... 
.., Фи (2), образующих на [а, 6] систему Чебышева, а функция. ®(2) по- 
прежнему непрерывна. Впервые доказательство единственности много- 
члена наилучшего приближения в последних предположениях было дано 
М. Г. Крейном (3) методом, отличным от метода Джексона. М. Г. Крейн 


6* 
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доказал также, что, каковы бы ни были заданные на множестве 
Ес (— со, + со) функции фи (2),..., 9(5), найдется такая суммируе- 
мая на Ё функция, для которой наименее уклоняющиеся от нее в мет- 
рике /. многочлены по системе 9; (2), ..., в (2) определяются не одно- 
значно. 

В настоящей работе, основывающейся на методе М. Г. Крейна, мы 
рассматриваем вопросы единственности функции наилучшего приближе- 
ния для функций (2), допускающих разрывы определенного вида. Этот 
класс функций © (2) обозначен нами через Т (р). Условия, необходимые 
и достаточные для того, чтобы функция ©” (2) ЕН (Н состоит из непре- 
рывных функций), реализующая 


Ш | [© (2) —$ (2) [4% 


ФЕН р 


была единственной (если она существует) для всякой © (2) Е Т (р), совна- 
дают с таковыми для класса С непрерывных функций (7) и даются в 
теореме 3. 

Цитированный выше отрицательный результат М. Г. Крейна показы- 
вает, что для всего пространства Г. не имеет смысла ставить вопрос, 
подобный известному вопросу Хаара для чебышевских приближении. 
Однако при соответствующей модификации такой вопрос естественно по- 
ставить для класса Т (9) (или, что эквивалентно этому, просто для 
класса С непрерывных функций). Из наших результатов следует, что 


свойство системы 9, (2), ..., Ф,(2) быть системой Чебышева обеспечивает 
единственность функций наилучшего приближения (Н состоит из много- 
членов по функциям о, (5),..., 9, (2)) для любой ®«(1) ЕТ (и), если и — 


произвольная мера, относительно которой [а, 6] — приведенное | множе- 
ство. В то же время при фиксированной мере ш система 1 (7), ..., Ф. (2) 
не обязана быть системой Чебышева, чтобы обеспечить единственность 
функции наилучшего приближения для любой ®(2) ЕТ (р) или даже 
© (2) Е С. Простые примеры показывают, что существуют системы непре- 
рывных функций 9; (7),..., ®, (2), не являющиеся системами Чебышева 
на (а, 6) и, однако, обеспечивающие единственность для всякой 
© (2) СТ (р) при любой мере , в которой [а, 6] есть приведенное мно- 
жество. Тем не менее, справедлив следующий результат, который и 
можно рассматривать как аналог теоремы Хаара [см. (“), гл. П] для 
пространства Гл. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть $1 (2),..., 2 (2) — такая система непрерывных 
на [а, 6] Функций, что всякий многочлен из функций этой системы 
имеет нигде не плотное множество нулей на [а, В]. Для того чтобы 
при любой мере , в которой [а, 6] — приведенное множество, для лю- 
бой функции ©(2) ЕТ (и) наименее уклоняющийся от нее в метрике 
Г. ([а, 6], и) многочлен $ (х) из функций системы был единственен, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы система $: (т),..., (1) была системой 
Чебышева. 

В связи с теоремой 8 интересно рассмотреть следующий вопрос: 
если мера |. такова, что для любой ‹ (2) ЕТ (№) при любой системе Чебы- 
шева $, (2),..., Ф.(2) (п фиксировано) многочлен наилучшего приближе- 
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ния в метрике Г, ([а, 6], в) единственен, то что можно сказать про рас- 
положение точек роста меры и? Ответ на этот вопрос дается теоремой 
10: множество точек роста меры и либо должно быть некоторым отрез- 
ком [с, а] С [а, 6], либо содержать ровно и точек. 

_Из результатов, полученных нами ($ 4) для комплекснозначных функ- 
ции, приведем здесь теорему 15: 
Если О — область плоскости (2), и— мера, относительно которой 
В — приведенное множество, Н — подпространство в [4 (О, и), состол- 


щее из мероморфных в ) функций, то для любой (2) ЕТ (и) функция 
Ф" (2) ЕН, реализующая 


т) — 2914, 


единственна (если она существует). 

Содержание настоящей работы разбито на четыре параграфа. 

В $1 вводится класс 7 (р). В $2 доказывается теорема о характе- 
ристическом свойстве функции наилучшего приближения в метрике /. и 
дается общая характеристика систем Н = {5(х)}, обеспечивающих един- 
ственность наилучшего приближения для всякой ‹› (2) Е Т (и). Эта послед- 
няя теорема, несмотря на кажущуюся громоздкость ее формулировки, 
является весьма удобным инструментом при получении конкретных 
результатов. В $ 3 рассматриваются системы Чебышева на [а, 6] в связи 
с единственностью наилучшего приближения в Г. Наконец, $8 4 посвя- 
щен приближению в Г. комплекснозначных функций. 

Основные результаты настоящей работы были приведены без доказа- 
тельств в работах автора (5) и (5). 


$ 1. Клаее Т (в) 


Нам потребуются следующие факты из общей теории функций. 

Пусть в метрическом сепарабельном пространстве А задан’ вполне 
аддитивный класс множеств, содержащий все борелевские множества, на 
котором определена неотрицательная мера . Пусть на некотором изме- 
римом (и) множестве Ё задана функция ] (2) (вообще комплекснозначная). 
Число с назовем предельным числом ](5) в точке х., если сущест- 
вует последовательность {2} < Ё,' еходящаяся к 4, для которой 
7(х,) —>с. (Последовательность может состоять и из одинаковых точек.) 
Множество всех предельных чисел ](7) в точке 4% обозначим через 
А (х.). Это множество — замкнутое. 

Возьмем какое-нибудь множество №1 < В, и(Е — Е!) =0, и оставим 


| 


1(4) определенной только на Ё!. Тогда, вообще говоря, Е: = и, кроме 
того, в каждой точке 2. ЕЁ, А, (20) = А (52). Последующие выбрасыва- 
ния из Е множеств меры нуль приводят к дальнейшей перестройке как 
множества тех точек, в которых можно говорить о предельных числах, 
так и самих множеств А (5). 

Однако справедлива следующая теорема. 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть } (4) измерима (р) на Е. Существует множе- 
ство ВСЕ, и (Е — Е) = 0, обладающее следующим свойством: выб росим 
из Е, произвольное множество меры нуль и оставим } (2) определенной 
только на оставшемся множестве Е›; тогда множество предельных чисел 


7(2), определенной только на Е», в каждой точке 7 ЕЁ, совпадает с 
множеством предельных чисел }(1), определенной на Ел. 
Доказательство. Для каждой пары рациональных чисел р<9 
образуем множество у 
Ера = Е {р <] (1) < 4}. 
Для натурального п положим 
Е, = Е {} (2) 2п}, Е =Е{ (1) < —п}. 


Сделаем каждое из множеств Ёра, Е»„, Е—и приведенным, т. е. та- 
ким, что каждая порция такого множества либо пуста, либо имеет поло- 
жительную меру. С этой целью перенумеруем все сферы с центрами в 
точках счетного всюду плотного в В множества и всевозможных рацио- 
нальных радиусов. Взяв какое-то из множеств Ёра, Е» или Е_„, оста- 
вим лишь те его порции, которые имеют положительную меру, а осталь- 
ные отбросим. Проделав ту же операцию со всеми множествами, полу- 
чим, что от Ё останется множество Ё\, и (Е — ЁЕ,) =0. Возьмем Е, С Ё\, 
и (Е, — Е.) =0, и оставим }(5) определенной только на Ё.. Пусть 
2. Е, и пусть с — предельное число (для определенности конечное) } (2), 
рассматриваемой на Ё:, в точке х,. Возьмем произвольные рациональ- 
ные р ид, р<с< ц, и рассмотрим 


а =Е:{р<] (2) <4. 


В каждой окрестности точки х, порция Еъа не пуста, а следовательно, 
по построению Ё:, имеет положительную меру. Но тогда в любой 
окрестности х, и порция 


Ед = Е›{р< 1 (1) < 4} 
тоже имеет положительную меру и тем более не пуста. Из приведен- 
ного анализа теорема вытекает без труда. 

Замечание 1. Если мера м определена как мера Каратеодори 
через внешнюю меру |", приписанную уже всем множествам из А, то 
нет нужды предполагать в теореме измеримость (2). Легко также ви- 
деть, как переформулируется теорема, если заменить множества меры 
нуль множествами первой категории. 

Множество Ё., о котором говорилось в теореме, будем называть 
истинной областью определения функции ] (5), а /(2), рассматриваемую 
только на Ё:, — истинной функцией. 

В дальнейшем будем считать множество ЕЁ приведенным. Тогда каждая 
истинная функция имеет предельные числа в каждой точке Ё. В самом 
деле, пусть ФСЕ и и(Е — 6) =0. Взяв точку 2 < ЕЁ, замечаем, что 
в каждой окрестности 12, порция Е имеет положительную меру, а значит 
порция © не пуста. 

Мы скажем, что 2. ЕЕ является точкой первого рода для функции 
1(2), если истинная для ](2) функция имеет в этой точке множество 
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предельных чисел, содержащее по крайней мере три числа, не лежащих 
на одной прямой. 

Точку 2ЕЕ назовем точкой второго рода функции 1 (2), если ее 
истинная функция имеет в х, множество предельных чисел, являющееся 
отрезком (конечным, бесконечным или вырождающимся в точку). 

Множество точек первого рода обозначим через Е1, множество точек 
второго рода — через Ё. 

Суммируемую по мере и на множестве Е функцию 71(2) зачислим 
в класс 7 (р), если ее истинная функция имеет на Ё только точки первого 
и второго рода, т. е. если Ес Е: Е. Очевидно, что класс Т (в) 
содержит, в частности, все непрерывные на Ё функции. 


$ 2. Общие теоремы 


1. Обозначим через Г, (Е, 4) = Г. пространство суммируемых по мере и 
на множестве Е функций (комплекснозначных или же вещественных) 
с нормой 


[| = \ [62 (2) | 44. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть Н = {5(5)} — линейное подпространство в Гл 
{не обязательно замкнутое), Н = Гл. Пусть в (2) © [. — Н. Для того чтобы 
Функция х` (5х) ЕН удовлетворяла условию: 


[2 —$'| = Ш |®— 9], 
ФЕН 


необходимо и, достаточно, чтобы существовала функция « (х) со следующими 
свойствами: 

а) |х(2)|<1 почти везде (и) на Е. 

6) « (5) [© (1) — ®” (х)| =|в® (5) —©' (2)| почти везде (р) на Е. 

в) «(2) ортогональна в Н, т. е. \ «(х)о (1) ар = 0 для любой о (2) ЕН. 


При этом функция (5) может а одной и той же для любой 
Ф"(2) ЕН, которая наименее уклоняется от © (2) в нашей метрике. 

Замечание. Все элементы этой теоремы для случая, когда 
Ес (— со, - со), и — лебеговская мера, Н — конечномерное подпрост- 
ранство и Г. состоит из вещественных функций, имеются в работе М. Г. 
Крейна (3). Доказательство в общем случае протекает по той же схеме. 

Доказательство теоремы 2. Необходимость. Так как, 


по условию теоремы, «6 [, — РН, т. е. 


а=|®— ©" | = шЁЕ|® — | > 0, 
ФЕН 


то существует линейный функционал #(у), У 6 Г., обладающий следую- 
щими свойствами: 

19 (&) =“ 

2) Е" (ф)=0; ФЕН, 

ЗЕ ==>" [см. (6), гл У, 83]. 
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Всякий линейный функционал над [1 имеет вид: 
Р(у) = \ В) у) 4, 
Е 
где В\/) — функция с конечным (относительно меры |) уга!1 шах, причем 
| Е | = уга1 шах | В (2) |. 
Доказательство последнего факта в случае, когда Ё с (— с, - ©) и 
и, — мера Лебега, см. в работе (№), а в общем случае доказательство 
протекает точно так же. 
Для элемента « — $" имеем: 
1 =Р (в) = Е (®— 9“) ЕР —9"|=414=1. 
Поэтому в цепочке неравенств: 


Во — "14 < 


Е 


з 


<\ 18 (2) 1 (2) — 9" (@) |4 < тайнах В (2) \ |6(#) 


Е 


Ф* (2) | ав 


везде должны быть равенства. А это означает, что 
В (2) (2) — 9" (2)] = тай шах | 8 (2) |. [© (2) — 2" (#2) 


почти везде (р) на Ё. Теперь уже понятно, что для функции & (2) = 3 (1) 4 
имеют место все утверждения теоремы. 
Таким образом, необходимость условий теоремы установлена. 
Достаточность. Пусть для функции 5” (2) ЕН нашлась функция 
о (1), обладающая описанными в теореме свойствами. Тогда для любой 
Фф(х) ЕН имеем: 


<\ «(6 @ — |4 < \|®(@) — 9 (2) |4», 
Е Е 


х (+) (2) ар ы 


в-—> 


22) о (2) — (14| < 
Е 


а для ’(5) получаем: 


|=) (2) 4 = 
Е 


«(29 [2 (2) —9" 6914» | — \ | (@®) — 9" @) |4. 
Е Е 


Отсюда заключаем, что 


[© — 9" | = шШЕ|ю— о 
ФЕН 


Теорема 2 полностью доказана. 

2. Перейдем к изложению теоремы, являющейся в дальнейшем основным 
аппаратом для получения конкретных результатов. Пусть А —какой-нибудь 
класс функций КС Г)., и пусть Н — линейное подпространство в /.1. 
Мы будем говорить, что Н обладает свойством единственности наилучшего 
приближения относительно укласса К (или, короче, просто свойством 
единственности относительно А),еслидля любойо (2) 6 К существует не более 
одной функции о” (2)  Н, для которой 


[9 — "|= ВЫ — $]. 
ФЕН 
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3. ТЕОРЕМА 3. Пусть Н = {5(2)} — линейное подпрост ранство 
в [1 (Е, и), состоящее из непрерывных на Е функций. Для того чтобы Н 
обладало свойством единственности наилучшего приближения относительно 
класса Т (р), необходимо и достаточно, чтобы не существовало замкнутого 
в Е множества Е, и (Е — ЕР) > 0, и функций ©" (2) ЕН и х (5), обладающих 
следующими свойствами: 

1) ©* (<) обращается в нуль на Е и только на Е. 

2) |«(х)|< 1. 

ЕЕ ' т ЕЕ — К, причем на каждой связной компоненте 
Е— Е знак а 

4) «(2) ортогональна к Н, т. е. \ =) 2(@) ое — 0, ФЕН 


Е 
Доказательство достаточности. Пусть для некоторой 


© (5) ЕТ (№) существуют две функции наилучшего приближения $, (2) 
и $5(2). По теореме 2, имеем: 


© (2) [© (2) — 91 (2)] = |© (2) — $1 (2) |, 


& (2) [© (2) — > (2)] = | © (4) — в» (2) | 


(1}. 


почти везде. Обозначим через А множество Ё {9, (1) = ®.(1)}. Е замкнуто 


в Ё, так как о, (2) непрерывны. Положим 


Ф" (2) = 91 (2) — 92 (2). 
Можно считать, что почти везде на Ё, =й— Е 
о (2) — ©, (1) 0, 1=1,2. 


В противном случае мы вместо ©;(7) взяли бы фе, (2): 
фк; (2) = #91 (1) + (1—8) 5.(2), О<ь<1, 1=12. 


Легко видеть, что чи, (2) — тоже функции наилучшего приближения к 6 (2), 
причем почти везде на Ё 


|6 (2) — Фн (2) | = #|®(2) — 1 (2) | + (1 — В) | (2) — 9» (2) |, 


откуда ясно, что ©(5) — Ф, (2) = 0 почти везде на Ё,. Вычитая равен- 
ства (1), найдем: 


$" (2) | 


почти везде на Ё.. Значит, почти везде на Ё5 имеем: 


(2) Ф' (2) = Е 


(2) = А В т (2) 
г (2) © (2) — Ф2 (2) (2) 
Обозначим через Ё, истинную область определения © (2), а через Ёз — ту 
часть Ё>.Ё1, для которой выполняются равенства (2). Предельные значения 
истинной функции на множестве Ё, можно понимать взятыми с Аз, так 
как если точка 26 Е., то у нее существует окрестность, свободная 
от точек Р (замкнутость ЕЁ в Е) и, кроме того, и(Ё, — Ез) =0. Чтобы 
доказать включение В: с Р (Ё: — множество точек первого рода для 
© (2)), допустим, что точка 2, 6 Ел. В. Обозначим через а, 6, с три пре- 
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дельных числа истинной функции ©(7), не лежащих на одной прямой, 
которые, по условию, существуют в точке 2. Положим также 


ф1 (2) =@, $2(2)==е. 


Рассматривая 2 стремящимся к 2 по множеству Ёз, нетрудно заключить, 
что при любом расположении точек 4 и е относительно точек а, 6, с 
в окрестности 2, найдутся такие точки д из Ёз, для которых 


агв [© (2) — Ф› (2)] = агв [© (2) — 91 (2)], 


что противоречит равенствам (2), выполняющимся на Ёз. Итак, гс РК, 
а потому Е. СЕи. Пусть 2 6 Ё.. Положив опять 


Ф1 (2) =@4, 4$2(5) =е 


и устремляя 2 к 2 по множеству Ёз, заключаем из равенств (2), что 4 
и е лежат на одной прямой с отрезком предельных чисел, вне этого 
отрезка и по одну сторону от него. Если 26 Е, — Ез, то доопределим 
функцию «(2) в этой точке (она первоначально задана на Ёз) так: возьмем 
произвольную точку 26 А (12,) и положим 

«(2) = № — 9 (01 2 | 2 — $2 (20) | 

2 — $1 (20) 2 — $2 (20) 

Нетрудно видеть, что так доопределенная функпия &« (2) будет непрерывной 
на Ё.. В самом деле, если х->2 ЕЕ, по Ез, то из равенств (2) и из 
способа доопределения «(х) легко следует, что 


Пм ох (5) =“ (20). 


Но Е; всюду плотно на Ё., а отсюда уже следует непрерывность & (1) 
на всем Во. 

Рассмотрим, наконец, какую-нибудь компоненту О множества Ё.. 
Из приведенности множества Ё следует, что и (О) >0. Кроме того, Ез 


всюду плотно на 0). По непрерывности х (2) и НЫ на Ш) равенство 


легко распространить на все 0. Из связности ) следует сохранение 
одного и того же знака в последней формуле на всем Д. 

Множество Ё и функции « (2) и ©” (5) обладают как раз теми свойствами, 
о которых говорится в теореме. Значит, допущение наличия двух функций 
наилучшего приближения для некоторой © (2) Е Т (и) привело нас к про- 
тиворечию. 

Доказательство необходимости. Нам теперь дано, что Н 
обладает свойством единственности относительно 7 (и). Пусть существуют 
множество Г и функции 9" (2) ЕН и «(2), о которых говорится в теореме. 
Построим функцию © (2) так: 


[ 0, если х ЕР, 


© (2) = <" (2), если « (2) = и 
| е: $" (%), если (т) — — ОН 


1 
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Нетрудно понять, что функция © (2) непрерывна на Ё и, следовательно,» 
© (5) ЕТ (и). Мы имеем: 


© (2) ® (1) >0 на Е 


«(а [в оф > > 0 на Е, 
а значит, и 
Л 


« (1) |®(@— 59 @)| = °@-5 $ @) 


почти везде (и) на Е; но тогда, по теореме 2, и функция гб" (2) 
и тождественный нуль будут функциями наилучшего приближения для 
© (2). Теорема доказана. 

Обозначим через С, как обычно, множество всех непрерывных на Е 
функций, а через Сн — класс непрерывных функций Ф (5), строящихся 
следующим образом: взяв какую-нибудь ® (1) © Н, положим Ф (2) =0 на 
множестве Ё, где х(2) =0, Ф (2) = Е 5(1) на Е — Е, причем на каждой 
компоненте Ё — Ё знак сохраняется. Из процесса доказательства теоремы 3 
легко вытекает 

ТЕОРЕМА 4. Условия единственности подпространства Н = {е (1)}, 
состоящего из непрерывных функций, относительно классов Т (и), Си Сн 
совпадают между собой. (Очевидно, что Т (и) ЭС 5 Сы.) 

4. Отметим еще одно простое следствие из теоремы 3. 

Обозначим через Р.(»„) множество нулей функции (5) на Р. 

ТЕОРЕМА 5. Если Н = {5(х)} состоит из непрерывных функций, 
причем для каждой ® (12) множество Е — Ръ(ху связно в Е, то Н обладает 
свойством единственности относительно класса Т (р). 

Доказательство. Если предположить противное утверждению 
нашей теоремы, то, по теореме 3, найдутся множество РЁ = Ё*(х) и функ- 
ции $" (2) ЕН и «(5) такие, что 


чо} 


на В — РР.» (х), причем на каждой компоненте ЕЁ — РЁ.» (х) знак сохраняется, 
и, кроме того, «(2) 'ортогональна к Н. Но так как Ев Ро» (х) СВЯЗНО, 


то на всем множестве Ё — Р’.+ (х) перед дробью ке. > стоит один и тот же 
знак. Мы получаем: 

\«феф= | «фуфа-ь \ |У® о. 

Е Е—ЕРф» (х) Е—Р о» (х) 


Последнее неравенство находится в противоречии с тем, что 


\«Фо@фа=о 
Е 
для любой Ф(2) ЕН. 
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5. Отметим следующий частный случай теоремы 3. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть 1.(Е, и) составлено из вещественных функций, 
а НЕГ. таково, что для любой $(2) и(Еъ(х)) =0. Для того чтобы Н 
обладало свойством единственности относительно класса Т (и) *, необходимо 
и достаточно, чтобы для всякого замкнутого в Е множества Е либо не 
существовало функции $(2), для которой Е = Е5(х), либо компоненты 
Е— Е нельзя было разбить на две группы С: и С» таким образом, что 


\ эр = \ за 


С: [6 


> 


для всякой ‹ (5) ЕН. 

6. Заметим в заключение, что при доказательстве достаточности теоре- 
мы 3 нами был установлен следующий факт: если у функции о(7) имеются 
в Н две функции наилучшего приближения 9" (7) и 9. (2) (|®— 91| = 
= 9—9 = Ш! |°—$|) и = Е {9 (2) = 9' (2)}, то ЕС. 

ФЕН 


$ 3. Системы ЦП. Л. Чебышева и единственность многочлена 
наилучшего приближения в Тл 


1. Пусть Е = [а, 6], Гл состоит из вещественных функций, Н состоит 
из многочленов по функциям 9,(2),...,$,(2), образующим систему 
Чебышева на (а, 6). 

ТЕОРЕМА 7. Пусть в — произвольная мера, относительно которой 
[а, 6] — приведенное множество. Если в (2) ЕТ (п) **, то существует един- 
ственная функция о" (т) ЕН, для которой 


[2 — 9*| = Ш |®— 9! 
ФЕН 


Доказательство. Пусть К — множество нулей какого-нибудь 
многочлена Р(2) ЕН. Рассмотрим функцию « (2), равную -Е 1 на каждом 
из интервалов, смежных к А, и сохраняющую знак на каждом из этих 


интервалов. Пусть 21,..., 2, 4 < п — 1, — точки смены знака & (2). В силу 
известных свойств системы Чебышева, найдется многочлен 0\(2) ЕН, 
меняющий знак в точках 21,..., хо и только в них. Очевидно, что 


« (1) 0 (г) ар +0. 


ве —5с 


В силу теоремы 3, доказательство нашей теоремы закончено. 
2. В то же время из теоремы 3 легко усмотреть, что свойство системы 
$1 (2),...,2„(2) быть системой Чебышева при фиксированной мере в 
вовсе не является необходимым, чтобы обеспечить свойство единственности 
подпространства Ё, натянутогоназ:(1),..., Ф„ (2) относительно класса 7 (и). 
Из приведенного ниже примера следует, что многочлены из И могут 


* 
В этом случае включение с (2) ЕТ (м) означает, что любая точка Ё является 
точкой второго рода для ® (5). 


** См. предыдущую сноску. 
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иметь сколько угодно нулей, а свойство единственности Н относительно 
Т (&) будет иметь место. 

Пусть Ес [а, 6] — произвольное замкнутое множество, РЕ [а, 6]. 
Обозначим через 81 ,..., 8... интервалы смежности к Ё. Положим ф (2) =0 
на Р, а на каждом д; зададим график Ф (2) в виде треугольника с вершинами 
в концах и середине интервала 6,. Высоты треугольников =; выберем так, 
чтобы удовлетворялись следующие условия: 

1) Ише; =0, 


41—00 


2) Хер @) < + =, 


о 
3) \е(4) 4% > Хнь@). 
6: = 

Очевидно, что такой подбор всегда возможен. 


Пусть функция &(5) такова, что | (2)| <1 почти везде (и) на [а, 6], 
и «(2) =-Е1 на [а, 6] —Е, причем на каждом 9; знак сохраняется. Тогда 


еда] = | \ (2) (2) 4и > | «Фо а РЕ 
= [а, 6] —Е 5. 
_ ) (2) 4 | = (з® ав — Х нь) >0. 
58, 5 = 


1>2 
На основании теоремы 3 отсюда следует, что подпространство 
Н = {с9 (1)} обладает свойством единственности относительно класса Т (м) 
(с пробегает все вещественные числа). 
Легко привести примеры систем функций 9; (2),..., (5), не явля- 
ющихся системами Чебышева на (а, 6) и в то же время таких, что 


Н = {с1 $1 (2) +... + с (2)} 
обладает свойством единственности относительно класса Т (р) при любой 
мере щ, если [а, 6] — приведенное множество в этой мере. Вот простейший 


пример такой системы, состоящей из одной функции. 
Возьмем] числа & и В, а х<В<6. Положим 


ф (5) = 0, ХЕ [а, %] 0 [В, Ь], 


Ф(1)>0, — 26(,8) 

Требуемое свойство {со (5)} опять легко следует из теоремы 3. Од- 
нако имеет место следующая теорема. 

3. ТЕОРЕМА 8. Пусть ф, (1),..., (2) —такаясистема непрерывных 
на [а, В] функций, что всякий многочлен с. 91 (2) +... - си (2) имеет 
нигде не плотное множество нулей на (а, 6). Для того чтобы при любой 
мере и, в которой [а, 6] — приведенное множество, подпространство 


Н = {с $1 (Х)-... - фа (2)} 
обладало свойством единственности наилучшего приближения относительно 


класса Т (и) или (С), необходимо и достаточно, чтобы система функций 
р, (2),..., 9» (2) была системой Чебышева на (а, 0). 
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Доказательство. Достаточность условии теоремы очевидна из 
теоремы 7. Для доказательства необходимости нам потребуются следую- 
щие элементарные леммы. 

4. ЛЕММА 1. Пусть в К-мерном эвклидовом пространстве задано вы- 
пуклое множество А. Тогда либо А содержит внутренние точки, либо 
лежит в некоторой гиперплоскости. 

Доказательство. Без ограничения общности предположим, что А 
содержит начало координат. Пусть максимальное число линейно незави- 
симых векторов из А равно г и пусть а,..., аа— эти векторы. Если 
<, то А содержится в подпространстве, натянутом на эти векторы» 
Пусть 


= (о, .. 9), Тито 
рассмотрим матрицу 
1, а, ..-, бК` 
021» бо, ..., к | 
] 
ту ту у бк / 


Ранг этой матрицы равен г. Поэтому существуют такие числа 
Аа, 1=1, ..., А, не все равные нулю, что для координат любого век- 
тора а; имеем: 


К 
У; а; = 0, и ас 
1=1 


Следовательно, для координат любого вектора из А выполняется то же 
соотношение. А это означает, что А лежит в гиперплоскости 


К 
мт == 0. 
1=1 


Допустим теперь, что г = А. Рассмотрим А-мерный симплекс В, натя- 


нутый на точки 0, а1,..., ак. В имеет внутренние точки [см. (1), стр. 71] 
и состоит из точек 6 вида 


к 
в = ар ое ма, Зы О Уш=1. 
=1 
Легко видеть, что В С А. В самом деле, ОЕ А и а ЕА, следовательно, 
при любом ш, О<% и; <1, ша, ВА, а тогда и 


ша а. ВА, 
если : -- и, <1, и 


ра @1 + за + рз 46 А, 


если ш, | и Риз < 1 ит. д. Лемма полностью доказана. 
Рассмотрим пространство А матриц 


ДА: (ара, лозы В 
положив 


Е 
2 


М Увы 
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(записывая матрицу в одну строку, можно считать В п (п -- 1)-мерным 
эвклидовым пространством). 

ЛЕММА 2. Пусть М — произвольная матрица из В. В любой ее 
окрестности найдутся матрицы М№, у которых все определители порлд- 
ка п отличны от нуля. Множество матриц, обладающих последним, свой- 
ством, открыто в В. 

Доказательство проводится дословно так же, как рассуждения в $ 4 
п. С книги (7). Пусть //” — матрица, у которой все определители по- 
рядка п заведомо отличны от нуля; такова, например, матрица 


1 | 
0 1 
И 
0 
ЕЕ 


Рассмотрим матрицу 
№М( = Г + (1—ВМ, 0<Е<1. 


Любой определитель порядка п матрицы М(Р) есть многочлен от & не 
равный тождественно нулю, ибо при =! он не равен нулю. Ввиду то- 
го, что многочлен имеет конечное число корней, будут существовать сколь 
угодно малые значения #, при которых М(Г) обладает требуемым свой- 
ством. Второе утверждение леммы вытекает из того, что определители 
матрицы — непрерывные функции ее элементов. 

Следующая лемма потребуется нам лишь при доказательстве теоре- 
мы 9, но, ввиду того, что она примыкает к лемме 2, естественно ее при- 
вести здесь. 

ЛЕММА 3. Пусть даны К ип линейно независимых п-мерных векто- 
ров. Пусть М — произвольная матрица из Е, у которой эти векторы 
являются столбцами. Тогда в любой окрестности М найдутся матри- 
цы из В, у которых соответствующие столбцы те же, чтову М 
(т. е. являются данными векторами), и все определители порядка п от- 
личны от нуля. 

Доказательство. Обозначим данные нам векторы-столбцы через 
б. той На Добавим к ним недостающее до п число векторов так, чтобы 
векторы ал, ..., а, были линейно независимыми. Возьмем еще вектор Чл 
= а, + м Ре Легко убедиться, что любые п из векторов системы 
@1,..., пя линейно независимы. Поэтому матрица МЕД, у которой 
столбцами служат векторы а1,..., ава, Имеет все определители порядка 
п не равными нулю. Далее доказательство ведется, как в лемме 2; нуж- 
но лишь заметить, что при любом Ё у матрицы М(Р) # соответствующих 
столбцов совпадают с соответствующими столбцами матрицы М. 

5. Вернемся к доказательству необходимости теоремы 8. Мы докажем 
даже более сильное предложение: 

Пусть р, — определенная мера, относительно которой [а, 6] — приве- 
денное множество. Если при любой мере и: вида 


фа (е) = Де(Фав, р) >0, 


е 
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почти везде (и) подп рост ранство 
Н = {с 91 (®) ...- Сп фи (2)} 


обладает. свойством единственности наилучшего приближения относитель- 
но класса Т (р), то 91 (2),..., 9 (2) есть система Чебышева на (а, 6). 

Допустим противное: пусть система $,(7),..., (52) не является 
системой Чебышева на (а, 6). Это значит, что найдется многочлен © (2), 
обращающийся на (а,6) в нуль более чем в п—1 точке. Пуеть 
х,..., щж—п нулей о (2). 

Рассмотрим в пространстве /л ([а, 6], м) множество А, состоящее из 
не отрицательных на [а, 6] функций. Ясно, что А — выпуклое множество 
в /.. Поставим в соответствие каждой функции $(2) 6 Г. точку М ($) 
п (п - 1)-мерного эвклидова пространства В: 


м=( фар, Сдан и: | ан (.:) е=ф ан). 
а а а хп 


Ту же точку М ($) можно записать в виде матрицы: 


х ь 
} ефан,... \ рф ар 


а Хи | 

М $) =| .. : (2) 
х1 [2] 
\ Ф"ф аа» \ Ф,ф [И 


При нашем отображении пространства /. в пространство А множе- 
ство А перейдет в выпуклое множество В, содержащее начало координат 
(функция $(2) =06 4). Докажем, что В содержит внутренние точки. 
Допуская противное, придем, в силу леммы 1, к существованию ненуле- 
вой системы чисел с, &=1,...,п, / =1,...,п- 1, для которой будет 
выполняться тождество: 

1=п, )=и-1 
У = \ офар=0, ФЕА 


1=1, )=1 Хх 


(здесь положено 2, =а, х,+: =6). Положив 


0; (2) = Усуи (2), 


перепишем это тождество так: 


х: 


п+1 7 
Хх } Фоз@=о фе. 


Отсюда, пользуясь произволом фЕ А, легко заключить, что на отрезке 
[2—1 2 
и: 


9; (+) =0.] 
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Но множество нулей любого нетривиального многочлена нигде не 
плотно (по условию), следовательно, И Я Ни 
Полученное противоречие и доказывает тот факт, что А содержит внут- 
ренние точки. 


Пусть $, (2) Е А — такая функция, для которой М ($,) — внутренняя 
точка В. 

В силу леммы 2, в любой близости от матрицы М (4%) найдутся 
матрицы, у которых все определители порядка п отличны от нуля. Так 
как 11 (фо) — внутренняя точка В, то, следовательно, найдутся точки 
(матрицы) из В, у которых все определители порядка и отличны от нуля. 
Пусть М (ф/) — такая точка. В силу непрерывности отображения 
РЁ ([а, 6], №) > В и второй части леммы 2, функцию $, (2) можно считать 
непрерывной, положительной на [а, 6] функцией. 


Рассмотрим систему п линейных уравнений сп--1 неизвестными 
2: < а: 


п--1 7 
Ур, \ Фи 0, а Л, (3) 


Задав свободное неизвестное О„., не равным нулю, заключаем, что 
и все Д; 0, 1=1,..., п-Е 1, ибо все детерминанты порядка п матрицы 
М ($!) отличны от нуля. 

Введем функции 


фз (2) =|12;| $: (1), хе(х—, я 
а ен = ПА. 


Определим меру 


вы (е) = \ $ (2) 4. 


е 


В этой мере [а, 6] — приведенное множество. 

Рассмотрим множество Ё всех нулей функции © (5); ГМ {21,..., 2}. 
Для этого множества Ё имеется функция « (7), равная +1 на каждой 
компоненте [а, 6] — А, сохраняющая знак на каждой компоненте и орто- 
гональная по мере м. к функциям 9, (5),...,% (5) (последнее вытекает 
из (3)). Следовательно, по теореме 3, существуют функции © (2) ЕТ (р), 
для которых единственность многочлена наилучшего приближения в мет- 
рике Г. ([а, 6], мл) не имеет места. 

Теорема 8 полностью доказана. 

6. В теореме 8 показано, в частности, что если множество точек роста 
меры № совпадает с [а, 6], то это обеспечивает единственность многочлена 
наилучшего приближения по любой системе Чебышева для © (2) ЕТ (и). 
Интересно рассмотреть обратный вопрос: если мера {+ такова, что для 
любой ‹ (2) ЕТ (2) при любой системе Чебышева $: (2),...,9(2) (п фи- 
ксировано) многочлен наилучшего приближения в Гл (№) единственен, то 
что можно сказать про расположение точек роста меры №? На этот во- 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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прос отвечает теорема 9. Заметим только, что 2%, называется точкой роста 
меры р, если для любого (, В) > 2, имеем в (х, В) > 0. 

ТЕОРЕМА 9. Пусть р — некоторая мера. Для того чтобы для любой 
функции в (2) ЕТ (р) и любой системы Чебышева на [а, Ь] $, (2), .. . › 9 (2) 
(п фиксировано) многочлен 


'Ф (т) +... +9, (=), 


ити 


наименее уклоняющийся от © (1) в [1 (№), был единственным, необходимо 
и достаточно, чтобы множество точек роста меры № было либо связным 
(т. е. было некоторым отрезком [с, 4] С [а, 6]), либо содержало ровно п 
точек. 

Доказательство достаточности. Если множество точек роста 
меры  связно, т. е. является некоторым отрезком [с, 4] с [а, 6], то до- 
казательство единственности проводится так же, как в предыдущей те- 
ореме. 

Допустим теперь, что множество Е точек роста меры № состоит из п 
точек 21,..., 2. Пусть 91 (2), ..., $» (2) — произвольная система Чебы- 
шева. Допустим, что существуют множество Ё, многочлен 3’ (2) и функ- 
ция %(х), обладающие свойствами, перечисленными в теореме 3. 

Множество РГ содержит < п точек, ибо система 9, (2),...,9(2) — 
чебышевская. Условие 4) теоремы 3 дает: 


ъ 

У «(2 в; (21) в (2) =0, 7=1,...,п. 

$1 
При этом имеется хоть одна точка (6 Е —Р), в которой я (1) ц (1:) = 0. 
Следовательно, система линейных уравнений 


тъ 


У е/ (а) Х, =0, а РР 


1=1 


имеет нетривиальное решение. Но последнее невозможно, так как опре- 
делитель этой системы |9; (2:)|, &, 1 =1,...,п, в силу свойств функций, 
образующих систему Чебышева, не равен нулю. 

Доказательство необходимости. Если Е насчитывает ме- 
нее и точек, то любая система Чебышева $1 (2),..., о, (2) линейно зави- 
сима на Ё и поэтому единственность многочлена наилучшего приближе- 
ния не будет иметь места ни для какой функции. Допустим, что ЕЁ не- 
связно и насчитывает более чем п точек. Множество Е замкнуто. Поэтому 
Е =Р-|- М, где Р — совершенное множество, а № — не более чем счетное 
множество. Разберем возможные случаи: 

Т. Р пусто. 

11. № счетно. Тогда можно построить п точек д» в, УвутпринаДле- 
жащих [а, 6] — №, причем так, что каждый из промежутков [а, Урень 
1: > (Ур Уч) - ++ [9,, 6] будет содержать более чем п —1 точки из Е. 
Рассмотрим отображение множества А положительных непрерывных на 
[а, 6] функций в эвклидово пространство А» (п}1)› Поставив в соответствие 


функции $ф(2) 6 А точку М (ф) по формуле (2) (здесь фе (®) ра {шир 
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некоторая определенная система Чебышева). Рассуждения, аналогичные 
тем, которые проводились в доказательстве теоремы 8, позволяют за- 
ключить, что образ А — множество В — будет выпуклым телом. В самом 
деле, допустив, что выпуклое множество В не содержит внутренних то 
чек, мы придем (в силу леммы 1 из п. 4) к существованию ненулевой 
системы чисел; = у же И, 7 =1,.,., ПГ 4. для которой имеет 
место тождество 


Здесь положено: 
Обозначив 
п 
©; (#) = № из: ®, 
В 


перепишем последнее тождество так: 


У \ Офаи=0, ФЕА. 


9=1 1 


Отсюда следует, что в каждой точке роста меры и на отрезке [У У), 
1 =1,...,П-1, непрерывная фувкция 0;(5) обращается в нуль. А так 
как на каждом участке имеется >> п точек роста меры и, то все 0; (2) =0 
ис те ховательнохй с; = 0, = 1,.:.,П, Л=..., п-т. ее. мы при 
шли к противоречию. Поэтому найдутся, как и в теореме 8, непрерыв- 
ная функция $, (5) и числа О; 1 =1,...,п- 1, все не равные нулю, 
удовлетворяющие равенствам (3). 
Далее, введем функции 


фз (2) = | В; |, () 


(1) = эп );, ТЕ У, У). 


Равенства (3) перепишутся так: 
ь 
\=(2) $. (@) в (ав =0, а (4) 


Функция $. (4) — положительная функция, терпящая разрыв лишь в точ- 
ках У.. Но ни одна из точек у, не является точкой роста меры ц. 
Поэтому легко построить положительную и непрерывную на [а, 6] функ- 
цию ф. (2), почти везде (и) совпадающую с функцией $.(2). Для 43 (2) 


имеем: 
| (+) з (2) 9: (а) ар =0. (5) 


т* 
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Рассмотрим, наконец, систему функций 


> 


{Ф; (2) = (а): (®}, #=1,. 


Ясно, что это — система Чебышева. 

При этом существуют множество Ё (пустое) и функция «(5) = = 1 
на Е — Е и непрерывная на Ё —Ё, ортогональная к системе {Ф; (х)}. 
Следовательно, но теореме 3, не для всякой функции класса Т (и) мно- 
гочлен наилучшего приближения по системе {Ф; (1)} в метрике Га (м) 


единственен. 
1›. М — конечное множество, № = {21,...,5}, тп, д<1.<... 
а. 
Рассмотрим систему уравнений: 
т 
Ур, в (ав) и (т) =0, #=1,...,п. (6) 
1=1 


Перепишем ее так: 


м т 
Л \ - 
Ур; (2) (в) =— № Буа (ть (а). (7) 
1=1 д=п-- 
Дадим свободным неизвестным значение 1: Ри: =... = Ои=1. 


Вычисляя ДР», Ё =1,...,п, увидим, что в числителе формулы Кра- 
мера стоит величина | 


ф1 (21)... — р. Ф1 (2;) в (2;)... ел (2) | 
1=п-+1 г 
А» = П Шх,)= 
ть НХ 
Фп (21)... — , > Фп (2;) в (1;)..- п (ге), Бе 
1=п+1 
п т Ф1 (%,) 4 — © (т) в (%;) - -- Э (х„) | 
= Пи) У Г ав (8) 
и. тт | Фа (21). -. — 2 @ Е (1;) - - - Фа (2) 


Используя то, что для систем Чебышева определитель 


ег. .\| СЯ реа . 
2: (2) |, И. О Ань 


отличен от нуля и имеет один и тот же знак при любой системе точек 
«© 1 И 

т О < Я [ем стр. 86], найдем, что все р; 0, 

1=1,...,т. Возьмем непрерывную положительную на [а,5] функ- 

цию ф(т), для которой ‚ 


[ф (| = | Ви, 
и функцию « (7), определенную на Ё = № равенствами: 
& (1;) = вп); ]=1,....т, 
и построим систему Чебышева 
{Ф;: (2) = ф(т) о: (2)}, &=1,...,п. 
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Далее рассуждаем так же, как в предыдущем случае. 
П.Р не пусто. 


П.. Ё нигде не плотно на [а, 6]. Тогда рассуждения ведутся дословно 
так же, как в случае [.. 

П,. Е содержит отрезок [с, а], и часть множества Ё — [с, а], лежащая 
правее * [с, а], насчитывает более п — 1 точки. 

Строим точки у:,... ‚У, на [с, 4] так, что в каждой точке у; су- 
ществует конечная производная аддитивной функции | (е). Это возможно 
в силу теоремы Лебега [см. (?), стр. 176]. Возьмем еще точку у, 6 [а, 6] — Е, 
за которой насчитывается более п —1 точки Ё (легко видеть, что такая 
точка у, существует). Как обычно, полагаем у =а и Ч, =. 


Далее, рассуждая, как в случае [,, построим непрерывную положи- 


тельную на [а, 6] функцию Ф, (1) и числа 0; = От, все отличные от нуля, 
причем 


п-т ОА 
№ р 

»р \ и =0, т ое 
Г У 
Фиксируем О»... Фунцию Ф, (2) заменяем положительной функцией 4» (5) 
совпадающей с $, (2) везде, кроме достаточно малых окрестностей точек 
У» 7] =1,...,п—1.В упомянутых окрестностях точек у Е свнй 
функцию $, (2) делаем линейной как справа от у„ так и слева, причем 
так, что 


$2 (у; —0) Ру =1 


фе (уз 0) В =1. 


Величины окрестностей лимитируем следующим образом. Пусть С — окрест- 
ность радиуса р точки М ($.), лежащая в Б и состоящая целиком из 
таких матриц, у которых все определители порядка п отличны от нуля 
(лемма 2). Тогда окрестности точек у, берем столь малыми, чтобы 


[М (ф) — М фт. 


Этого можно достигнуть в силу непрерывности отображения Г, (м) в В. 
В самом деле, мера |. —$,| может быть сделана сколь угодно малой, 
если мера всех окрестностей точек у, достаточно мала. Для этого нами 
и допущено наличие производной от п (е) в точках у.. Будем считать эту 


1 П р - эс 
меру во всяком случае <->. По функции ф. (5) определим из системы 


п--1 У) 
Я . 
У та \ м (10) 
* Случай, когда часть Е — [с, 4], лежащая левее [с, а], содержит более п— 1 


точки, разбирается аналогично. 
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числа 17 (0, = 1%). Меру взятых окрестностей точек у; можно счи- 
тать столь малой, что 


ЕЯ 
р аи тЕ 
Это вытекает из непрерывной зависимости решений системы 


п-+1 У 


Ух, ( эф =0 (11) 


и 7—1 


от ф (при фиксированном Хи! = ил). 
По функции $» (2) точно так же строим функцию $. (1), причем, в ча- 
стности, 


фз (у;— 0) | = фв (у; + 0) 5} | =14, /=1,..., п 1, 
|М (ф)— Мф -ье (097 —()” 


По функции $. (2) строим 2 и т. д., изменяя соответствующим обра- 
зом неравенства. Рассмотрим построенную последовательность функций 
{фк (2)} на каком-нибудь отрезке [у /, УЛ (в концах отрезка положим 
значения функций равными пределам: в у,_, — пределу справа, а в у, -—— пре- 
делу слева). Последовательность {4х (2)} равномерно сходится на этом 
отрезке, что непосредственно вытекает из неравенства: 


|9 (2) — Физ (2) < (0; ЭР", 


содержащегося в способе построения функций Ф, (7). 

Обозначим предельную функцию нашей последовательности через ф (2). 
Легко видеть, что она положительна и непрерывна на каждом (у у;) и 
имеет конечные пределы справа и слева в каждой точке у.. Далее, оче- 
видно, что |® —х | —>0 и поэтому М (фк) >М (3). 

Из неравенства 


М (9%) —М (%—) < = р 


легко заключить, что М ($) Е Сь и, следовательно, все определители по- 

рядка п матрицы М ($) отличны от нуля. Из системы (11) найдем для 
0 . 

ф(7) соответствующие числа Оу, / =1,...,п- 1, все отличные от нуля 


п! и 
У \ о фам =0 (12) 


У7—1 


0 
(те раз Очевидно, что 
3 = Ша РБ». 


к- со 


Теперь имеем: 


Ф(и;— 0) |271 | = Ш фи (и; — 0). шв] 7 = 


—= Ни [фи (у; — 0) 1] =14. 
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Точно так же 


ЕО =, в 
Поэтому функция 


Ф(х) =$(2)| 2], звурьу), 7=4,....п +41, 
положительна и непрерывна на [а,6]. Возьмем функцию 


и (1) = ип Р» зб урь у), 
и систему Чебышева 
{Ф: (2) = Ф (2) 9: (2)} 
и перепишем систему (12) в следующем виде: 
ь 
\ «2 Ф:@) 4% =0, ИЯ (13) 
а 
Для множества Ё = {у1,...,У„—} существует многочлен из функций 
системы {Ф, (5)}, обращающийся в нуль на Ё, и только на Ё, и функ- 
ция %(5), как раз такая, какая описана в теореме 3. Следовательно, 
единственность многочлена наилучшего приближения в [1 (4) по системе 
{Ф; (х)} имеет место не для всех ® (5) 6 Т (и). 
Пз. Е содержит отрезок [с, 4], правее * которого находится только 
Е <п—1 точки Ё. В этом случае выбираем на (с, 4) точки У1,... , Уик» 
в которых у меры м имеется конечная производная, и рассматриваем 
отображение класса А непрерывных положительных на [а,6] функций в 
эвклидово пространство Ав. ик: 
ОЙ а 
М, (ф) = (} офар,..., \ фар), фед. 


и Уп--К 


Рассуждения, аналогичные предыдущим, позволяют заключить, что 
В, — образ А — содержит внутренние точки. Пусть М! (ф1) — внутренняя 
точка В:. Обозначим через 21,...,2к те точки Ё, которые лежат справа 
от [с, 4], и рассмотрим точку (матрицу) п. (п -- 1)-мерного пространства: 

М ($ = (М, 9), © (@)), -.. (о), 2. (в), +. (а). 
Так как А п-мерных векторов (91 (21),..., Фи (21)),..., (91 (2%),...,Ф Жк) 
линейно независимы, что следует из известного свойства систем Чебы- 
шева [см. (!), стр. 81], то мы можем применить лемму 3 этого параграфа 
и далее вести рассуждения точно так же, как в случае П›, используя, 
однако, вместо системы (11) следующую: 


п—К-1 и 
Ух, } Ча + 
и 
т--1 
+ » Хабре @ровну=0 @=1,...,п). (14) 
==п—А-Е2 


Здесь положено: у =@, Уп-ка = 4. 
Этим заканчивается доказательство теоремы 9. 


* Случай, когда левее [с, 4] находится только Е <—п—1 точки Е, разбирается 


аналогично. 
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7. Пусть и — произвольная мера, в которой [а,6] — приведенное мно- 
жество. Рассмотрим всевозможные меры 


ы, ш@=\ (2) 4ы 0). 


Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 10. Пусть в (2) — суммируемая (р) функция. Для того 
чтобы для любого отрезка [с,а] С [а, 6], любой системы Чебышева на 
[с, а] и любой меры ил многочлен (из функций системы) наилучшего 
приближения к функции о(т) в метрике Гл ([с, 4], рл) был единственным, 
необходимо и достаточно, чтобы в(5) ЕТ (№). 

Доказательство. Достаточность условий теоремы вытекает не- 
посредственно из теоремы 7, так как Т (и) < Г (в). з 

Докажем необходимость. Пусть © (2) ЕТ (в). Это значит, что наи- 
дется точка 26 [а,6], в которой множество предельных чисел А (2%) 
истинной функции о (1) имеет по крайней мере один конечный смежный 
интервал д. Пусть 6 = (*, В) и у середина 0. Возьмем числа в и В: 
такие, что «< о. < В < В, и построим отрезок А = [с, 4] > хо, для кото- 
рого при 26 [с, а] значения ©(5) находятся вне [ж1, 8:]. Положим 


Е = А (6 (1)>7}, Е, =А{6()<1}, т =в(Е,), ть=ь (Е). 


Из определения истинной функции заключаем, что т >0 и т. >0. 
Введем обозначения: 
1 , т {< 7: , 
тов > ша (е) = \ р. 
и (2) = вв [6 (2) —1, р(2)=]|т , зЕБ, №®=) 


, 
то 


Рассмотрим систему Чебышева, состоящую из единственной функции 


Ф1 (2) =1. Имеем: « (2) [о (2) —1] = |® (2) —1| почти везде (1) и, кроме 
того, 


а 


\  (х) ф1 (х) ар = \ © (1) аш. \ (5) — ди. = т, — т, = 0. 


[5 Е: Ез 


Следовательно, «многочлен» у из функций системы {9 (2)=1} наи- 
менее отклоняется от ©«(7) в метрике Г) ([с, 4], ил), Но все предыдущие 
выкладки проходят с заменой ‘у на любое 11, << 8. Поэтому 
единственности многочлена наилучшего приближения в метрике Г) ([с, 4], мл) 
по функциям системы Чебышева {5 (1) =1\ здесь нет. 

Теорема доказана. 


$ 4. Некоторые теоремы о приближении в метрике 7. функций 
комплексного переменного 


1. ТЕОРЕМА 11. Пусть Г — дуга окружности, и, — неотрицательная 
мера В-множеств, относительно которой Г — приведенное множество. 
Для любой функции в (2) ЕТ (и) многочлен п-й степени, наименее укло- 
нающийся от ©(2) в метрике Г, (Г, и), единственен. 
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Доказательство. Заметим, что без ограничения общности можно 
считать Г дугой единичной окружности. Допустим теперь, что теорема 
не имеет места. Тогда найдутся множество РГ и функции « (2) и Ф" (2), 
о которых говорится в теореме 3. Так как о’ (2) — многочлен п-й сте- 
пени, то Ё содержит не более, чем пи точек, а 


ВЕ | 89 
Е 


на смежных к Р интервалах. Обозначим через х.,..., о, те нули о’ (2), 
в которых происходит смена знака в формуле для х (2). Пусть А; — крат- 
ность нуля ;. Обозначим через В;,...,В. остальные нули 0“ (2) (здесь 


каждый нуль повторен столько раз, какова его кратность). Рассмотрим 
сначала случай, когда 7 = 2р — четное число. Используем то обстоя- 
тельство, что || =1,:=1,...,2р, и положим 


е15 —= о. .. 5р - 
Построим многочлен 
В = р: г #.—1 Кор 
(2) = 8 (2—В1)... (2— В;) (2—9) а 
Степень К (2) не превосходит п. Мы имеем: 


—1 


е 222$ (2) | 
а (2 — @1)... (2 — “5 р) 


ИЕ ЕЕ 


(а — старший коэффициент ©° (2)). 
Рассмотрим дробь: 


а 
0 йа 
и (=) — 2-32 2Р ых 
@ —а,). @—а„)) (==) 
2 91 2 р 
5 
1 2 -р 
й Е 
= ея. (2). 
(2 —@1) .-. (2—а р 
Мы видим, что и(2) меняет знаки в. тех самых точках &;, & =1,..., 2р, 


в которых происходит смена знака у %(2). Поэтому произведение 
ао (2) В (2) вещественно на Г и сохраняет там постоянный знак. Следо- 
вательно, 

а (2) Ве 4ь +0, 

Г 
что противоречит свойству функции &(2) быть ортогональной ко всем 


многочленам степени п. 
Пусть тепер г=2р 1 — нечетное число; тогда на единичной 
окружности найдется точка ВЕГ: в самом деле, если бы Г была всей 
единичной окружностью, то перемена знака могла бы происходить лишь 
в четном числе точек. Положим 
е8 — 1... 08 
и построим многочлен 


.б 
—1—- 


В (р =е *2? (4—8)... (&— №) (2—1) *...(2—,) "1. (8 — В. 


266 С. Я. ХАВИНСОН 


Аналогично предыдущему случаю, убедимся, что 


\= (о ке ар 0. 
о 
Теорема полностью доказана. 

2. На протяжении этого пункта слова «почти везде» относятся к мере 
Лебега. 

Мы скажем, что заданная на дуге окружности функция ©(2) входит 
в класс @., если в некоторой области @ с жордановой спрямляемой гра- 
ницей 5 > Г найдется аналитическая функция ©(у), УЕ4, класса Ел, 
граничные значения которой почти везде на Г совпадают с ©(2) (опре- 
деление класса аналитических функций ЕЁ, см. в работе (*), гл. Ш, $ 6). 

ТЕОРЕМА 12. Если во (2) 6 @1, ш (6) = \е (6) 49, р (8) >0, почти везде 


е 
относительно лебеговской меры) на Г, то многочлен п-й степени, наиме- 


нее уклоняющийся от (2) в метрике [1 (Г, ил), единственен. 
Доказательство. Мы не можем применять сразу же теорему 3, 
так как не знаем, имеет ли функция класса @: лишь точки 1-го и 2-го 
рода. Поэтому нам приходится до известной степени повторить началь- 
ные рассуждения из доказательства теоремы 3. Допустим, что сущест- 
вуют два многочлена наилучшего приближения к © (2): $1 (2) и 5$ (2). 
Положив 
$ (2) = 91 (2) — Ф- (2) 


и введя %(2) из теоремы 2, найдем (учитывая, что число нулей $(2) не 
более п), как и при доказательстве теоремы 3, что почти везде на Г 
выполняются равенства: 


| © (2) —®; (2) | |Ф(2)| . 
== в В. 
АЕ (2) — $; (2) Ф (=) 
Деля одно из этих равенств на другое, сбнаружим, что а ве- 


щественно почти везде на Г. 
Рассмотрим в области 4 мероморфную функцию 7 (у): 


ий (у) к (У) — $1 . 


Из свойств функций класса Ё, легко вытекает, что, имея почти везде 
на Г вещественные граничные значения, 7 (у) аналитически продолжается 
через любую дугу ус Г, свободную от нулей $ (2). Отсюда, в частности, 
следует, что функция ©(2) оказывается непрерывной на Г, за исключе- 
нием точек, являющихся нулями ©(2). Заметим также, что равенство 


5 —=(@=0 


можно считать выполняющимися лишь в нулях Ф(2) (это доказывается 


аналогично соответствующему месту теоремы 3). Следовательно, пере- 
мена знака в формуле 


происходит лишь в некоторых нулях © (2) 
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Дальнейшие рассуждения ведутся так же, как в теореме 12. 
3. Рассмотрим случай, когда Ё состоит из двух концентрических 
окружностей Г; и Г.. Без ограничения общности считаем Г, единичной 


окружностью, а Г — окружностью радиуса г<1. Обозначим через К 
единичный круг. 


ТЕОРЕМА 413. Пусть Е = Г, 0 Гь, в (е) = фе) а, ф (2) ЕН, в еди- 


е 
ничном круге [см. определение Н| в работе ($), гл. П]. Для того чтобы 
система Н, состоящая из многочленов степени п, обладала свойством 
единственности наилучшего приближения в метрике 1[1(Е, и) относи- 


тельно класса Т (и), необходимо и достаточно, чтобы (2) Е 


©, (=) ' 
где О» (2) ЕН (в силу условия $ (2) Е Н:, О»(2) = 0 при |2|<1). 
Доказательство достаточности. Допустив противное, мы, 
в силу теоремы 3, придем к существованию многочлена Р, (2) Е И и функ- 
ции 


< (2) = а } 
т 

ортогональной ко всем многочленам степени п, причем перемена знака 
происходит в некоторых нулях Р, (2). Если на Г, есть точки 01,..., р, 
где происходит перемена знака, то строим В (2), как в п. 1. Тогда на 
Г, будем иметь: 


(=) (2) = В (2), 
а поэтому 


= (2) (2) 4 = \ |8 (2) $@) 46. 


1 Г, 


Пусть 56 Г.. Тогда 
‚8. 
е 2 | (2) [27 


(2— @1)---(2—@5 


(ее (2) = = 


- 
р) 
18 
О 
Е к е 2т2Р20 


& (2) В (2) = Е ат)...@—а г?) 


2 


Отсюда ясно, что равенство 


ава) = аа) А (2) 


не может быть справедливо почти везде (иначе многочлены, стоящие 
в знаменателях обоих выражений, имели бы одинаковые нули, что не 
имеет места). 

Итак, 


|Ве (а (2) И (дав! < 184% 


Г. Г 


(строгое неравенство!). 
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С другой стороны, в силу известных свойств средних для аналити- 
ческих функций, выполняется неравенство: 


48 < 19) $46. 


Г. Г: 


Таким образом, 


| (2) В (2) 42 |> Ве [< (2) В (2)1 1$ (2) 146 = 
Е 


= 117) $6) 146 | вех) к) |40> 
Г, Г. 
>} 19) $) 48—18 (2) $) 198 >0. 
ты Г. 


Следовательно, 


\ «(9 ве +0. 


Е 
Если на Г, нет точек перемены знака для 4%(2), а на Г. есть, то 
положим просто 


Тогда на Г, 


(можно считать знак --), а на Г. 
| Во [а (2) А (Лав. = | \ | 2» (2) 1$ (2) 148 |< 
Г. Г. 


<\ |2) $146. 
Г. 
Далее рассуждаем, как и выше. 
Наконец, может представиться такой случай: 


ПР № |Р', (2) | 
* ГЕИ Г ‚ 2) —= вы э. 
Ри (2) У « (2) Р* (2) 5 


«(= 


Рассуждения предыдущего случая окажутся неприменимыми для дан- 
ного лишь тогда, когда 


Ра (29$ (9146 = (12; (2)$ (946. 


Г: Г. 


При этом последнем предположении, в силу отмечавшегося свойства сред- 
них, для любой окружности Г радиуса А,г< А, будем иметь: 


\ | Рь (2) Ф (=) | 40 == сопз6в. 
Г 
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Отсюда легко усмотреть, что 


* 


Ри (2) $ (2) = с0п36 = А. 

А 
Р, (2) 
Доказательство необходимости. Если 


Но тогда ф(2)= 


‚ вопреки предположению. 


А В 
Ч) 16) , О» (2) = 0 при || <1, 
то в классе 7 (и) единственности обеспечить нельзя. В самом деле, по- 
ложим 


« (=) = то, ре, 


| Ч» (2) | 


В: 


Тогда для любого многочлена Р, (2) степени < п имеем: 


| (2) р, (фав=А | с 0—4 а = 


.. Ч, (2) ‚ (2) 
Ру (РО 
о А © — 9, ©) |0 


В силу теоремы 3, единственность будет иметь место не для всех 
© (2) ЕТ (и). 
ТЕОРЕМА 14. Если в условиях предыдущей теоремы ол, 


то Н, состоящее из многочленов п-й степени, обладает свойством един- 
ственности в классе граничных значений аналитических в кольцет<|2|< Т, 
функций, принадлежащих классу Е\ (Е, — класс аналитических функций 
представимых интегралом Коши через свои граничные значения *). 

Доказательство протекает так же, как в первой части доказательства 
теоремы 13 с использованием приема, применявшегося в теореме. 12. 

4. Рассмотрим приближения функций, заданных в области О’ пло- 
СкоСти 2. 

ТЕОРЕМА 15. Пусть О — область плоскости 2 и и — мера, в которой 
ДД) — приведенное множество. Пусть Н — какое-то линейное подпро- 
‚странство в [1 (0, и), элементы которого суть функции, мероморфные в 
р. Тогда Н обладает свойством единственности наилучшего приближе- 
ния относительно класса Т (р). 

Теорема 15 немедленно следует из теоремы 5, ибо для каждой 
Ф (2) Е М множество Е, нулей Ф(2) состоит из изолированных точек и, 
значит, ОД — ЕЁ связно. 

ТЕОРЕМА 16. Утверждение теоремы 14 имеет место, если элемен- 
‘тами Н являются решения 


© (2) =и(т, у)  # (т, у) 


еб, м. Шире 


270 С. Я. ХАВИНСОН 


линейной эллиптической системы уравнений с частными производными: 
их — и =а(х, и --6(х, у), пу-- 9х = с (т, у) и + 4 (т, уе 


(каждая (2) может удовлетворять своей системе). 

Доказательство немедленно следует из известной теоремы Карлемана 
[см. (1?)], утверждающей, что нули $ (2) внутри 2 являются изолирован- 
ными точками. 

5. Интересно отметить тот парадоксальный факт, что наличие у функ- 
ции достаточного числа точек 1-го рода уже гарантирует в некоторых 
случаях единственность функции наилучшего приближения. 

ТЕОРЕМА 17. Пусть Е — множество плоскости 2, приведенное отно- 
сительно меры и. Пусть в (2) © [1 (Е, р) и имеет п -- 1 точку 1-го рода. 
Многочлен степени п, наименее уклоняющийся в метрике 11(Е, р) от 
© (2), единственен. 

ТЕОРЕМА 18. Пусть Ш) — область плоскости 2, приведенная относи- 
тельно меры в. Пусть © (2) 6 11 (2, и) и имеет бесконечное множество 
точек 1-го рода, допускающее предельную точку внутри 0. Пусть, на- 
конец, Но 14 (О, в) состоит из аналитических в В функций. Существует 
не более одной функции $' (2) ЕН, наименее уклоняющейся от в (2) в мет- 
рике 11 (О, в). 

Теоремы 17 и 18 немедленно следуют из замечания, сделанного в 


о. 


Поступило 
12.Х П.1956, 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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В. Н. МАСЛЕННИКОВА 


СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


Решаются две смешанные задази для уравнения четвертого порядка 
и для системы уравнений первого порядка, описывающих малые колеба- 
ния вращающейся жидкости с учетом сжимаемости. Доказывается един- 
ственность этих решений, непрерывная зависимость их от начальных дан- 
ных и правых частей уравнений системы, а также исследуются 
дифференциальные свойства полученных решений. 


Рассматриваются две смешанные задачи для системы 


а — — 
5: — [р х &] - отаар =Р, 
— (1) 
92 8 =, 
записанной в векторной форме, когда кроме начальных данных 
тю = 0 (4), 
(2) 
Ру о=Р° (2), 
задаются условия на границе. Эти условия могут быть двух видов: 
р в =0 (3) 
или 
, |5 == 0, (4) 


где 5 — поверхность в трехмерном пространстве переменных 1 = 21, 4ь, 
х., ограничивающая область О, в которой задана система (1), п — внут- 
> 


ренняя нормаль к этой поверхности, вектор 2 имеет компоненты 5х, %х,, 
— 


7, Е — единичный орт, направленный по оси 7.. В соответствии с этим 
мы будем говорить о первой или второй смешанных задачах. Задача 
Коши для системы (1) при условиях (2) решена в явном виде в работе (4). 

Такие же смешанные задачи и задача Коши были решены С. Л. Со- 
болевым для случая, когда в последнее уравнение системы (1) не вхо- 


дит _ т. е. для несжимаемой жидкости [см. (1)]. 


Одновременно мы решаем две смешанные задачи для уравнения 
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которое получается из системы (1) путем исключения неизвестных 
‘здесь Ди — оператор Лапласа). Решение уравнения (5) находится при 


начальном условии 


К 
р = 0, =0 1 3, (6) 


д" |1—0 


и при одном из следующих граничных условии: 
и [5 = 0 
или 


Зи д9?и д?и ] 
0$ ИХ: созпл. |= 0. 
[ее 010% ы г 23 зы и дд1дЕ ре ы Рае 050 ы 5 


Краткое резюме настоящей статьи содержится в работе (°). 


$ 1. Решение первой смешанной задачи для уравнения 
четвертого порядка 


Построение решения первой смешанной задачи для системы (1) при 
условиях (2) и (3) начнем с определения неизвестной функции р. Для 
этого построим решение уравнения 


9? 0?р 9?р 0%р = 
9? Др | НИ. 2 = 7 (5) 


в ограниченной области изменения 2, удовлетворяющее начальным 
условиям 


“р к 
=), #=0,1,2, 3, (6) 

и граничному условию 
Р5 =0 (7) 


при # > 0. 
Предполагая, что функции Ф, дважды непрерывно дифференцируемы 
по д и что выполнены условия согласования: 


эко, ОА 0 


Фх 


можно начальные условия (6’): свести к однородным, сделав замену не- 
известной функции по формуле *: 


= 
52 

= 
[*-] 


р: = РФ — 4 — 5 9—5 (8) 
Таким образом, для упрощения выкладок, мы будем доказывать су- 


ществование решения уравнения (5) при условиях: 


9*р 
9 и О _. ( 6) 


Р 5 =0. | (7) 


ж > . 

Заметим, что сведение начальных условии к однородным не играет принципи- 
альной роли в доказательстве и вводится только ради простоты изложения, следова- 
тельно, использование условий согласования несущественно. 
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Пусть свободный член уравнения (5) после того, как начальные усло- 
вия сведены к нулевым, таков, что 


со 


\ \ Пе! 40 Е < оо (9) 


оо 


для какого-нибудь «а, > 0. 


Применим к уравнению (5) преобразование Лапласа по переменному #. 
Обозначим 


1 


у рочиЕ Чан!) 


1 
У 


1 (2, дем = (ах, \), 


кв 1 


где Л = А, А, М> А > 0: 
Уравнение (5) при условиях (6) преобразуется в уравнение 


)2АР-- 7 — 22 (1+ 2) Р=о(а, Л). (10) 
2 
3 
Найдем решение этого уравнения, удовлетворяющее граничному 


` условию 
р, (11) 


Определение. Назовем обобщенным решением уравнения (10) при 
нулевом граничном условии (11) функцию Р, принадлежащую классу 
2° (0) [см. (?)] и удовлетворяющую следующему интегральному тож- 
деству: 


\ (02 У > = | 5: с„,)4е = — \ 03 (1) РФ + 9Ф}4@ (12) 
о [9 
для любой комплексно-значной функции Ф 60° (0). Здесь 0° (0) есть 
замыкание в норме И’. (О) совокупности всех один раз непрерывно диф- 
ференцируемых в © функций, равных нулю вблизи границы области. 
Доказательство существования и единственности этого решения можно 
провести методом конечных разностей так же, как в работе (?) (стр. 197— 
200), с использованием теорем вложения С. Л. Соболева, если доказать 
справедливость следующих неравенств: 


То (Руж? У | Ры < тар® ‹ ФР, (13) 
Эл о 
т У В < ХР, (14) 
ОЕ 


где Ве). = ^, > №» >0, й— шаг сетки, на которую разбивается простран- 


ство 41, 4, Хз, 
Р (=, |+ Аз,, ^) —Р(х,, ^) 


9 
Ах, 


Р,= 


: 9 
8 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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О, — квадрильяж области О и суммирование проводится по всем точкам 
й др 
решетки, принадлежащим 4. 

Уравнение (10) при этом заменяется разностным: 


З 
2 УР; + Риз, — № (1 + №) Р=о(х, ^). (10*)} 

1 
Функцию Р» в точках границы области @, и вне этой области поло- 
жим равной нулю. Во внутренних точках области О, функция Рь долж- 
на удовлетворять уравнению `(10*). Тогда мы получим систему неодно- 
родных алгебраических уравнений, число которых совпадает с числом 
неизвестных. Для ее однозначной разрешимости покажем, что соответ- 
ствующая ей однородная система может иметь только нулевое решение. 
Для этого достаточно доказать неравенства (13) и (14) [см. (?)], но мы 

докажем более сильные неравенства: 


То, (Р) < 5 То, ($), (15) 
Та, (В) 5—5: а, ©), (16) 


которыми и будем пользоваться в дальнейшем. Для их доказательства 
умножим (10*) на функцию Р, комплексно - сопряженную с Р, разделим 
обе части (10%) на /^?--1 и. просуммируем по всем точкам решетки и 
по частям. 


Ввиду нулевого граничного условия, контурные члены пропадут и 
мы получим следующее равенство: 


Ё 2 Е се 
д? хх ЕЕ Р.Р», Ея Р..Р о >20: ВыР-Ь >’Р»), 


где 


> Ф(х, Л) 
^) =. 
) 1 


Отделим вещественные и мнимые части, считая 


+, А=А-й, 
1 ес 52 
22 (+ ^5)° + (9 — №) 27). а 
2 о р о 5 = = а - 12а, 
АКТ [№ + 1 - 42 [7—2 + 1)? 4925 о 
Мы получим: 
2 
й \ 2 
|3 та 2 ] р ева ми Зэ\ |2 й = 
а | Ры ИР] = а Р.о!, (17) 
1 О! Эл ее ) 
а, р р и 
= 2. ее Р-Р, ФР} (18) 
й 1 Ол 


Как и в работе (? збере: ее. ЕЕ 1 
| (°), разберем два случая: 1) эм > А, :2) 


и заметим, что в обоих случаях а, >0 (полагаем Ве). — не 
Е 
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Пе 
1) Пусть — > №№. Оценим а, снизу: 


1 
4 т 2 
Е, Й 


= 3-4 2 >в. 
За + 2-17 6 


Подставляя эту оценку в (17), получим неравенство: 


ое |. 
Эл - 


$ 


Неренося первый член правой части налево и используя неравенство 


Коши, получаем неравенства (13) и (14). 


. те 
2) Пусть 5 М < №. Оценим а, снизу: 


= 2 2 
ыы СЕ 
о а р = ° 
(2-1) 824 ([3%5+1)2+8м” 33 


Подетавляя эту оценку в (17), получим неравенство: 


то СВ) < 3319. 5 (Фу 33 |/ То, (Р) То, ($). 


С другой стороны, из (18) имеем: 


м Гор Ве 


22 ] 12 | (1) 
2 2 241422 51. 
(22 — 22-1) 4 28 


< Р) Е У 1, (Р) То (5’) : 


Оценим сверху коэффициент при 1, (В); 


2 [242 | 1 а. 
(а + аа © | | 


так как, по предположению, ^, >21. Мы получаем: 


212.2, | Ло, (Р) < тт (РЭ У Тон (Р) а ©). 


Используя неравенство (19), находим отсюда: 


(2).— 33) | 2» | Го, (Р) < И 1, (Р) Г, (9). 


Выбирая ), столь большим, чтобы 2), — 33>1, получаем: 


62 Св ) 


Тор (Р) ЗЕ, (©) < В Го, (’). 


(19) 


8* 
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Подставляя эту оценку в (19), наидем: 


(1) . (0) 
Го, (Р) < с/о, {°). 


ра 


- 1 <^ при 


Таким образом, неравенства (13) и (14) доказаны для 5 


ее > - а 
условии, что Ве). =), > № >1. Но 


‚ р с’ 
Ай (Ф ) = й? >, | И [2 < 1^ [4 Ток ($). (20) 


Эл, 


Подставляя (20) в неравенства (13) и (14), получим нужные нам не- 
равенства (15) и (16). 

Так как’ неравенства (15) и (16) справедливы для любых малых Й, 
то предельная функция Р будет удовлетворять следующим интеграль- 
ным неравенствам: 


Го (Ру |РРаО < То (9), (21) 
о 
Я 
ОР |2 
прив) Х [5-49 < 41а (9). (22) 
О 1=1 3 


Заметим, что обобщенное решение краевой задачи для уравнения 
(10) в смысле (12) будет существовать для любой функции ®, квадра- 
тично суммируемой по ©. 

Для доказательства существования обратного преобразования Лапласа 
от функции Р и ее производных воспользуемся известной теоремой 
Планшереля для преобразований Фурье и равенством Парсеваля: 


со -Еоо 
\ е—2их | 7 (1) ?ах = \ | (Е И)? а, (23) 


где © (5) — преобразованная по Лапласу функция (2) (1 (5) = 0 для х< 0), 
а именно, докажем существование интеграла: 


И >) 
ре \ Р(х, \) ма) 24 
ры == | Ра») (24) 
1—5 
для почти всех ЕО и \ = Ве^> № >1, а также справедливость 
неравенства: 
1 В д ` Е дз : д3 Е 
и Р Р ( 9°р р = 
Це Ия, ) НУ (=) к. ара < 
я 


=] $=1 


<с\ \ реа ад. (25) 
0 


Действительно, у нас доказано неравенство 


} Рра@ «с \ | (в, 


о о 


ао, | (26) 


справедливое для всех 7, для которых Ве). `> % > 1. 
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52 
—1 
—1 


Далее, 


и = \/(е, бе др 
0 


причем для / выполнено условие (9), т. е. 7е ^" Е Лу ъ по &. 
На основании (23), ф(х, + И,) 6 

м (5, Е) 61. по А. 
Действительно, мы имеем: 


[2,5 ПО \», а следовательно, по (26), 


И |Р (2, + Й.,) 40 а^, < 
—©<о 
<е ео | (2, «+ й,) 24), < сел |1 (&, Рем авао, 
—ю о оо 


т; е. Р(2,;, К ЕГ, по О и, кроме того, Р(х, М ЕП.) Е Г шо А, 
Пользуясь теоремой Планшереля, находим, что равенство (24) вы- 
полняется в указанном смысле и что 


в. 


\\ (р (1, Рем ао < —. [7 (2, Рем ав ао. 
о оз 


Е) 


Аналогично оцениваются производные от р по координатам, так как 


др 
для д, справедливы оценки (18). 


03р 
Оценим 9. При нулевых начальных данных 
^, 105 
93 й р : 
== \ №Ре-ма). 
01 Иж 4 
А —1со 


На основании (15) имеем: 


к 


\ А°РРа@ = [1 \ РРаО < \ [2 ао. 


о О о 
Следовательно, 
со со 
\ 03 о 2 12-2 
\\ (52) ем ав 4 < с \ \ И, пре агао. 
0 О оо 


Оценки для других производных в (25) проводятся аналогично. 
Таким образом, неравенство (25) доказано. 

Определение. Назовем обобщенным решением смешанной задачи 
для уравнения (5) при нулевом граничном и ‚о условиях (6) и 


(7) функцию р(х, #), принадлежащую классу 21 (0), Г. РЕГ» (0) (О — ци- 
линдр в пространстве х, Ё высоты { с основанием 6), принимающую на- 
чальные условия 

9" р 


А 
9 |0 
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и удовлетворяющую следующему интегральному тождес тву: 


1 З ея я 

у _93р_ дФ С др 9Ф 9?р Ф+ —- ть о ры 
д%,01? 0%; дуз дз 912 0? 0 

0 


О 1=1 


. 


[9 


га м /. ФаО4 (27) 


для любой функции Ф (5, Е [7 (0) и такой, что 


9°Ф 9^Ф 
ЕЕ. д1* 


Здесь [см. (?)] 1} (0) есть замыкание в норме И’ (0) совокупности всех 
непрерывно дифференцируемых функций, равных нулю в 6-окрестности 
боковой поверхности цилиндра (. 

Формула (24) дает обобщенное решение уравнения (5) в смысле (27). 
Действительно, Р(х, ^) есть обобщенное решение уравнения (10) в смыс- 
ле (12). Применяя преобразование Лапласа к интегральному тождеству 
(27), беря при этом в качестве функции Ф (5, ®) функцию Ф (5х, [—Ц, 
пользуясь теоремой о свертке и тем, что 

дФ 


$ =0, 3, =0, 


мы получаем интегральное тождество (12): 


бер 272 во |, 02024-1) РФ" #07140, (42) 
о : (9) 


= д%, д%, ‘ 023 023 


где Ф обращается в нуль на границе области. 
Таким образом, если мы найдем функцию Р (5, *), удовлетворяющую 
этому интегральному тождеству и неравенствам (17) и (18), то, умножая 


1 : . - 
(12) на гу е\ и интегрируя по \ от /, —150 до ^, + Е и по частям, 
1 т 


легко проверить, что интеграл 
1 
1 * 
= == Р(х, ^) ем а). 
р И 2 ( у ) 


А, —1<5 


будет удовлетворять интегральному тождеству (27). Кроме того, р |3=0. 
Этим доказана Е 


ТЕОРЕМА 1. Если правая часть уравнения (5) такова, что 
\ \ ПЕ ао 5 
2 


для какого-нибудь и, >0, то существует единственное обобщенное в смыс- 
ле (27) решение р(х, №) уравнения (5) смешанной задачи при нулевых на- 
чальных и краевых условиях (6) и (7), которое может быть представлено 
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как трансформация Лапласа от обобщенного решения уравнения (10), 
удовлетворяющего условию РЕ 1°(0) при ) таком, что Вел =), > 
>, >. При этом для р(х, #) справедлива оценка (25) и интеграл 
1 А.с 
- 4 И 
р УБЕ Ра, КЕ а» 


А, —1<0 


существует для почти всех х. 


$ 2. Решение второй смешанной задачи для уравнения 
четвертого порядка 


Построение решения второй смешанной задачи для системы (1) при 
условиях (2) и (4) начнем также с определения неизвестной функции р. 
Для определения р мы получим уравнение (5), решение которого долж- 
но удовлетворять начальным условиям (6) и условию на границе: 


др дЗр 9?р 9?р 
1лр [== [5>- с08 Из + —— ддт `Эдг °093 пло —- ддт °03 па) | ЕО 


Условие (28) на функцию р на границе есть следствие условия 


„в =0. 


В самом деле, умножим третье уравнение системы (1) на с0$и2з, 
первое и второе уравнения продифференцируем по { и умножим соот- 
ветственно на — с0$Их. и с0$ их; и сложим это с продифференцированными 
два раза по & первыми тремя уравнениями системы, умноженными соот- 
ветственно на созпх;, &=1,2, 3; тогда получим: 


до 0%, д3р др д? 
РЕ ев | а о ь === 
Г. ЕТ +2 = о, 
92 О В". 
[5 т “+ Ех, 608; — "608 па. —5р. * <0$ 71 д 


Так как 5„|; = 0, то отсюда будет следовать условие (28), если обозна- 
чить правую часть полученного равенства через (. 
Для простоты изложения сведем условия (6’) и (28) к однородным 
при выполнении следующего условия согласования: 
3 


р ГА 
— (о ао: 5 Ф + 5 $) 60514 в = С. (29) 
053 ` па 6 


Таким образом, как и в первой задаче, мы будем доказывать суще- 
ствование обобщенного решения уравнения (5) при начальных условиях* 


О (6) 


и условии на границе 
о (30) 


Пусть свободный член уравнения (5) после приведения начальных 


* См. сноску на стр. 272 
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и граничного условий к нулевым удовлетворяет условию `(9). Применяя, 
как и раньше, преобразование Лапласа к уравнению” (5), а также к 
граничному условию (30), мы придем к решению краевой задачи для 
уравнения 


в аура, ^) (40) 


2 2 
д; 9% 


с граничным условием 


ОР ОР 
ЗА: 


[55 с08 иж - А? т 


2 = 31 
о | Ам и. 
т 60872. № 92; 603 па, | = 0, (31) 


где Вел =^, > №1. 

Определение. Обобщенным решением уравнения (10) при гра- 
ничном условии (31) назовем функцию Р, удовлетворяющую следующему 
интегральному тождеству: 


3 дР ФФ ФР дФ дР ФФ . дР 9Ф 
Оз аа, ПА ЗИ 9ы вы |= 
[Ф) $=1 
=—\ [2 (^? + 1) РФ + эФ]ао (32) 
[Ф) 


для произвольной комплексно-значной функции ФЕИ’ (0). 

Для нахождения решения, удовлетворяющего интегральному тожде- 
ству (32), применим опять метод конечных разностей. Построив в про- 
странстве 21, х., 13 кубическую сетку, возьмем О, > О, заменим инте- 
гралы в тождестве (32) суммами, причем суммирование распространим 
на все точки решетки, принадлежащие О,„, включая границу 6», а про- 
изводные заменим разностными отношениями (этот метод применяется 
О. А. Ладыженской в работе (б) при решении общей задачи дифракции). 

Мы получим: 


3 
в У Про рр. к 
Я-А 1=1 


+ У» 4020-1) Р.Ф, + эф =0, (33) 
Эл-5л 
где 
2’ (ал) = т 


В выражении (33) берутся только те разностные отношения, которые 
имеют смысл для данной области суммирования. 

Для нахождения приближенного решения мы получим систему линей- 
ных алгебраических уравнений относительно функции РР», определяемой 
в узлах сетки. Эта система получается следующим образом. Берем Ф, 
в определенной точке решетки (эта точка может лежать и на границе 5») 
и подсчитываем при ней коэффициент, который будет зависеть от Р» 
и $. Такие коэффициенты подсчитываем во всех точках решетки, вклю- 
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чая границу. Ввиду произвольности функции Ф, (заметим, что на гра- 
нице области на функцию Ф никаких условий не накладывается), для 
выполнения тождества (33) эти коэффициенты при Ф, в каждой точке 
решетки должны равняться нулю. Таким образом получается система 
алгебраических уравнений для ее Р», причем число уравнений 


Для однозначной разрешимости такой системы достаточно доказать, что 
соответствующая ей однородная система имеет лишь нулевое решение. 
Для доказательства этого последнего предложения установим неравен- 
ства (15) и (16) для функции Р», удовлетворяющей тождеству (33). Для 
этого в тождество (33) вместо Ф, подставим функцию Р»„, комплексно- 
сопряженную с Р». Отделяя вещественную и мнимую части, получим: 


№ > |, У РР} = 


Эл--бр $=1 


Ра ВР) ПО Ро Ро аа 
Э.--5ь 


2 
м У Ур. = 
Ор #1 


= #3 > {26 (Рах,Рьх, — Рах,Рь»,) — 2^4^. |Р р =. Рура — Р1%.}, (35) 
Эр--5ь 
где 
Л (^^ — 1) = 2 (2-1) 


а остальные обозначения — прежние. 


1 1 
Рассмотрим два случая: 1) --^и Е 5 м < №. 


1) Пусть . ->^5. Тогда, учитывая, что а: >0, подставляя его оцен- 


ку снизу в (34) и оценивая по модулю правую часть (34), имеем: . 


= ПЭ ув, (Р) + №Тоньа, (Р) < 


<215.|° Х (РР. | | РР.) 
Эр-ЕбА 


= ое. (Р) = Рот (и! ФР |). 
Но 
Из р 2 (| Рах,Рох, | а |Рах,Рох, |) < 78 > о Рх; Ё. 


В, А й в 


> Ара, (Р)-- > И ) < 81| 75) +в, (Р) + УТюн+в, (Р) Тона» ($). 
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Оценим сверху |В: |: 


ные №5 (М - № — 1) [22 |. 3 
р (2 — № + 1) 421% > № ЗУ; ре 
Выбирая ^. так, чтобы ты Ч > 0, получим: 
ры О № 
РОВ (Р) <; | +8 в» ($' ) 
и 
19) +в, (Р) < сене, ($')- 
2) Пусть о в этом случае 
ке р 3 ЗУ? 7) 
— 33 | 1| те < ии ы 
142 } 
Выбирая /, так, чтобы в—^— >20, и подставляя в (34), получим: 
15) +, (Р) < сз | № Тона» (Р) + сз У 1+5, (Р) Тон» ($') . (36) 
С другой стороны, из (35) имеем: 
8 У 2, РЁ = 
Эь-+5р 
ит. о > |[Р», | Г-+ 26, (Рух.Рэх, — Риз Рьх,) НР — 2% 
Эл-5р 1=1 


Найдем оценку сверху для |6,| (оценка сверху для |а5| была найдена 


нами ранее: 14 | 
2 


^, (2 № + №) 5) —5И2 
№ ^ [22| ° 


Л 


|6 | < 
Подставив эту оценку в последнее равенство и используя неравенство (36), 


получаем: 


2 | 1 №» Тор ь6ь (Р) << са | № | То +8, (Р) - 65 У Тонн (Р) То +8, (5’) - 


Выбирая /^, столь большим, что 2^, — с. >1, найдем, каки в $2, что 

справедливы неравенства (13) и (14). Затем, подставляя вместо |х’|? его 
ФТИ. 

значение Ех т, получим неравенства (15) и (16) для области ©, + 5,,. 

Для предельной функции будут справедливы соответствующие инте- 

гральные неравенства: 


ы 15 ($9), (37) 


| То ()з (38) 
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Доказательство существования и единственности обобщенного реше- 
ния в смысле (32) проводится при помощи неравенств (15) и (16) мето- 
дом конечных разностеи точно так же, как и доказательство существо- 
вания и единственности соответствующего решения при условии Р|5 =0 
с той лишь разницей, что теперь не нужно требовать принадлежности 
функции Р к классу 10°(0), так как граничное условие теперь вошло 
в определение обобщенного решения (функция Р принадлежит И’ (0)). 

Доказательство существования обратного преобразования Лапласа 
проводится с использованием теоремы Планшереля без всяких измене- 
ний на основании неравенств (37) и (38). 

Определение. Назовем обобщенным решением смешанной задачи 
для уравнения (5) при нулевых начальных условиях (6) и при условии 
на границе (30) функцию р(х, 0, принадлежащую классу И’ (0), 
т (0), которая принимает начальные условия 


0" р 
д 


=0 


и удовлетворяет следующему интегральному тождеству: 


1 3 р 
0°р дФ |‚ др дФ - 97р бФ _ 
9,01? дт, ' 0х3 дз 950 д 

бо от 

1 
9%р_ 0Ф | дру | 0р0Ф 5 м =. 
0: д. | 28 и = и а (5 

0 


для произвольной функции ФЕИ’ (0) и такой, что 


92Ф _ 9Ф 
“ов (0), Ф(ьйы=о, 5 =0 


Рассуждения, аналогичные проведенным в $ 2, позволяют заключить, 


что интеграл 
М-Нюо 
И. \ Р(х, ем а» 


71—10 


есть обобщенное решение смешанной задачи при нулевых начальных и 
краевом условии (30) уравнения (5) в смысле (39), где Р(х, ^) есть 
обобщенное решение в смысле (32) уравнения (10) при граничном усло- 
вии (31). 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 2. Если правая часть уравнения (5) такова, что 


22—20 40 Фр < со (9) 
р 


=. —>5 


для какого-нибудь о >0, то существует единственное обобщенное в 
смысле (39) решение уравнения (5) при условиях (6) и (30), которое 
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может быть представлено как преобразование Лапласа от обобщенного 
решения уравнения (10) при условии (31), именно 


2, 10 а 
и 40 
Р=-уз= \ Р(х, ^) ем а», (40) 


^, —105 


где Ве) = А >“, > 0, причем интеграл (40) существует для. почти. 
всех х и для р(тх, №) справедлива оценка (25). 


$ 3. Решение первой и второй смешанных задач для системы 


Возвратимся к системе (1). Построим решение этой системы при 
условиях (2) и (3). 

Предполагая правые части системы (1) и начальные данные доста- 
точно гладкими, исключим из системы (1) неизвестные 5. : =1,2,3, 
в результате чего мы получим уравнение четвертого порядка (5) отно- 
сительно р, где 

ЕЕ В Е И а 
: 2,01? д0%20& ' дж 053 ОЕ 013 ° 


1=1 


к 
С помощью системы (1) вычислим производные Е их = О на 
р 


Найдем функцию р из уравнения (5) со свободным членом 7}, удов- 
летворяющим условию (9) (см. $ 1). Подставив найденную функцию р 
др ЭР 


в систему (1) и относя ЗИК: 1 =1,2, 3, в правые части, определим 
97 


вектор Ф (<, р. 

Так как у нас осталось четыре уравнения для определения трех 
функций, то для определенности системы введем дополнительную функ- 
цию р’ такую, что р’ |5 =0. 

Полученная новая система будет иметь вид: 


д 2) > —> — 


- — @Х А] -- стаё р’ = Е — отадр, 
(41) 


Решение этой системы при условиях 
— — 
/ 
о [1-0 = 20° (2), р’|з=0 


существует, единственно и выражается явно в виде степенного ряда 
[ем. (1). 

Если мы покажем, что в этом решении р’==0, то тем самым будет 
доказано существование решения исходной системы при условиях (2) 
и (3); действительно, в этом случае найденные функции 9,,, р будут 
удовлетворять системе (1) при условиях (2) и (3). 
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Для доказательства того, что р’==0, исключим из системы (41) функ- 
ЦИИ 9, 1=1,2, 3; тогда мы получим уравнение относительно р’: 


0, др" 
5 АР’ ия =0 (42) 
Е 
при условиях 
ога р’|ь= 0, 
др’ 
отаа = 0, (43) 
р’ |5 =). 


& 
В самом деле, найдем вектор 2° такой, что 


— 
и в системе (41) сделаем замену неизвестной функции © по формуле 


— 


р = =: 
2 = 2`-- 21. Неизвестная функция $! будет удовлетворять при этом си- 
стеме: 


дл д -= =>. ЕЕ р а 
эт = — г + (1 9) Хх #] — втад р’ - (Ё — стад р), 


(41*) 


у — 0. 


Обозначим через Р! операцию проектирования в пространство потен- 
циальных срезанных векторов @, [см. (')]. Вектор ста р’ есть некоторый 
элемент из Со. Из формул (41*) следует, что он определяется следую- 
щим образом: 

р * д = < —> = 
ота@ р =: + [(2" {+ 2”) х#] ЕР — вар. 
При # =0 имеем: 


— 


отаа р’ |1о = р | = -- [о + 5) х Й + Ё— втаа р) 


Но из системы (1) следует, что 
дд о 
5 [90 ХА] — 20. 
Поэтому 


‚ [95 


ста р" [1-0 = Ра | бр 


| 
1=0 


Е. = 
так как 91 — соленоидальный вектор, принадлежащий пространству /: и 
известно [см. (1)], что 1/1 | С.. 
Далее, 


др’ 
таа —— 
ЕТ 


286 В. Н. МАСЛЕННИКОВА 


Но 
др д д > дЕ 
— ста - = ра: № Е = , 
а 91 | =0 01? 1=0 _ 94 1—0 91 #—=0 

поэтому 

5 с Даг 

др * |021 | 

гад ——- = Р, =). 
5 01 ри | 22 [ре 


Кроме того, функция р’ после исключения %х, из системы (41) будет 
удовлетворять уравнению (42) и условию р’! = 0, так как р есть реше- 
ние уравнения (5) при начальных условиях, определяемых из системы (1), 


и граничном условии р! = 0. Но функция, удовлетворяющая (42) и (43), 


есть тождественный нуль. Действительно, так как эта функция должна 
удовлетворять уравнению (42), то мы имеем: 


оао аш 


3 ‚^ / 
ЕР а о 
1 Е с08 724 +- 5 608 2: 945 


х,01? ] 
8 1—1 
ы 93р д 9 д 
ее я Ч р’ 4 | р 
У тж 92.01? ‘дз, ие -ттж 4 41. (44} 
ОоЯ 2=1 
Пусть 
р 
== р’: 
1 


тогда поверхностный интеграл равен нулю, так как 4|‹ = 0. Преобразуем. 
отдельные члены в (44): 


Далее, 


° д3 й д 
у мя 40 @ = 
* 1 


З 3 
Ю д и 9?р’ 94 . 0?р’ д у 
=— — в `\ Р 
УХ 01 \3=.д1 __ > дедт, = |904. 
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После этих преобразований видно, что — —= 0. Так как / может 
& [11 
быть любым (0<Е< со), то р’ может зависеть только от &. Но Р|5 =0 
при любом {, значит р==0, что и требовалось доказать. 

Решение второй смешанной задачи для системы (1) при условиях (2) 
и (4) проводится аналогично. 

Исключая из системы (1) неизвестные 7.,, (=1,2,3, мы получим от- 
носительно р уравнение (5) с соответствующими начальными условиями 
и условием на границе (28). 

Построим функцию р так, как это сделано в $ 2, и далее поступим 
так же, как ив случае первой смешанной задачи. Введя дополнительную. 
функцию р’ такую, что 


[1р’ |ь =— 0, 


мы решим систему (41) при условиях (2) и (4). 
В этом случае функция р’ будет удовлетворять уравнению (42) при 
условиях 


„| д 
о = о т ь (45) 
ро. 


Начальные условия в (45) получаются таким же путем, как и в пре- 
дыдущей задаче; нужно только проектировать оста р’ на пространство, 
потенциальных векторов С, и пользоваться ортогональностью С. и [,, 
где /, — замыкание в норме Г. пространства соленоидальных срезанных 
векторов [см. (1)]. 

Но функция, удовлетворяющая (42) и (45), представляет собой произ- 
вольную функцию, зависящую только от Е. В самом деле, так как функ- 
ция р’ должна удовлетворять уравнению (42), то мы имеем опять ра- 
венство (44). 

Пусть 

‚. 
4 = \р’аь: 
р 


тогда поверхностный интеграл в правой части полученного равенства, 
в силу граничного условия Глр’|з = 0, будет равен нулю. Действительно, 


1 
03р’ , др’ \ | _ 
(=> Е дих 605 па | 445 4! = 


1 
ми. 0? р’ ое \% 
== \ \ ( г 608 741 — о др 608 из. да9 АЕ = 


Е а) 92-0, 
01 \ дж: 09% 0% 9х1 
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так как 
ота@ р’|1-о=0, Ч1ы=0. 
Преобразуя второй интеграл правой части равенства (44) так же, как 
в предыдущей задаче, найдем, что 


ОР, пы 


9%; 1—1 


’ Е 
Так как / может быть любым, то, вообще говоря, функция р’ может 


зависеть от В т.е. р’=с(й). Но решение системы (41) при условиях 


Ро = 20 (2), э8=0 


существует для любой функции р’=с(1). Полагая, в частности, с (1) = 0, 
заключаем, что в действительности доказано существование решения 
исходной системы (1) при условиях (2) и (4). 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 3. Если начальные данные и правые части уравнений систе- 
мы (1) имеют непрерывные производные д0 пятого порядка, то сущест- 
вует единственное решение смешанных задач (2), (3) и (2), (4) для систе- 
де Фр ЭР. 
д”. ди“\ дж; 
странству Г» (© Х [0, с°]); при этом правая часть `получающегося урав- 
нения четвертого порядка (5) для определения функции р должна удов- 
летворять условию: 


+ 
мы (Т), у которого производные и ус принадлежат про- 


\ Ре? 40 4Е < со (9) 
[о 


для некоторого №: >.0. 

Метод доказательства теоремы дает одновременно и способ непосред- 
ственного! нахождения этого решения. 

Сейчас мы освободимся от ограничений гладкости, наложенных в тео- 
реме 3 на правую часть и начальные данные, и определим обобщенное 
решение в интегральном смысле. 

В дальнейшем мы всегда будем иметь дело с областью, ограниченной 
по {, поэтому условие (9) не станем специально оговаривать. Область, 
где рассматривается решение, будем обозначать через 0, где О = Ох [0,Д. 

Запишем систему (1) в виде одного векторного уравнения 

риа = = 
- > 
где вектор № = (в.,%2.,9,р), /=(Е., В, В, ф). 
Матрица А имеет вид: 


д 
1 0 0 К 
А ке 955 
и: 9 (47) 
0 0 0 Не 
9х3 
д 
И >. 
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Согласно теореме 3, полученное решение смешанных задач будет удов- 
летворять интегральному тождеству: 


Е ‚ ©) + (42, ©) 40 = \ (7, $) 40 (48) 
С 9 


ых = > 
для некоторои произвольной вектор-функции Ф = (Ф.,, Ф.,, Ф.., 9) и до- 


статочно гладких начальных данных и Х где символ (,) обозначает обыч- 
ное скалярное произведение. 

Пусть теперь Ф принадлежит пространству И’ (0), Фр —=Ю и-ее 
компонента 4 удовлетворяет граничному условию 49|; =0, если рассмат- 
ривается смешанная задача для уравнения (46) при условии р|; =0, и 
Ф,„ |3 =0, если на границе 2, 9—0, вле 


3 
Фи» = № Ф.., с08 и. 


При этих условиях на Ф интегральное тождество (48) вместе с на- 
чальными и граничными условиями, которым удовлетворяет решение, 
равносильно следующему: 


—> 9Ф ЕЯ >. о = > 
\[(, р} — (2, 4"Ф) [40 = — |0, $) 40 — 62 Ф,) ао, (49) 
[9 [8] о 

где 
д 
0 1 0 - 
д 
| о 0 -= 
у р 
0 0 0 — 2 
д д Го) 


Назовем обобщенным решением рассматриваемых смешанных задач при 
—- 
условиях (2), (3) и (2), (4) функцию и, удовлетворяющую этому инте- 
гральному тождеству. 
— — 
Положим в этом интегральном тождестве Ф = (1—1; тогда обыч- 
ным приемом получается оценка: 


\> 40 < \л 40 с» \ д 40. (50) 
© © [е) 


Пусть правые части уравнения (46) и начальные данные (2) сумми- 
руемы с квадратом по области ©. Приближая их в метрике [» гладкими 
функциями, мы получим решение смешанных задач, которое удовлетво- 


ряет тождеству (49). При этом шт — будет обобщенным решением в 
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> — 


смысле (49) при начальном условий Ш — Ш и правои части тя 
Для этого решения справедлива оценка (50). Из нее следует, что после- 


довательность и сходится в /» (0). Предельная функция также при- 
надлежит /,› (0) и, очевидно, удовлетворяет тождеству (49). 

Единственность такого обобщенного решения и непрерывная зависи- 
мость его от начальных данных и правых частей уравнений системы, 
благодаря (50), очевидна. 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 4. Пусть правые части системы (46) принадлежат Г» (0), 


а в, Е Г, (0). Тогда существует единственное обобщенное в смысле (49) 
решение, принадлежащее Г» (0), смешанных задач (2), (3) и (2), (4) для 
системы (46). 


$ 4. Дифференциальные свойства обобщенных решений 


1. Оценка производных по &Ё. Пусть начальные данные 
имеют обобщенные производные} по 2; до порядка А, правые части 
системы имеют обобщенные производные по { до порядка А и смешан- 
ные производные по 1; и { — до порядка А — 1; тогда обобщенные про- 
изводные по & до порядка А от обобщенного решения указанных смешан- 
ных задач будут удовлетворять следующему неравенству: 


9 \ д“ 


\ — 40< в \ Е ‚ао ТЕ ) 40. (51) 
© [9 9 


Из системы (1) сразу следует, что первые производные по координа- 
> 


там от функции р оцениваются через первые производные по Ё от, т. е. 
через первые производные от начальных данных и правых частей, при- 
чем эта оценка имеет место во всей области О вплоть до границы: 


\ (ста р)? 40 <, \ В т Ро а \ [223 + (бтаа ро)? ++ (12, 2 
© © о й 


(52) 


2. Производные по 2; внутри области. При оценке произ- 
водных по т; и смешанных производных по 2; и Ё до порядка # внутри 
области, принимая во внимание оценку (54), получаем следующую тео- 
рему. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть ©" с О’С О, причем границы этих областей не 
имеют общих точек, но могут быть сколь угодно близки друг к другу. 
Если начальные данные и правые части уравнений системы (46) принад- 


лежат пространству И’; (О9’х [0, 1), то решение смешанных задач ел 


(3) и (2), (4) принадлежит пространству И’ (0”х [0,1). При этом 
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имеет место следующая оценка: 


|2 к он < [|7 с хе)" [|0 Ис» (53) 


Доказательство этой теоремы можно провести с помощью метода сред- 
них функций [см. (7)], но проводить его мы не будем, так как оно по- 
лучается упрощением доказательства соответствующей теоремы с оценками 
вплоть до границы, к которой мы сейчас перейдем. 

Замечание. Если рассматривать систему (1) для несжимаемой жид- 


д 
кости, т. е. для случая, когда =. не входит в последнее уравнение си- 
стемы (1), то, используя метод проекции [см. (1)], можно получить 


=> 


оценки для производных от ? ир до порядка & через производные от 
начальных данных и правых частей до порядка &—1. Таким образом, 
решение системы (1) для случая несжимаемой жидкости более гладко, 
чем для сжимаемой, что совпадает с физическими данными, а математи- 
чески следует из того, что первая система в известном смысле близка 
к параболической, а вторая — к гиперболической. 

3. Оценки для производных по 4; вплоть до границы. 
Пусть граница 5 области О непрерывно дифферевцируема до порядка 
&- 2. Разобьем область © на конечное число перекрывающихся между 
собой подобластей таким образом, что для части границы Г, С 5 каждой 
подобласти существует А -- 2 раза непрерывно дифференцируемое преоб- 
разование координат 


а, 10, 


которое отображает, например, подобласть @,; на подобласть О так, что 
часть границы ©;, которая принадлежит ©, будет лежать в плоскости 
Уз = ©0156. 

Рассмотрим подобласть В и немного большую 0’ В такую, что В 
не содержит части границы 0’, которая не принадлежит 5. Часть гра- 
ницы подобласти 0)’, которая не принадлежит 5, обозначим через Г., а 
оставшуюся — через Г. 

Введем бесконечно дифференцируемую функцию обрезания 6(у), рав- 
ную единице всюду в 0, равную нулю вблизи Г.» и небольшую единицы 
в других точках. 

За функциями, входящими в систему уравнении (1), после преобра- 
зования координат оставим прежние обозначения. 


х 


После преобразования координат сделаем замену 26 = и, ре =Чв под- 


области О’. 
Система уравнений (1) в новых координатах и с функцией 6 запишет- 


ся в виде: 


— 


2 шХ 43] + тада = СЁ - ратаа С, 


3 
д сае ЗАНРИ 10% 
ОАО Хе, › 


9* 
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_* 


где Н; — параметры Ламе, вектор и имеет проекциями на оси криволи- 


м 
нейных координат функции ил, и», из; 4га4а и Фуи в криволинейных 
координатах, как известно, имеют вид: 


з 


; 904 
гад а = ж-- й 
5 Ч 2 Н; ду; 
з р 
ом 04 1 у, 9(ВьН:) д (Н:Нз) д ет 
ОУ = У НЫ. 8 нь ПИ, Йь о ди + и р ри + из дуз ! 


#=1 
Предположим сначала, что правые части и начальные данные имеют 
непрерывные производные * до порядка №. При этих предположениях 
дадим оценки в норме [.› производных порядка Ё от решения через про- 
изводные от правых частей и начальных данных до порядка #. 

Так как часть границы 0’, которая принадлежит 9, лежит в плоско- 
сти уз = с0п36, то это позволяет оценить все производные в касательном 
направлении, т. е. производные по у; и у. вплоть до границы Г;. Про- 
изводные же по уз оцениваются из уравнений системы (54). 


= 


а мел, 
Найдем оценку для производной ет л 
+ 


Продифференцируем первое векторное уравнение системы (54) по у, 


ди 
умножим его скалярно на 4 Н.Н»ьНз и проинтегрируем по обла- 
. 1 
сти 2’Ж[0,П. Тогда член с производной по { преобразуется так: 


1 


| и Ри = 
уе он (аи, выг)бна | ньн,н (о, дуа 
‚ ке 
ет: \ н.н,н, (9%) ау. (55) 
р 


Учитывая то, что: в криволинейных координатах компоненты единич- 
ных ортов зависят от у;, преобразуем члены с производными второго по- 
рядка в скалярном произведении 


д ди | 
\( др Згаар 5) НьН,Нзду (56) 


ее —2-— 
|) 


и воспользуемся вторым уравнением системы (54), продифференцирован- 
ным по У:. Имеем: 


1 
[ 9°а ди да ды 99 д 
г ВЕ ПЕ М ВЫ, РА 
\\ а ду? ду ыы 3 ду: ду» дул = 2ду:дуз дуз И 
( 
09 ди д д 
= ПН а а 
2 Е ду: ду у 5 ду: ду Пе Е 


к ь .. 

В дальнейшем, как это обычно делается [см. (2), (3)}, можно освободиться от 
требования непрерывности производных от начальных данных и правых частей, заме- 
нив непрерывные производные обобщенными. 
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т — 


1 
с Ь ®созпу,) ага — \ \ а Пе М 
ор 


3 ду Иди, Н.НЬНз ду 


' 


4 д ди 1 д 1 7 
о Ки ЯН 2 со ее Е, Е 
1 и ПоНЫНь Зи (ИЗ) с НоНЫНЬ биз (ИН) + роз 


1 


4 02 И Е а 974 
ЕЕ ‚= \ о. ее деду 
0 
ы д 1 л ди 
< а: 1 Е: 
и Е 
р > дул (5) ду; О ду: ГЫ: Н-Нз дут ту 
д ее иныНь] д 1 (Н.Н) 
Е, И ЕВЕ ЦК 
Г дул Ея: ду Ее дут и дуз ] 


3 
9 (ФО) д 1 455 
р дул —2 [2 я |} 4494. 


Интеграл по поверхности Г, + Г› равен нулю. Действительно, на гра- 


нице Г. Чи и все их производные равны нулю благодаря С. Граничное 
условие 5, |; = О после преобразования координат на части границы Г, 
переходит в условие из | г, = 0, так как гравица Г, плоская. Поэтому, в 
зависимости от того, какая смешанная задача рассматривается, мы поль- 
зуемся тем, что 
99 
“д 


д 
и О, 
В дут Г, 


где производная берется в касательном к Г, направлении. 
Член 


ди 


З 
04 д ( 1 ) 1 
1 > ду, \Н;/ ду; 


в (56) с помощью интегрирования по частям преобразуется так, чтобы 


производные брались от 4, а от и; бралась производная толь- 


д 
ду» “0% 
ко по У1. 
Теперь оставим в левой части равенства, полученного дифференциро- 
ванием первого уравнения системы (54) и интегрировавием его по обла- 


сти 0’х[0, И, члены, которые после сделанных преобразований содержат 


квадраты производных по 9: от и и 4, перенеся в правую часть все ос- 
тальные члены, в том числе и квадраты производных от начальных 
а ди; ди, 

и и -— 

ду, ду . дул 


данных. Члены, стоящие справа и имеющие вид ‚ оце- 


ним с помощью неравенства 


а Р-н №, (*) 
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ее Ь 29 или ик. Чле- 


и; оценим при помощи неравенства 


ны же типа - 9 
уу 


Ь2 
< + 


и воспользуемся уже выведенными оценками для интегралов от квадрата 
д 
решений и квадрата производных г. а также гладкостью преобразо- 
к 


вания, в данном случае до третьего порядка, и гладкостью функции $. 
При этом справа у нас есть член 


в который входит производная по У; от 9, в то время как слева имеется 
квадрат производной от и; = б;. Но члены такого типа можно преобра- 
зовать следующим образом: 


04 до; _ др ди; др я. 9% я д; [214 
ду, ди — ди ди ди “ди ГР ду ди ° 


т 
‘ду1 ди 
изводную по у, перебросить с ; на р. 

Далее, выберем = в неравенстве (+) столь малым, чтобы при перене- 
сении членов с квадратами производных налево не изменился знак ле- 
вой части. 

В результате мы получаем искомую оценку интеграла от квадрата 


В члене же р с помощью интегрирования по частям можно про- 


— 


производной в касательном направлении от © через интеграл от квадрата 
первых производных от правых частей и начальных данных. 


> 
Дадим оценку производных от © по у.;. При этом граничные условия 
больше не будут использоваться, поэтому мы будем исходить из систе- 
мы (54) без функции (, т. е. из системы: 


Зы. = — — 
5 — ХВ] -- гар = А, (57) 
3 
др ОВ Е: 1:0) д (Н:Н.) д (Н.Н,) 
т > ба ЕЯ ОЕ о =$. (58) 


Непосредственно в систему (57) — (58) входиг только производная се 
> Уз 
интеграл от квадрата которой и оценивается очевидным образом из вто- 


рого уравнения этой системы. Для оценки интеграла от квадрата ты 
ь 


дуз 
д: 
и т. продифференцируем уравнение (57) по уз, умножим его скалярно 
95 | 
на Н.Н.Нз Эн (1—1) и проинтегрируем по области Ох [0,П], а затем 
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сделаем некоторые преобразования с помощью интегрирования по частям 
по Е. Имеем: 


1 
я нь, (в дуае+ 
х — 
Ру Вы (—4) (их втаар, у.) — (Хы, а 
: Ро = 
НН ро) ча + хи (ву (59) 


Рассмотрим главные члены, т. е. члены со вторыми производными, во 
втором слагаемом левой части этого равенства: 


ь 1 до др 1 05. др 1 да др 
[—Е | : _1_ 992 1 0% й 
\ ( ) Ну дуз ду: дуз ев Но дуз ду» дуз Е Нз ду дуз* у Е (60) 


Эти члены можно преобразовать не с помощью интегрирования по частям 
по у, как мы это делали в предыдущих оценках, а выразить их через 
те производные, оценки для которых уже получены. 

Для ясности изложения проведем эти преобразования для системы, 
записанной в декартовых прямолинейных координатах, так как отличие 
от оценок в криволинейных координатах будет только для младших 
членов, которые получаются от дифференцирования единичных ортов и 
параметров Ламе по координатам и оценки для которых известны. 

Итак, в члене 


: 3 4 
ж. И 1-Й 
1=(\ => дз и о 
0 52’ 2—1 


заменим вторые производные от р членами из третьего уравнения си- 
стемы (1): 
0% д 
Хз Р м 
01 ух 09:3 К? 


продифференцированного по 11, 1›, Хз соответственно; мы получим: 


Е 3 02. гой 
‚. ГОЁ 9% 
= О МЬНЫ. ЖЖ 
= \\ И > 0х3 > | 45а. 
0 52’ 1=1 
д», 9Е, 
Члены г 5. Можно оценить при помощи неравенства («), члены же 
ЗН 


2 
Й) 
9%. 


с производными --“” проинтегрируем по частям по #: 
$ 
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1 3 40. 0 2 д2,. дь 1 /до, 
нда е 
—\\ (1 — 9 диз 919%; ата =] з У 9х3 0%; -- 2 93 1=0 
0 2’ $=1 2’ 1=1 
а 2, а 2, аха 61 
й р РЯ. } 
—\ Ха: 2. Ч Це #5, э, 2=. 020 (61) 
007 1=1 : [Кох &=1 
Члены 
1 
9%... д 
2х 2х 
\\ о. 
00’ 
оцениваются с помощью неравенства (*) и, кроме того, используется уже 
де 
полученная оценка для о . Из всех членов в (61) остается, таким об- 
З 


разом, оценить последний член, который для этого преобразуется при 
помощи первого и второго уравнений системы (1), продифференцирован- 
ных по 1;. Мы находим: 


: 20 9 
62 б.,, у 
[9 й 


1 ь Е 
9%», х; р д.„, д., до. м 
= мы {У 92, 9 Е до, дБ, бо о, В 
0 


где члены со вторыми производными от р заменяются опять членами из 
третьего уравнения системы (1), продифференцированного по 2, и т» соот- 


ветственно: 
, Об др к ) ы д», д. де, ЭР. 
—\\ ( №) Ба ха = \\ (1 — о. ЕЕ Е > =) 4241. 
о 2’ $=1 оо’ 1=1 = 
Далее, 
1 2 1 
С 0%. до 4 : \ 1 2 до. \2 
ав, ц ХХ №. ый \ Хз о тя ( хз 
Це > У ааа ака = М (3) @а@-- (У 22) _ 42. 
0 2” 1=1 0 227 1=1 $7 1=1 
Оценка же члена 
| 
(=) ата 
[А 
\-5=-) = 
90°,“ 


нам известна. 
Идея всех приведенных выкладок, таким образом, состояла в замене 
05 и 
=. через 92, ’Т. ©. в перемене индексов у числителя и знаменателя. 
В криволинейных координатах, как уже отмечалось выше, преобра- 
зование членов выражения (60) можно провести точно таким же путем, 
так как оценки младших членов только удлиняют выкладки, идея же 
остается прежней. У коэффициентов Н; при этом производные увеличи- 
ваться не будут, так как мы проводили интегрирование по частям толь- 
ко по р, а Н; от Ё не зависят. 
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Оценивая другие члены в (59) с помощью неравенства (+) и соотноше- 


ния 246 < а* -{- $”, мы получим из (59) оценку для 2. 
3 


Учитывая все сказанное, имеем оценку: 


По 329 (1 Киада + 19% ива (62) 


о, 
в произвольном конечном цилиндре 9 =©х [0, И], где ш = (0;., 0х, 0х, р) 
и граница 5 области © непрерывно дифференцируема три раза. 

Оценки производных порядка К по «касательным» координатам про- 
водятся точно так же, только при этом нужно сначала оценить произз 
водную 

9*а 
ду. ду. *дуз* 


Оценка этой производной получится через оценку производной 
> 
Ки 
а = Ы 
ду1*ду5 20% 


которая, в свою очередь, оценивается через младшие производные от и 
> 
д^и 
по координатам и через а. 
й 
Оценки смешанных производных по у;, где #=1,2, и по & проводят- 
ся аналогично. 
Оценка всевозможных производных, где есть дифференцирование по уз, 
проводится точно по тому же плану, что и для первой производной по уз. 
Все указанные оценки без изменений в выкладках можно получить 


в терминах конечных разностей, для чего, например, вместо производной 


— = > 
ди т и (21 | й) —и (21) ь 
91 оценить разделенную ‚разность а й получающиеся при 


этом константы не будут зависеть от величины шага Й. 

Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 6. Если свободные` члены системы (1) и начальные дан- 
ные принадлежат пространству И’) (0), а граница 9 области © непре- 
рывно дифференцируема до порядка К +2, то обобщенное решение в смыс- 
ле интегрального тождества (49) смешанных задам! (2), (3) и (2), (4) 
принадлежит пространству И’ (0). При К =1 это решение является 
решением почти всюду. Если к =4, то решение будет классическим 
[ем. (3)]. Для решения справедливо неравенство 


По Писюо < эн Ни 6 (о). (63) 


Автор выражает глубокую благодарность С. Л. Соболеву за поста- 
новку задачи и внимание, оказанное им при написании настоящей рабо- 


ты. 
Поступило 


24. Х. 1955 
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Л. А. САХНОВИЧ 


СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОПЕРАТОРОВ ВИДА 


х 


ку= \ (9 К (х— Ва 
0 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе находятся достаточные условия существования корня п-ой 
х 
степени из оператора К] = | (Е (2—1) 41. В качестве следствия полу- 


чаются теоремы о Праводония оператора К к простейшему виду. 
В $1 настоящей работы содержится доказательство следующей 
‘теоремы: 
Если ядро Ё(х, #) оператора 


х 
Ку = (р, а, 1) Е 12 (0, Л, 
0 
имеет ограниченную смешанную производную Г я а Е 
то оператор К линейно эквивалентен оператору 
х 
Иу=2\ 1) аь 1 (#161210, И. 
0 
В работе (1) автором было дано более сложное доказательство сфор- 
мулированной теоремы и при больших ограничениях на ядро №(х, 0). 
Там эта теорема использовалась для изучения инвариантных .подпро- 
странств оператора А, а также при доказательстве теорем единствен- 


ности для систем дифференциальных уравнений. 
В $2 при помощи сформулированной теоремы находятся условия 
существования корней второй степени из оператора К вида 


ку=\ (ке —1 4, 


а также исследуется вид этих корней. 
Полученные результаты дают возможность сформулировать достаточ- 
ные условия линейной эквивалентности операторов 


х 2 


ку = \/ Е е—0 4 и Гу= 70—04. 


0 0 


В $3 теоремы $ 2 обобщаются на случай п > 2. 
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$1 

Определение. Операторы А и К,, действующие в [2 [0, ПП, будем 
называть линейно эквивалентными, если существует ограниченный опера- 
тор И, удовлетворяющий условиям: 

1) существует и ограничен оператор | 

2) имеет место равенство: УКУ "= К.. 

ТЕОРЕМА 1. Если ядро К (5, #) оператора 

ии 0 04%, 1(4) 6120, 1, (1.1) 
0 


42 28 
имеет ограниченную смешанную производную „>. й (5,2) и Ё(т, 1) =1, 


то оператор К линейно эквивалентен оператору 
иу=И а 1 (6) 6720, 1. 
0 


Доказательство. Пусть у(х, ^) = (1+ ^Ё) 1}; тогда 
а : > С д 
и 2. у(е, 5 (а, 8) 4. (1.2) 


ах а 
0 


Рассмотрим оператор 


(+ #)/= 7) (ОН (2, 04, (1.3) 
0 
обратный по отношению к оператору 


х 


(+ К)У=® + 75, а. 


Применим к обеим частям равенства (1.2) оператор (Г-Н): 


ах — 41 
0 


г — АН 1) &— ду, 


где г (2) = (1-Е Н)] (2). Из гладкости не Е (т, Е) по переменной # следует 


гладкость Л (2, #) по переменной #. Действительно, ядра (а, [) = 
(а 
= А, (2, #) и Н (5, #) связаны следующим соотношением: 


№: (+ Н(а, 0) +(н @ (Е 4=0. 
} 
Поэтому мы можем записать: 


9 х 

д= = 8 (2) — у ^)9(®) — \у6 5. На, 0 — ву, 
0 

где 


3 (2) = (2) --1(0)Н (2,0), а@=Н(а, з). 
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Выберем 7 (2) в равенстве (1.2) так, чтобы 5 (1)=0, /(0) =14. Тогда 


х 
а р д 
а = — 9, 1) 9 (1) — Ву у Н(ы да. 
0 
Положив 
—\ а ($) а$ 
У =е 0 У: (5, ^), 
получим уравнение: 
д [мо 4 
а 
| № (1,1) На, йе! а. 
0 


Применяя метод последовательных приближений, можно записать: 


Ул (%, Л) == -| ф1 (А, х) РФ. (А, 2) +.-., 


где 
хё 2—1 . | } 
ое и м \ е-® © 20:5... бт... М Е 
оо 0 
Ма ла, 0, (1.4) 
причем 
Г а ($) аз 
М (х, #) = 5 —Н(. р.е! 
Обозначая 
9 


и переставляя в (1.4) порядок интегрирования, представим о» (^, 1) в виде 
х 


Фи (0., 2) = =. №, (х, у) ау, 
0 
где 
| МТ. ут м 
1» (=, У)| < тг, М2|М(2, 0] (0<3,150.. 


Тогда для у9:(5, ^) выполняется соотношение: 


х 


пет мда, Мы У М. у). 


0 й=1 


Отсюда получаем основную формулу: 


х —{ а (в) а 
= - -- фе-ви м (х, у) а ео : (1.5) 
0 


Рассмотрим оператор Г, определенный в [7 [0, Й формулой: 


6 г 
о = [98 + Дэ) м, 4 +е (1.6) 


302 Л. А. САХНОВИЧ 


Так как т 
ей = 1-НИЛ) ".1, 


то из формул (1.5) и (1.6) получаем: 
(1-Е А) У =У(Г+ ИИ) ".1. (4.7) 


Очевидно, оператор У" существует и ограничен. 

Разложив обе части равенства (1.7) в ряд по ^ и приравняв соответ- 
ствующие коэффициенты, нетрудно убедиться в справедливости соотно- 
шения 

К=Уу(Ш)И". 

Таким образом, теорема 1 доказана. 


$2 
В настоящем параграфе решается вопрос 0б извлечении корня п-й 


степени из операторов вида 
х 


ку= 7 (= —0 а, 1(6, К (0612, И. (2.1) 


0 


Рассуждения проводятся подробно для случая п = 2. 
ЛЕММА. Если функция Ф(х) измерима и ограничена, то уравнение 


Ф (2) = 4 (2) + }$()$@—54 0<2<Ь1+0) (2.2) 


имеет одно и только одно ограниченное решение. 
Доказательство. Пользуясь методом последовательных прибли- 
жений, получаем: 
$ (2) = Фо (2) - 9: (2)  --., (2.3) 


где 
5 


ыы, фл (8) = —-^ (ен (3) 9-1 (2— 5) 4 в=фа...). (2.4) 


Фо (5) = у у 
Так как | Ф (2) | < М (0 << 0, то из (2.4) следует оценка: 


М2 2—1 
т: 


(2.5) 
Из неравенства (2.5) вытекает, что ряд (2.3) сходится равномерно и 
является решением уравнения (2.2). Докажем, что уравнение (2.2) имеет 


только одно решение. Допустим, что р (2), $. (2) являются решениями 
уравнения (2.2), причем ф, (2), $ь (2) Е Г? [0, |. Тогда 


У, (9 — (0 = — не 4+ ъе- 94, 


тр (2) — $ (@) = — \ 9—0 ф@е-9+$ @— 514. (0.6) 
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Так как вольтерровский оператор 


т1=— 7 фе- + @-— 5) 


не имеет собственных чисел, отличных от нуля, то из (2.6) следует 
равенство 


ф, (2) == ф» (2). 
ТЕОРЕМА 1. Пусть ограничена производная к” (+) (0<1<1), причем 
А (0)=0 О-о © 0 
Тогда существует такой оператор 
Ну = Уве фа, 1 (16170, П, (27) 
0 

что Н*=К, причем № (0) = 8 (8 =) и ограничена функция й (1. 

Доказательство. Положим в уравнении (2.2) Ф(2) = #" (5), 
у = 28 (В? = «). Пусть $ (5) — решение уравнения 


к (п) = 28% (2) + \$(6)9@—5) 4. (2.8) 
Обозначим | 


(2) = $9 4 - В ‚ (2.9) 


0 


и проинтегрируем от 0 до х равенство (2.8): 


А (в) = В® (9) + (п @— 3) 45. 
0 
Отсюда выводим: 


(2) = [1 (5) (2 — 5) 45, 


или 
Е 


(а) = 1 (8 -— Пи @— 5) 4. (2.103 
0 
Из равенства (2.10) следует, что оператор 


ну=\ (ва аь (2.14 
0 
где 


х 
в (2) = \$ (5) @ +В, 
0 
2 х 
удовлетворяет условию Н’= К. 
Таким образом, теорема доказана. 


304 Л. А. САХНОВИЧ 


ТЕОРЕМА 2. Если операторы 


н/=оъе-0а и иу=\Фь@—04, ы@,ь дер ,1, 


0 0 


удовлетворяют условиям: Н? = Н*=К, то либо Н, = Нь, либо Н_=—Н.. 
Доказательство. Из условия Н? = ИН» вытекает: 


ыы 4 = № (#— 51, (5) 45 


0 


(9) — №569 [й. (2 — 3) 2 А, (1 — $)] 48 =0, 0О<;<4. 
0 


Согласно теореме Титчмарша [см. (?}], 


й; ($) — №. ($) =0, 0<$5<»х, (2.12 
1 ($) - й» ($) =0, О<з;В, (2.13) 


причем «+В >. Из равенетв (2.12) и (2.13) вытекает справедливость 
одного из соотношений: 


1) в (=, (3), 
29 В, ($) =— 1, ($) (0<3;<0, 


откуда вытекает утверждение теоремы. 

Следствие 1. Ёсли ядро Ё (т) удовлетворяет условиям теоремы 1 и, 
кроме того, ограничена п-я производная (п>.2) функции Ё (т), то ядро 
й (2) соответствующего оператора Н имеет ограниченную производную 
(п — 1)-го порядка. 

Из теоремы 1 вытекает, что первая производная $ (7) от функции Й (2) 


является решением уравнения 
х 


№" (2) = 28% (2) + \$)@— $) 45. 
0 
Докажем, что ряд (2.3) можно почленно дифференцировать столько раз, 
сколько ограниченных производных имеет функция Ф (5) = #" (2), т. е. 


"9 (2) = 8-9 (2) + 9"-Э (2) -+..., (2.14) 
где 
2—9) (2) = | (5) 21-9 (2— 5) 4, тт 2. (2.15) 
0 
Очевидно, при некотором М справедливо равенство: 


|9 9 (2)|1«&М, О<5<Ь 0<т<п—2, 2<<п. (2.16) 


Из соотношений (2.15) и (2.16) следуют оценки: 


р от—п-2 и 
(1—8) ( ПЕ о 7 
зи 2) |< | (28) ва ЕН И ? т>п— 2. (2.17) 
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Согласно оценкам (2.16) и (2.17), ряд (2.14) сходится равномерно, 
следовательно, й(1) действительно имеет ограниченную производную 
(п — 1)-го порядка. 


Следствие 2. Если ядро &(л) удовлетворяет условиям теоремы 1 
и, кроме того, ограничена функция Е" (1), то оператор 


ку =\/Ре-д@ (6<2<) 


линейно эквивалентен оператору 


у =а\ 7) @— 4 (0<;<7 


Пусть 


ну = Оье-0а 


0 


является корнем квадратным из оператора К. Согласно следствию 1, 
функция И”(Г) ограничена. Но тогда из теоремы 1 81 вытекает, что 
оператор Н линейно эквивалентен оператору 


В =В\ 744 (0<2<0. 


0 
Следовательно, оператор К линейно эквивалентен оператору 


х 


ау = \ (0) (2—0) @ 0<=<4. 
0 
Естественно возникает вопрос о корнях квадратных из оператора 


ку=\/ 0% #9) а, (2.18) 
0 
не имеющих вида (2.18). При достаточно широких предположениях мы 
докажем, что других корней оператор К не имеет в классе 
5 Ир 
ну= 0 Н (о, 1) 41, где у не, 1) | 4241 < оо. (2.19) 


оо 


> 


ТЕОРЕМА 3. Если #(х) удовлетворяет условиям следствия 2 и 


оператор 
11 


Ну = 10) Н(т, #) 4, (=, +) 2 41 45 < оо, 
0 оо 
является корнем квадратным из оператора К, то оператор Н задается 


формулой 


Хх 


ну= 70—04. 


0 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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ООО ЗЕЕ Е оо 


Доказательство. Оператор М перестановочен с К, а также с лю- 
бой целой степенью оператора А, т. е. выполняются равенства: 


Сы (р, ууу = № @-УН 4, п=12,...), (2.20) 
{ 


где 


— 


(И =А(®, Вы (0) = ($) .1(—3)4 (п=2,3...). (2.21) 


0 


Из (2.20) при Е = 0 получаем: 


и, (у) [Е (2, у)—Н (2— у, 0] 4у=0 (п=1,2,...). — (2.22) 
0 
Докажем, что последовательность А» (у) (п =1,2,...) образует пол- 


ный базис в //? [0, 1. Каждый член последовательности представляется 
следующим образом: 


Ки (2) = К" 'К(), п=1,0,.. 


Таким образом, мы должны доказать, что функция А ({) является порож- 
цающей для оператора К. 


В работе (1) приведено доказательство следующего предложения: 
х 


Функция ]/(2) является порождающей для оператора /7 = и Е в 


том и только в том случае, если при любом у(у>0) в багменто 
[0, у] существует множество точек х положительной меры, на котором 
1(®) +0*. 

Дословно повторяя приведенные в работе (') рассуждения, можно 
убедиться в том, что предложение справедливо для любой целой степени 


2 
оператора /, в частности, для Г’. Согласно следствию 2, оператор К 
линейно эквивалентен оператору 


ВР = «\ (6) (х— 1) 4. 


Отсюда, используя треугольный вид приводящего оператора (см. $ 1), 
получаем предложение: 


Функция ](7) является порождающей для оператора 


х 


К] = \*@2—9/04, О<:<1 
0 


* Это предложение принадлежит М. С. Бродскому. Однако его 


доказательство 
отлично от нашего. 
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где К (т) удовлетворяет условиям следствия 2, в том и только в том 


случае, если при любом у (у > 0) в сегменте [0, у] существует множество 
точек положительной меры, на котором }(х) = 0. 


Следовательно, функция 8 (2) является порождающей для оператора 
К. Из` (2.22) вытекает: 


Н (5, у) =Н (х— у, 0). 


Теорема полностью доказана. 


$5 


Доказательства теорем $ 2 для случая п`>2 мало отличаются от 
соответствующих доказательств для п=2. Большинство рассуждений 
для п=2 дословно переносятся на случай п>2. Поэтому мы здесь 
ограничимся лишь формулировкой результатов для случая п > 2. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть ограничена производная К“ (1) (0 <#<]), при- 


чем 


Е (0) =! (0) =... =" 2 (0) =0, А" (0) =«_ («+ 0). 
Тогда существует такой оператор 
ну =\ 02—04, 1(#) 61200, 1, (3.1) 
0 
что Н” = К, причем (0) = 8 (8 =«) и ограничена функция №’ (1 (0< 
А 


ТЕОРЕМА 2. Если ядро К(х) удовлетворяет условиям теоремы 1 и, 
кроме того, ограничена функция К () (0 <Е< 1), то оператор 


ку 70 @— 04 Е 


линейно эквивалентен оператору 


_ Ат 
а Ра, 0<2<1. 
0 


ТЕОРЕМА 3. Если № (2) удовлетворяет условиям теоремы 2 и опера- 
торы 


НИ \ и) Н, (2 )4ь Ну= \и< Н, (д, #) @ 


О Пра <, &=1,2) 
а 


являются корнями п-й степени из оператора К, то выполняется равен- 
ство Н\ =еН»о, где в — постоянное число (= == 1). 
10* 
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Отметим, что роль уравнения (2.2) при п>>2 играет следующее не- 
линейное уравнение: 


&® (2) = у А р \ $ (2—1) $ (51—55) ... $ (т) 48т вт 1.-.81 + 
+78" 92), > 


где В" =а. р 
Ядро .оператора (3.1) связано с решением уравнения (3.2) формулои: 


В (2) = ($ (5) @ +В. 


Отметим также, что при доказательстве теоремы 3 мы пользовались 
равенством: 
81 3п—2 


\в \ И а 
р (2 — 51) # (51 — 52)...Й (52 — 5—1) Й (5т- 3) 95.1 . - - 41 = 


И \ [® (< — 51) - вай (д — 31)] [А (81 — 82) - езй (51 — 82)]... 
90 0 


. +. [ (8п—1) - =.Р (5и—1)] @8п—1 . - . 51» 
где е; —‘различные корни уравнения =” = (— 1)". 


Поступило 
17. ХТ. 1956 
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ПРИМЕР ДВУХ МАТРИЦ ТЁПЛИЦА, ОГРАНИЧЕННО 
НЕ ПРОТИВОРЕЧИВЫХ И ОГРАНИЧЕННО НЕ ПОКРЫВАЕМЫХ: 


(П редставлено академиком И. Г. Петровским) 


В статье построен пример двух матриц Тёплица. 


Пример. Существуют матрицы Тёплица А и В такие, что 

1) ни одна ограниченная последовательность не суммируется матри- 
цами А и Век неравным пределам, 

2) не существует матрицы Тёплица С, суммирующей все ограниченные` 
последовательности, каждая из которых суммируется хотя бы одной. 
матрицей А или В. 

Фактически условие 2) будет иметь место в более сильной форме: 

3) Не ограничена норма функционала }, заданного равенством 


т — при 264, 
ЕО ОЕ а 


и продолженного по аддитивности на линейную оболочку Зи 3% в В,- 

В формулировке пункта 3) использованы следующие обозначения,. 
употребляемые и в дальнейшем: 

1°. Через В, = {2} обозначено пространство ограниченных поеледова- 
тельностей х = {21, 1?,...} © почленным сложением и умножением на 
константу (верхний значок изображает индекс, а не степень). Норма в 
В, введена равенством |х|= зар|2”|. Через % обозначено множество 
ограниченных последовательностей, суммируемых матрицей А; через: 
А? (2) — пределы суммирования для 26%. Аналогичные обозначения 
употребляются для матрицы В и других матриц. 

Построению примера предпошлем ряд обозначений и лемм. 


“ п —- 
2°. Рассмотрим п-мерное линейное пространство В = {х} векторов х= 


—= {271, 4?,...,2”}. Норма вектора введена равенством 
рт 
30. Через е обозначен вектор е = {1,1,...,1}. 


40. Пусть в АВ" через начало координат проходит (и — 1)-мерная гипер- 
плоскость Г. Тогда через Г (х,) обозначаем гиперплоскость, параллельную 
Г и проходящую через точку хи, а через Г (ху, х.) обозначаем замкнутое 
множество всех точек х, лежащих между Г (х1) и Г(х»2). Подробнее: 

ОИ 9 (если хЕГ, то х-+ х, Е Г(х,) и наоборот) 


где ^1, ^? пробегают все значения, 


= 1 2 
а аи Е которых ^1>. 0, ^*>.0, 1 - № =1- 
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5°. Под кубом Е. радиуса е понимается множество точек жили 

жоторых |х| < :: 


Е ={|х| < :}. 


Под единичным кубом понимается Ё\ (Ё. при = =1). Наконец, под 
кубом радиуса ®, описанным вокруг точки х:, понимается 


Е, (х1) = Е, + х: = {|х—х: |<}. 


ЛЕММА 1. Пусть в В" лежит з-мерное (< п — 1) линейное подпро- 
странство Г, не содержащее внутренних точек Е\ (е); кроме того, фикси- 
рован куб Е:_.(е) (0<=< 1). Тогда через начало координат О можно 
провести такие (п — 1)-мерные гиперплоскости Г\, Гь,..., Гуд» что: 

а) ни одна гиперплоскость Гк не будет содержать внутренних точек 


Еле (е); 
Упъ 
6) теоретико-множественное пересечение [Г Гк(— ве, - =е) не будет 
к-1 


содержать ‘точек, отстоящих от Г, на расстояние, большее 4; 

в) число у, гиперплоскостей Г’ конечно и зависит только от п (не 
зависит ни от Г, ни от ®). 

Доказательство. Проведем все (п— 1)-мерные гиперплоскости 
Г», каждая из которых содержит $-мерную гиперплоскость С и хоть 
одну (п — $— 2)-мерную грань куба Ё,-_.(е) и не имеет точек внутри 
него. Таких гиперплоскостей Гх не больше чем (п —'5 — 2)-мерных гра- 
ней у п-мерного куба. Повторив несколько раз одну из гиперплоскостей 
Г», мы доведем их число у, до общего числа всевозможных граней 
п-мерного кубэ- 

Таким -образом, выполнены условия а) и в). Покажем, что имеет 
место и условие 6). Образуем линейное (п— 5)-мерное фактор-простран» 
ство И = (В"/Г‚) с естественной нормировкой. Отметим некоторые свой- 
ства пространства Н = {хН} и естественного отображения А"->Н, при 
котором х-—>хН: 

1. Множеству Г, соответствует ОУ — нуль пространства ВЯ. 

2. Расстояние от точки х, © А" до Г, равно шой | х, — 1 | ==|х: |. 

Е 


3. При отображении А” > Н сохраняются линейные соотношения, по- 
этому гиперплоскости А" переходят в гиперплоскости Н. 

В частности, единичный куб Е, переходит в замкнутый выпуклый 
центрально симметрический многогранник Её, являющийся единичной 
сферой Н. Многогранник ЕЁ является телом и не содержит бесконечных 
прямых. 

4. |[еН | = и в |=1=|е|, ибо, по условию настоящей леммы, 


все точки Г, находятся от е на расстоянии > 1. Следовательно, при ото- 


бражении А"->Н нормы точек прямой Де} ([—- ©<^< + >) не изме- 
вяются. 
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2. Таким образом, множества 


Е, (©), А. (е), Г, Гь (ге), Г» (— ее, зе) 


при отображении А”->Н переходят соответственно: 

Ел (е) и Е,_. (е) — в подобные многогранные сферы Ё1 (е/) и ЕЁ. (е") 
радиуса 1 и 1 —з, описанные вокруг точки еН с нормой 1; 

Г, —в (п—$— 1)-мерную гиперплоскость Г, проходящую через точ- 
ку ОЛ и не имеющую точек внутри ЕЁ. (е"); 


Г» (зе) — в ТЯ (се") — ГЯ 1 вой; 


Г» (— =е, - ‹е) — в замкнутое множество [о (— сей, -|- ве") точек между 
Все исрЯ (се"). 

6. Пусть ГИ есть любая (п — 5 — 1)-мерная гиперплоскость пространства 
Н, проходящая через ОЙ ‚ содержащая какую-нибудь (п — $ — 2)-мерную 
грань ТЯ сферы ЕЯ. (е") и не имеющая точек внутри этой сферы. 
Покажем, что ть содержится среди т ‹ т а о . Действительно, пусть 
Г — полный прообраз р при отображении А"->Н. Тогда Г имеет раз- 
мерность п— 1, содержит Г, не содержит внутренних точек В,_.(е) 
и содержит какую-нибудь грань Т куба Е,_. (е) (отобразившуюся в ГИ) 
с размерностью >2п— 5—2. Значит, Г содержит и какую-нибудь (п — 
— $ — 2)-мерную грань 7’ СТ. Таким образом, Г содержится среди 
Г., Г.,...,Гу, и, следовательно, т содержится среди т и о т 

Для завершения доказательства леммы нужно показать, что ни одна 
точка множества 


не имеет вормы, превосходящей 4. Для этого достаточно показать, что 
все точки множества 


=) 


К =1 


имеют норму <2. Действительно, ф есть центрально симметрическое 
множество. Если норма всякой его точки (т. е. расстояние от любой его 
точки до ОН в метрике И) не превосходит 2, то и подавно расстояние 
от его центра симметрии до любой другой его точки < 2. Но ф полу- 
чается из Ф подобным увеличением в два раза (около точки 52", 
как центра подобия). Следовательно, расстояние от центра симмет- 
рии Фх до любой его точки не превосходит 2.2 =4. Центром симмет- 
рии ф является точка ОН, таким образом, норма любой точки ф не 
превосходит 4. 

Пусть теперь, вопреки доказываемому, существует точка уеф, для 
которой |у| >2. Проведем через у и прямую ен} (— © ^< ©) 
двумерную плоскость « (см. рис. 1). Отметим на ней горизонтальную 
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И т РР 


ГО 
прямую {^еН}, направленную слева направо, точки О”, ее’, е’ и пере- 


сечения 


= ЕЁ (еН )Пх, с... = В (6) Па 


— замкнутые выпуклые С гольники с центром симметрии ей. На пло- 
скости х проведем из ОН две прямые А, и А», опорные к С:_.. Пусть, 
для определенности, А; прикасается к 
С_. выше прямой {\еН}, а А, —ниже. 

Так как С(!_., вслед за Ц, и ть (е”), 
является ограниченным телом, то (1: 
не вырождается в отрезок прямой или 
бесконечную полосу. Поэтому угол ме- 
жду А; и 4А., заключающий С1_., 
больше нуля, но меньше развернутого. 
Через точку зеН проведем прямые В; и 
В., параллельные А; и Аь,и обозначим 
через Р параллелограмм А, А.В,Б.. Нако- 


нец, отметим на прямых 4А,, А, по одной точке х, и х»›, каждая из 
которых принадлежит С@-—.. 


Рис. 1 


Н 
Мы покажем, что все точки треугольника О’ хх, имеют нормы < 2 
(в метрике Н), что этот треугольник содержит параллелограмм Р и что 
параллелограмм Р содержит пересечение ФП. Тем самым будет пока- 


зано, что все точки ФГ] х имеют норму <_2 (в метрике Н), вопреки до- 
пущению существования точки у, у которой 


уе), туба. 


Установим, что точки треугольника Ох,х, имеют нормы <2. Для 
этого рассмотрим многоугольник (1. Он содержит С:_. и, следовательно, 


точки х; и хо. Кроме того, С, содержит ОН. Следовательно, треугольник 
ОНх,х, содержится в (1. Но 


С: = Ел (е") Па 


а для всех точек х6 Е! (е/) имеем: 
|х|н=х— ее |< ]х—е | -- ей |, < 2. 


Покажем, что И Р. Прямая А, прикасается к (п— $)-мерному 
многограннику Е (ей ). Следовательно, А, ораонения с некоторой 
(п —— 2)-мерной гранью 7, многогранника Е! . (ей). Через 4 и Т 
можно провести (п — $ — 1)-мерную гиперплоскость ГА, Е согласно: 
пункту 6, находится среди гиперплоскостей ГЯ, ГЯ,. в. 


. Пуеть, для 
определенности, ГИ = 


ГГ. Замкнутое множество И точек %«, расположен- 
ных между А, и В:, совпадает с пересечением ть (ОН, в зе в!) Па 


Проведя аналогичное рассуждение для А., В. и Г., получим: 


Ф, = Гы (Ой, ве#). 
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Значит, 


Р=Ф, ПФ, = [Ги (0", се") По ПГ (08, веН) 4] >ФПа. 


Докажем, что параллелограмм Р содержится в треугольнике ОЙх,х». 
Для этого, очевидно, достаточно показать, что точка ‹еН принадлежит' 
треугольнику ОНх;:х,. Точка зеН лежит на прямой {^еН} правее точки ОН. 
Рассмотрим отрезок [хи, х›|, соединяющий точки х,, х,, лежащие по. 
разные стороны прямой {^еН}. Отрезок [х:, х›| пересекает прямую {ен} 
в некоторой точке хо. Точка х, принадлежит выпуклому многоугольнику 
С. и не может лежать левее ‹еН, так как зеН — самая левая граничная; 
точка С:_. на прямой {\еН}. Лемма доказана. 

Для дальнейшего введем дополнительно следующие обозначения. 

6°. В Зи-мерном пространстве АЗ" возьмем два комплекта: 


(9, 95, ас и: и {Улл, Уп, 005) Уп} 
по п векторов. Компоненты векторов 


И 2 зп" 1 2 з® 
Их = {Икт, И т, ...-) И т} Ию = а, бл, Я Кь 


зададим равенствами 


1-Е 0% при х=1-+3(&—1), 
и. ь при х— 243 (%—1), 
2 = Е при х=3+3(#—1), 
- 5 в остальных случаях при 1 «хх 8п. 


Здесь верхние знаки относятся к их, а нижние —к %*,; числа е,, 5, (Е = 
—=1,2,...) не зависят от п и фиксированы до конца работы. Они под- 


чинены условиям: 


со 
— ^ < \ © о 
о р 
К=1 
7°. Обозначим через «„ (В„) линейное многообразие, порожденное в 
3” векторами {и»„} (соответственно {Ух»}). Векторы ибо, и УЕВ, пред- 
ставляются в форме: 


п у 
р ее й 
Пе р Ш, ЗЕЕ У 
=1 


Для компонент вектора и = {и\, и?,..., и3"} имеем: 
т 
= к а 
ПА А, (1) 
1=1 
п 
Е \ о 
ИО = ж- 2 бь (2) 
$=1 
т 
из+3(®— — енд Е о о (3) 


1=1 
где А =1,2,..., п. Аналогичные формулы имеют место для У. 
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ЛЕММА 2. При любом натуральном п для векторов ч Е и У ЕВ 


из В" имеем: 

| — к > к 

| а] вор |№|, [У|2 зар ||. 

1<&<п 1<к<п 
Доказательство достаточно провести для векторов ч. При фиксиро- 
ванном Ё из двух чисел (1) и (2) наибольшее по модулю не может быть 
к 

меньше |^„ |. Поэтому 


На — К 
№22 зар |м*[2>2 зар [2|. 
1<х<зт 1<к<п 


ЛЕММА 3. Линейные многообразия „и В» не содержат точек внутри 
куба Е: (е) = {|х-—-е|<0. 

Доказательство достаточно провести для %„. Если, вопреки доказы- 
ваемому, пб, и | —е| < 1, то |\* —1|<1 при всех х=1,2,..., 8п. 
Следовательно [см. (1) и (2)], 


т 
ми 11 


их 1 —1|<1, 
1=1 
откуда 


Вере ири, ноохидее о. м 


п 
У № 
1=1 


В частности, 


шах ; |6 |< А шах] |, 


= $=1 


откуда А>1, вопреки выбору Д< 1. 

ЛЕММА 4. Каковобы ни было №, найдется такое 8 > 0, что для всякой 
пары точек ибо и УЕВ, неравенстзо |е т у—и|<8 влечет за собой 
[м|>М№, |У| > М (независимо от п). 

Доказательство. Расстояние между точками и ие у (по опре- 
делению) равняется максимальной из Зи разностей [см. (1) — (3)]: 


Мы еее и (4) 
1 =1 1= = 

Мих - Уна Уиы [ЕЁ 2, ‚ п), (5) 
$=1 

| — ик — ыы — — Ума т в 


ТЕ 
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Если |е + у—и|<0, то все эти числа < 5. Следовательно, 


| ви — № [8 Ел (7) 
| Ума (8) 
$=1 
(ре -Е №) екдь |< 28 (к =1,2,...,п). (9) 
Из условия (8) следует: 
У (Вы) в | > 4—8, (10) 
1=1 
Далее, из (9) вытекает, что 
а о ие (11) 
Суммируя (11) по всем А от 1 до и, получаем: 
а 18: > р (вы Е №) 8 : (12) 
$=1. 2—1 
Собирая (10) и (12), находим: 
О-о (13) 
Пусть теперь задано М `>1. Фиксируем т столь большим, чтобы 
У 6= 0: (16№), (14) 
$=т-1 
а затем 6>>0 — столь малым, чтобы 
1. и (15) 


ПЕЙ 


© 


и покажем, что такое 6 удовлетворяет условиям настоящей леммы. 
Действительно, сравнивая (13) с (15), заключаем, что 


оо (16) 
Далее, суммируя (11) по А от 1 до т, в силу (15) получаем: 


< У: о (17) 


1=1 


|+ р 
Из (17) и (10) следует: 


Я м+м а|>(-9:2, (18) 
Ф=т-Е 
что, на основании (14), дает: 
шах Ш Мм| > 8М (1—8) >4М. (19) 
т-<Ё<т 


Отсюда, в силу (7) и того, что М`>8, получаем: 
тах | № | > М, шах || > М. (20) 
1<й<п 


1<к<п 
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Бр ———————дА——ыы—ы—_о 
По лемме 2, из последних неравенств следует: |м|>М и [У > М 
что и требовалось доказать. 
Введем еще несколько обозначений. 


8°. Через е обозначим последовательность е Ее 
лы п > : 
9°. Рассмотрим матрицу Тёплица А == {ак}, где верхнии индекс есть 
„ т и и 
номер строки, а нижний— столбца. п-я строка А” = {ал, а5,...} матрицы 


Тёплица А определяет в И, линейный функционал 
А” (2) = ал + а а? ... 
Вся матрица Тёплица А вводит в А, линейный оператор 
А (= фи 
Нормы упомянутого функционала и оператора, очевидно, равны: 
= [42 |+ 14 |+... |4] = зар] А”|. 


10°. Рассмотрим множество 9 ограниченных последовательностей, 
суммируемых матрицей Тёплица А. На множестве 9% матрица А задает 
линейный функционал 


А® (2) = Пт А" (2) (269). 


Очевидно, норма функционала |4”! <|А|. Аналогичные обозначения 
употребляются и для других матриц. 
Построение примера. Фиксируем 
0=< < 1. Матрицы А и В будут состо- 
ять из ящиков, примыкающих углами 
друг к другу. Элементы вне ящиков рав- 
ны 0. п-й ящик состоит из Зп столб- 
цов и некоторого, зависящего от п, числа 
у, строк. Построим п-й ящик матрицы 
А (п=1,2,...). Возьмем Зп-мерное ли- 
нейное пространство Аз” и в нем — 
линейное многообразие а„ (см. 6’ и 
7°). Согласно лемме 3, многообразие 
х„ удовлетворяет условиям леммы 1. По лемме 1, для данного ® 
и многообразия Г, = „, строим (3п — 1)-мерные гиперплоскости Гу, Гь,... 
., Г» которые теперь будут обозначаться через Ги, Г»,..., Г а- 
Так как гиперплоскости Г,„ проходят через начало координат и не 


проходят через точку е = {1,1,..., 1}, то их уравнения можно записать. 
в виде: 


Рис. 2 


аня = а? Е ое =- бе а == О, (21) 


зп 
р. 
где У а» =1. При этом 
$=] 


У а =1:А—®. 


$=1 
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Ри т 
„Действительно, в пространстве А гиперплоскости Г»„ касаются куба 


Е. (е) = {|х—е| <1—}. 


„Для точки касания х, имеем: 
так что 
Следовательно, 


С другой стороны, если при каком-нибудь А = &, имеет место 
зп 
к . 
оо, 
8=1 
3 
то для точки х,6 А” с координатами 


зп 
$ : К 
5 =1 — пе а: : ой ее 
$=1 


‘мы будем иметь: 


з\ 
к 
|х. —е| < 1—ви Ура. = 0. 
8—1 


"Таким образом, Гь„ проходит через точку х.,, находящуюся внутри 
Е`_ (е), что противоречит построению гиперплоскостей Г»в. 

Пусть элементами К-й строки п-го ящика матрицы А будут коэф- 
‘фициенты аи в. й. а в „ уравнения (21) гиперплоскости Гх, в. Мат- 
‚рица В строится аналогичным образом по многообразиям В» (Ё =1,2,,... 

о ая Федун): 

Докажем, что построенные матрицы А и БВ обладают свойствами 
1)—3), сформулированными в начале работы. 

Сначала проверим, что матрицы А и В теплицевы: (Г) предел после- 
довательности элементов фиксированного столбца равен нулю; (П) сумма 
элементов всякой строки равна единице; (ПТ) сумма модулей элементов 
всякой строки равна 1:(1 — =) < сю. Следовательно, условия Тёплица 
‘выполнены. 

Прежде чем проверять условие 2), покажем, что оно вытекает из 
условия 3). Действительно, если, вопреки условию 2), существует матри- 
ца Тёплица С, для которой 


то 6, будучи линейным подпространством А,, содержит линеиную обо- 
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лочку и 3. Кроме того, по теореме Мазура — Орлича [см. В 


ры (1) при 26%, 
|В° (5) при 26%. 
Существование линейного функционала С” с такими свойствами противо- 
речит условию 3). 

Перейдем к проверке условия 3). п-й ящик матрицы А имеет Зв 
столбцов и у„ строк. Введем числа 


1—0; Зее бе ВВа0 


С“ @) = 


22 
$1 =0, 5 = фу +. жа. о. 
Строка А’ матрицы А при = 5, +Ё и1<А < имеет вид: 
А" — 0, 0, а. 0, в. а Я Я т 0, 0, Е тие (23) 
и, раз 


Ее члены от (&, + 1)-го до & + 3п являются коэффициентами А-й строки 
-п-го ящика матрицы А. Скалярное произведение А* на последовательность 
меча о ь. заравно 


АТ" (1) = а ое ароси р би" (24) 


1 0+2 п-т 
: р 


х те. ‚ рассматриваемые как координаты 
к 

вектора х„ © А°", определяют вектор х„ба„, то А“*"” (2) =0, ибо гипер- 
плоскость Г» С „. Таким образом, 


Если числа х 


А" (же) ==0: вели ни т... дит 6, (25) 


Аналогичные условия имеют место для В" и В. 
Далее, построим две последовательности: 


Так == {бк, би, ...) бк, [акк], [Мк, жа], - +}, 
——ы——ы— 
{: раз 
—ы—ы———— 
Зьк = {— бк, —9 Е" — 05%, [Укк], [У, +1], .. ыы 


5 0 2 3 
где [и»„] обозначает Зи чисел ип, Ит,..., ип — координат вектора ии, 
0 

построенного в п. 6’ для Зп-мерного пространства АЗ”. Последователь- 
НОСТИ Хак и Хь; ограничены: 

[пок|<1-А, |1 < 1-+А. 
Нрименяя к Хак матрицу А, получаем, в силу (25): 

А` (ток) = 0 при-всех <> 5%. 
Следовательно, при любом А последовательность хак суммируется матри- 
цей А к пределу, равному нулю. Аналогично доказывается, что посло- 
довательности хы, суммируются к нулю матрицей В. 


Пусть теперь, вопреки условию 3), найдется линейный функционал }, 
определенный на линейной оболочке 9% и 3» и удовлетворяющий условию. 


1 (<) к А” (2) при хех, 
В` (5) при х6 3, 
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Тогда 
7 (Фак) = /(хьк) =0 (Ё=1,2,.. о 


Для линейной комбинации 


Фьк = (хак — ть) 5 (26) (А == ны и 55 .) 


последовательностей тах и ль; также имеем }(7,) =0. Следовательно, 


*/ (ак —е) =— 1. Но последовательность 2: —е равна (см. п. 6°) 
к —е= {0, О-о, [Узы [Ух нь, 
———— 
15 раз 


где [у»х„| обозначает Зи чисел 


зп, раз 
Е ———_—_—_—__ 
а ео ое зо 


— — —_—Й^ 


3(Е—1)--2 раза 


Таким образом, функционал / должен равняться —1 на последователь- 
ности 2, —е с нормой зхк. Значит, || >1:е,. Но А — любое натуральное: 
число и гк —>0. Следовательно, |/| = со. Условие 3) доказано. 

Остается доказать условие 1), а именно, что матрицы А и В не могут сумми- 
ровать ограниченную последовательность к неравным пределам. Пусть, 
вопреки доказываемому, ограниченная последовательность у суммируется. 
матрицами А и В к неравным пределам А” (у) = В® (у). Тогда ограни- 
ченная последовательность 


94°) 
6° (у) — А® (у) 


‘суммируется матрицами Аи В к пределам О и 1 соответственно. Это, 
значит: каково бы ни было ®, >0, найдется такое п = п (з,), что 


|4" (2)|< в, и | В' (1) —1|<е, при всех “> 5 (26) 
(числа 5„ введены в (22)). Пусть, как обычно, члены последователь- 
ности д обозначены через х = {21, 1°,...}. Введем вектор х, @ А” с ко- 
ординатами 
{ й и3 57 
а аа р... а, (21 


Тогда, согласно (24), из условия (26) вытекает: 


зп 
о | | <е, при всех 1 << \, 


а и 
#=1 $=1 
ИЛИ 
] зп 
Хе ен У 1) ера век 1 Ви, (28) 
$=1 * $=1 * 


Переведем эти условия на геометрический язык леммы 1. Гиперплоскость. 
Г,»„ задается уравнением (24). Сумма коэффициентов уравнения (21) 
равна 1. Поэтому гиперплоскость Г» (зе) описывается уравнением (0бо- 
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значения Г, Г (‹е), Г (— зе, ее) введены в п. 4°) 
Урал =, (29) 


в силу которого первое условие (28) можно записать в виде: 


2 тп | 
— хи @ П Га, (— ве, ве). (30) 
ых К=1 


Из условия (30), по лемме 1, вытекает, что расстояние от точки 
(=: =.) х„ ДО @„ меньше 4 и, значит, расстояние от х„ до и меньше 


4е, : в. 

* 

Аналогично, из второго условия (28) следует, что расстояние от 
(=:е,) (х„ —е) до В» меньше 4. Значит, расстояние от х„ до В, {+ е мень- 


ше 4е, : г. Пусть и, — ближайшая к х»„ точка яв и у, + е— ближайшая к х» 
точка В, + е. Тогда 


хо | < Де; 16, | Хан (уьз ©) <оо4вль, |е+ у — и, |< 86, : в, 


где п=п(®,) является функцией ®,. Так как з, произвольно мало, то, 
’ у 

по лемме 4 и последнему неравенству, векторы и» и У„-+е произвольно ве- 

лики. Но тогда произвольно велик и вектор х„. Таким образом, после- 


довательность $, частью которой является вектор х„, не ограничена. 
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ТЕОРЕМА ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИЙ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ, РАССМАТРИВАЕМЫМИ В РАЗЛИЧНЫХ 
МЕТРИКАХ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе теорема вложения распространяется на более общий класс 
функций многих переменных, частные производные которых по разным 
переменным рассматриваются в разных метриках. 


ви 
— 


1.1. В наших работах ("), (1), (1?) получено обобщение теорем вложе- 
ния С. Л. Соболева (1), (") и теорем вложения В. И. Кондрашова 
(°), (17) для рассмотренных нами классов функций Н%®***"®. Функция 
класса Н“”'"*"® может иметь несмешанные частные производные разных 
порядков по отдельным переменным 41, ..., 2». Но все частные производные 
и условия Гёльдера, которым они должны были удовлетворять, расемат- 
ривались в одной и той же метрике /»›. Однако иногда появляется необ- 
ходимость иметь дело с функциями }{ многих переменных, частные 
производные которых по разным переменным рассматриваются в различ- 
ных метриках. Например, мы могли бы говорить о функциях ] (21, ..., Фи), 
интегрируемых (непрерывных) на области С и таких, что для них имеет 


смысл интеграл: 


УХ | т: Ру 
По / 946< Мо, (1) 
61=1 92; * | 
где г; заданные натуральные числа, а р п, 


и ставить вопрос: какие из частных производных функций ] будут 
интегрируемы в метрике Га, где р: <4< с, или будут удовлетворять 
условию Гёльдера в метрике Г. В частности, появляется необхо- 
димость в выяснении вопроса о том, будут ли функции ] удовлетворять 
условиям Липшица той или иной степени (в метрике С). Положительное 
решение этого вопроса дает критерий равностененной непрерывности 
ограниченного класса функций, для которых имеет место соотноше- 
ние (1). . 

1.2. В этой работе мы вводим в рассмотрение новый класс функций 


ИА оо) р - < о 
многих переменных о (а; М), задаваемый, вообще говоря, различ 
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ными числами мт й р» где 1 < р: < <. Он определяется как пере- 


сечение классов * я «, (@; М), 1 =1, И 


и 
Таким образом, для функции хЕН® ›„ Частные производные по 


отдельным переменным 1, рассматриваются в различных метриках Гр; 
В $ 2 мы доказываем одну теорему вложения (п. 2.4) для класса 
(т., ..., Ти) 
Нр,”..”р„ в случае, когда С = А» есть все п-мерное пространство. Дока- 
зательство ведется на основе приближений функций / целыми функциями 
конечной степени (экспоненциального вида). При этом появляется необ- 


ходимость обобщить теорему Джексона применительно к классам 
(та, ++, Ги) 


Яр. + Существенным аппаратом при доказательстве являются два не- 
равенства для целых функций & = &.,... м степеней %,..., % соответ- 
ственно по переменным 21, ..., 2. ** 
ее % 
` р С р’ 
Рея < 2 (П») 181 («р<р< 5), (1) 
р 
1 
т 
В Им 
| п = == ря \ 
[Е |ет < 2"(П*) 18} @<р<о, 1<т< п), (2) 
р ре р 
где 
со со 1 
СИ р 2 ь 
| И» = | \ \ |7 а, В Чт) я 
—с —©< 


Эти и аналогичные им неравенства для  тригонометрических 
полиномов получены нами в работах (1°), (1). Неравенство (1) в слу- 
чае тригонометрических полиномов обращается при п=1 и р=ею 
в неравенство, полученное Джексоном (5). 

В п. 2.6 приводится пример, показывающий при известных ограни- 
чениях [см. п. 2.6, условия (1)], которые на самом деле надо полагать 


* Классы Ну были введены в наших работах (1), (12). Пусть г> 0, л= я-а, 
где г — целое и о< «< 1. Функция }(Р), определенная на С, принадлежит к классу 


(т) 
Нурх, (в) (М), если она и ее частные проженоненЕ до порядка г интегрируемы в р-й 


степени на (С, а частная производная НЫ удевлетворяет неравенству: 


ПОР — 9, де МИР 


если О< «<, и неравенству 
(Р-р (т (г) т т 
ПУ (Р.Ю — 21. (РУ 1 (РВ), (в) = М1 |, 


если « = 1 для всех областей С’ С С и векторов #, направленных параллельно оси х: 
таких, что векторы -- ® сдвигают С’ в пределах С. Если С = В,, то в этом опреде- 


лении можно считать С’ = В„. В этом случае для краткости полагаем Яо =Н(? 


и я х, (6) `` рх.. 
Константа 2” может быть улучшена, но точное значение константы в общем 


случае пока неизвестно [см. работы Н. К. Бари (3) и И. И. Ибрагимова (8), содержащие 
результаты, относящиеся к этому вопросу]. 
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несущественными, что доказанная теорема не может быть усилена по 
крайней мере в терминах, которые здесь употребляются. 


(71, .. Ти) 
Р:, ..., Ри по 


В $ 3 формулируется теорема о компактности классов Н 
аналогии с соответствующей теоремой для класса т # [ем. (“)]. 

В $4 показывается, как из теоремы 2.4 с помощью теорем о про- 
должении функций или по аналогии, как следствие, можно получить 
аналогичные теоремы вложения для других случаев (некоторые другие 
области С, периодический случай). 

В частности, из этих результатов следует (см. п. 4.2), что совокуп- 
ность ограниченных данной константой функций ](1.,..., хи), опреде- 
ленных на области С, представляющей собой параллелепипед а <<, 
для которых выполняется неравенство п. 1.1, будет равностепенно не- 


прерывна при условии, что 


т 
а с 
д 


Это утверждение для указанной области С содержит в себе результаты 
Е. СасПагдо [см. (7), теоремы [1.П, [1.Ш, [41.1]. 

В заключение я хочу отметить, что настоящая работа в какой-то 
мере дает ответ на вопросе, поставленный С. Л. Соболевым: можно ли 
методами, которые разрабатываются в моих работах по теории диффе- 
ренцируемых функций многих переменных, получать теоремы вложения, 
учитывающие, что разные частные производные функций рассматриваются 
соответственно в разных метриках? 


$2 


2.1. Зададим числа 7;, р., М: 1=1, 2,..., п), удовлетворяющие нера- 


венствам: 
7: => 0, |. < Ра < со. 


Таким образом, в частности, некоторые р; могут равняться -Н со. 


По определению, функция п переменных ] = 7 (21, ..., 2), определенная 
на п-мерном пространстве В„ точек (11, ..., 2), принадлежит к классу 
ово (М:,..., М»), если она по каждой из переменных х; принадлежит 

Рут, -.› Ри 
(т;) : те т д 
Нр; (М:). Если М, =... = М» = М, то будем писать короче 
ое) 
Нр,, д о (М). 
— чает целую функцию 

Условимся, что $. ..., и = 6%, .-., Уп (диз. иен) обозна целу ". ц 
степеней у1,...,У„, соответственно по переменным #21,..., и. Это опре- 
деление имеет смысл, когда все у; (1=1,..., п) суть неотрицательные 


конечные числа. Расширим это определение на случаи, когда некоторые 
из у; (не все) равны со. Именно, если 


ее о, 


а остальные < со, то это будет означать [6м. (5)], что функция 
‚ ) из соответствующего т-мерного 
И 


2,,...зи, ПОЧТИ для всех (2. ь . 
координатного подпространства является целои функцией по каждому из 
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со 


остальных переменных соответствующих степеней. Например, 8, „=. 
обозначает, что эта функция почти для всех (2з3,..., 21) в емысле 
п — 2-мерной меры есть относительно #21, 2» целая функция соответствен- 
но степеней у, у. 

2.2. ТЕОРЕМА (обобщение неравенства Джексона). Существует 


константа с, зависящая от ти р (т=1,..., п) такая, что, какова бы 
(рые ТР г 
ни была функция а (М.,..., Ми), для нее найдется система 
функций: 
8, ь А у-сое, бе, т, (1) 


для которой выполняются неравенства: 


сМ\ 
|7 Е т ОО = ы 1. (п) = п № 
Ср, ы 
= 
| А 5.5 0 Я 2 №2, 09, , се та 


|2, аи. оо 


1: Упр 


| 
=. (2) 
) 


и другие подобные неравенства, которые можно получить, переставив 
местами переменные 11,..., д, (и соответственно %,..., %). В неравен- 
ствах (2) буквы у»; обозначают конечные числа (21). 

Кроме того, имеет место соотношение: 


{ || 
| 5», ть | с | 7 |. (п) . (3) 
В: р: 
Константа с всюду не зависит от у; >1 ((=1,..., п). 
Замечание. При р =...=р»„=р неравенства (2) влекут за 


собой известные неравенства 


[7 Г 8, У | 


(4) 


[см. (И), стр. 258; при р=сх и прип=1 см. (4)], предетавляющие 
собой обобщение неравенства Джексона. 


Доказательство теоремы близко доказательству неравенства (4) [см. 
11). == 
(''); при р = со см. (*)]. Именно, вводятся в рассмотрение целые функции 


Ку’(и) степени у (1<у< к, > 0), обладающие тем свойством, что 
для них 

\ К (и) аи =1, (5) 

Каша, < со, (6) 


—с© 
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те | М 
| Ко -э И ов] <” б>Ь 15) 
для всех Рен. (М) (здесь 6, не зависит от р). 
Возьмем, например, п = 3; тогда полагаем: 
з. со, © = \ В (и) 7 (21 еы и, т, 23) Чи, 
5 У2, со 5> \ \ в (и1) К, Е Ил, 22 г И, 2) Чи из, 
Сы (8) 


СО -95 550. 


а о, ОК.) бы - 


—© —с0 —©< 


“7 (21 - и, 2. -- и», 2з + из) аш: аи, диз. ) 


Неравенства (2) являются простыми следствиями свойств ре и 


т) 
ядер К,’. Например, третье из них обнаруживается из следующих вы- 
кладок: 


а < бу, эй (т, т, т.) р 
со со 
— \ \ К‘ (и, К“ (и) № (21 + и, 2, ++ из, 23) ашан», (9) 
—©< —<© 


где 


й (©1, 02, $3) — 1 (1, 02, $3) — \ д (и) 7 (21, 05, 03 — и) Ди. 


Поэтому, применяя к (9) обобщенное неравенство Минковского, 
а также соотношения (5) и (7), получим: 


а. аб 
и Та 2 
| 5. У2, со тие а У2, Уз | < Чт, @т, | й | < уг й (у > и: 
Рз Рз 3 
Покажем, наконец, на случае п = 3, как доказывается неравенство (3). 
Для этого достаточно к интегралу (8) применить обобщенное неравен- 
ство Минковского, что дает: 


| —— У | < Ч’. @т.Ат. По (1 т, 2, 3), 
2+ $ 


т. е. мы получили неравенство (3) при п = 3. 

В дальнейших рассуждениях будет использована следующая лемма, 
обобщающая обратную теорему приближения Бернштейна. 

2.3. ЛЕММА. Пусть г > 0, 761. и для некоторой последователь- 
КОСТЯ 2 ое для всех », пробегающих геометрическую прогрессию 
у—= а* (5 =0,1,...; а> 1), имеет место неравенство: 


К 
И >|) а, 


...у 


326 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


Тогда 1ЕН% (М), где 
М<с (| [ео 2 


и константа с не зависит от рядом столщего множителя. 
Доказательство см. в работе ("), теорема 8 (формулировка и замеча- 
ние на стр. 264 в конце доказательства теоремы). 
2.4. ТЕОРЕМА. Пусть для рассматриваемых ниже чисел выполняют- 
ся неравенства г; > 0, 1< р < а, п и т — натуральные числа, для 


которых 1 < тп, 


г.х + ‚ 
о =-->0 Е ий (1) 
р 
где 
И 1 
ри аи | 
1 2 у а Е 
Л > Г 9 › Г] 
1 
= д 
и й 1 ыы ( ) 
АЕ ЕЕае 
ве о и! пе - » 4 
Г] 9 ы 
т-1 т 
и 
1 1 
ты 
- бе 
о ме пай (3) 
1-1 
Пусть, далее, определенная в п-мерном пространстве Н„ функция 
в 
1(2,..., 2.) принадлежит классу На г >. (М). Тогда при любых фикси- 
рованных (хт+1, ..., 2.) Функция ], как функция от т,,..., тт, принадле- 


(От, ---, бит) уят 
жит классу На" " (М). При этом выполняется неравенство: 


Уд НМ < с (пм [|1 + М), 
чй 1<5<п® Р: 
где константа с не зависит от рядом стоящего множителя. 
Примечание. Если положить р=р; ((=1,..., п), то получится 


теорема 12 работы автора (1) [см. (1), стр. 287]. 
(ту, .-*, Ти) 


Доказательство. Пусть задана функция / 6 Нее РОИА 
на основании теоремы п. 2.2 ей можно привести в соответствие 
систему функций а (1 <у, < ©; #=1,..., п), для которой выпол- 
няются неравенства (2) п. 2.2 и подобные неравенства, получаемые 
после любой перестановки 11,..., 2,. Ограничимся рассмотрением ук, 


зависящих от целочисленного параметра 5 и определенных при помощи 


равенств: 
$ 


е 
и | И м! (4) 


где р» — заданные положительные числа, точные значения которых 
будут определены ниже. 
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Положим 
О 8, (0), „уп (©) 
0. = 8. ($), Е Уп ($) а 8 (8—1), со Уп (3—1) ($ — ЧА ИР ‚о га (5) 
Очевидно, 
т 
В а) 
=1 
где 


И 
о. т 8, (3), --., Уд (8), Уча (8—1), -.., Уи (8—1) г: 8» ($), .+., Уфа (8), 1 (8—1), -., Уп (8—1)” (6) 


Пусть число 4 удовлетворяет неравенствам р; <9<с< (=1,..., п) 
и натуральное число т — неравенствам 1 < тп. 
Имеем: 


1 < У ю в =4, №...) 


= 
где |Ф|]! (‹”) обозначает норму $, вычисленную по переменным 21,..., Хи 
а 
при фиксированных ши, ..., 2. Применим к каждому {-му слагаемому 


этой суммы неравенства (1) и (2) п. 1.2, дающие оценку нормы целой 
функции конечных степеней в метрике 11, исчисленной по т-мерному 


(п) 
пространству через ее норму в метрике Гр; ‚ исчисленную по п-мерному 
пространству. Тогда, приняв во внимание, что 0® имеет степени не 
выше у; (5) соответственно по 2,(1=1,..., п), получим: 


1 


1 < 2“, (=) 1» < 


5=1 (= 
1 А. 
ин и)" (П») 195. (7) 
бе ПЕ 2 


Заметим, что если у1,..., ж И У„ — произвольные конечные числа, 
где у, < \» то, в силу последнего неравенства формулы (2) п. 2.2, 
имеем: 


| 8», ..., Ут ЕТ 5», ‚УП о | < | 8», охоб р, у, аа, 65 [и -- 
2сМ 
+] р = У о 8, оса АЯ ‚и 9 = (а <\, 1 — д 7 ...у п). 


т 


Аналогично, переставляя местами переменные, получим более общее 


неравенство: 
26М 


| 5», .... Ут ве 8, ..., УТ» у, у У --1, ...) Уп [о < УЕ 
1 


(1 <\* <>, о, п): 
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Поэтому, учитывая (4) и (6), будем иметь: 


7 М : 
на“ ПЖ лы п 
Р: 


27 


и, следовательно, из (7) вытекает следующее неравенство: 


я т 1 
ы. | ме (2 а 
0. |" < М 2 2 (8) 


Естественно подобрать постоянные р, таким образом, чтобы слагае- 
мые, входящие в правую часть (8), имели одинаковый порядок. Соот- 
ветствующие подсчеты показывают, что это будет иметь место лишь 
тогда, когда 


= т; к (= (9) 
где Х — произвольное число, которое мы примем равным единице, ах и 
х; суть числа, определяемые равенствами (2) и (3) п. 2.4. 
Выражения в квадратных скобках неравенства (8) при о;, определяе- 
мых равенствами (9), все обращаются в единицу и, следовательно, 


| 0: |) < пе, М2° —- «М2 * ($ == м я а в (10) 
а 


Таким образом, все приведенные рассуждения будут корректны, если 


для чисел р, ть, 9, удовлетворяющих неравенствам 1 < рр < до, 
т, > 0, выполняются одновременно неравенства: 


тг,х 


вв) о В 


Введем в рассмотрение ряд 


со 
Ф (11, О № —= Ф —= ь О. = 8». (ус; % (0) т 
$=0 


со 


ег 2} ре (5), -„» Уд (8) 5 8 (5—1), ..., И, = в 5, (3), -..» Уд, (8)? (11) 


8=1 


который мы записываем пока чисто формально, не заботясь об обоснова- 
нии сходимости. 

| На основании неравенств (2) п.2.2, где надо считать \ =; ($) 
((=1,...,й), можно подобрать подпоследовательность натуральных 
чисел” (51, $5 а) такую, что почти для всех (1,,..., 1) в смысле 
п-мерной меры имеет место равенство: 


ен, ооо (12) 
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Таким образом, равенство (12) выполняется на некотором множестве 
Е1 С В, таком, что п-мерная мера А,— Е равна нулю. 

С другой стороны, на основании неравенств (10), ряд (11) (при любых 
фиксированных 2т11,..., 2.) сходится в метрике ож функции ф и, 
таким образом (в смысле п-мерной меры), почти для всякой точки 


(х.,..., 2.) из последовательности {к} можно выделить соответствующую 
подпоследовательность {5} такую, что в этой точке 


Им о. 
мы (5) к) че У (3}.) Ф (13) 


Пусть Е, с В, есть множество, на котором имеет место равенство. 
(13). Очевидно, на пересечении ЕЁ = ЕЁ, множеств Е и Е, 


ле =У О., (14) 


т. е. почти всюду в смысле п-мерной меры. 
На основании (10), (11), (14), 


— с М 
4 
ве, кой < У т < = 
1 е; й 
в. 
(В 
какова бы ни была система значений т: о так акав 
горо при фиксированных та, ..., Хи есть целая функция степени 
$ 
2 относительно а то, на основании леммы п. 2.3, функция 
НЙ - 
Ге На», (М), где 
М < 5 (| в + М) (15) 
а 


и с‚ — константа, не зависящая от рядом стоящего множителя. 
Остается оценить |]| що, 


Из (14), в силу (10), следует: 


[>=] 
ету < [Фо [ею = У: [ет <1% [рт - с5М. (16) 
Ч а , 
Далее, на основании неравенств (1) и (2) п. 1.2, учитывая, что (4 по 
всем переменным 1; (Е =1,..., п) имеет степень единица, выводим: 
ЦВ АЕ <2[9% 1; С (1 =1,2,..., п). (17) 


Но, в силу неравенства (32%, 


| И | =| 8 бе ив) < с с (18) 
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Поэтому из (16), (17) и (18) следует, что 
"Лит $ в ии ыы Я + М). (19) 


Далее, из (15) следует, что 


М < ши И + М). (20) 
1<<п 
Таким образом доказано, что при 0: > 0(Е=1,..., п) функция ], как 
(Рт» =, Вт) ‚т 
функция от 21,..., Хи, принадлежит к классу На " (М) и при этом 


выполняются неравенства (19) и (20), где константы (‹ и с. не зависят 
от рядом стоящих множителей. 
2.5. Теорема 2.4 утверждает, в частности, при условиях, которые 


(Ту, --* Ти) 
в ней оговорены, что если функция ТЕНр,, „2 @ Тот, № 
бани би . 
Е Н """ ", где числа 0;(1=1,..., т) определяются равенствами (1) 
РВ 


Допустим теперь, что мы имеем еще пару чисел т: и 41, где т: — 
натуральное число, для которого 1 < т<т<пти 9<49.<®, и при 
этом выполняется неравенство: 


1 1 1 ль 
ее 


Тогда, в силу теоремы 12 работы автора (И), из того, что функция 


‚.... Р ) ое 
ЕН ”, следует также, что 6 На" “”""®, где 


’ * 
0; — 0, ее. 


Соответствующие подсчеты показывают, что если бы мы переходили 
от чисел п, г, р (1=1,..., п) к числам ту, о, а» ИХ 91, то мы приш- 
ли бы к тем же соотношениям (1) п. 2.4. 

Таким образом, свойство, которое утверждается в теореме п. 2.4, так 
же как и в случае нашей прежней теоремы [см. (М), стр. 270], носит 
транзитивный характер. 

2.6. Докажем, что при условиях 


1 Уно 12 ра ео (1) 


теорема п. 2.4 не может быть улучшена (в терминах, которые здесь 
употребляются). Именно, для любого числа р’, удовлетворяющего нера- 
венствам 1 «р: <р’<о, и любого натурального т, для которого 


1<т-<.»п, можно указать функцию У, принадлежащую к классу 
(ооотя)) р 
Нь,...р„,› Но не принадлежащую (ни при каких М) к классу 
(ет, ..., 4—1, Ф;-Ё =, О; р ..., Р ) 
Я ОИ: ”, где числа р (1=4,..., т) определяются ра- 
венствами (2) п. 2.4. 
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Легко видеть, что если нам удастся найти пример нужной функции 
/ при 4 =с и т=1, то, вследствие транзитивного свойства теоремы 
п. 2.4 (см. п. 2.5), эта функция может служить также нужным приме- 
ром и при других т, где 1 <т<п, ир’, для которых р; <р’< о. 

Итак, пусть заданы числа г; >0и р., удовлетворяющие неравенствам 
1 < р: < оо. Пусть, кроме того, имеет место неравенство (1). 

Зададим функцию / в виде ряда 


= (21, -.., 2) = Уф», (2) 
где Е. 
а и = 
И о | о ЕЕ (3) 
1 


я числа ^; определяются при помощи равенств: 


$ (4) 


В силу (1), числа ; положительны. 
На основании равенства 


о Ре рт 
(ерый 5 ееры 5 
В — оо 
1 1 
Е. 
имеет место соотношение 
и—1 со со А 
7-Я оке = 
им р хх и ` (1-2) 
о \ 1=19 
С А С с . 


т УЛ; 
ея 1 
и так как функция р. ф, есть целая функция степеней 2 


1 
ственно по х;, то отсюда и из леммы п. 2.3 следует, что 


соответ- 


(тт, --> Ки) 


о". 
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Условия теоремы п. 2.4 при р’= < и т=1 для рассматриваемых 
р: и г; соблюдены, так как в данном случае 


4 аа ат. 4 
и, следовательно, 
в =“, >0 


Таким образом, на основании теоремы п. 2.4, 


$ = (а, 0,40) = А 6082 ии = 
1 0 


Чи = Е. (2) ЕН. 


Но в нашей работе (1) (стр. 271) было доказано, что функция ЁР., (1} 
не принадлежит к классу ИН? при любом =>0 и, таким образом, 
определенная при помощи равенства (2) функция }/ может служить при- 
мером, подтверждающим высказанное в начале п. 2.6 утверждение. 

2.61. Приведенный в п. 2.6 пример‘ охватывает только те случаи, 
предусмотренные теоремой п.2.4, для которых дополнительно выпол- 
няются неравенства (1) п. 2.6. Более общий пример, охватывающий все 
случаи, можно построить также в виде ряда, подобного ряду (2), взяв 
в основу соответствующие результаты Т. И. Аманова (!), который в своей 
работе исчерпывающим образом дополнил недостающими примерами мою 
прежнюю, цитированную уже теорему 12 работы (11). 


$3 


(ть + Ти) > 
р,..р, Обозначает совокупность функций 
ь (тт, ---› Ти) 

/, каждая из которых принадлежит при некотором М к Нр,,.... ри (М), и 
пусть ЛМ; обозначает наименьшую константу М, при которой это имеет 
место. 


3.1. Будем считать, что Н 


Введем для всякой функции ЕН аи, норму * 


2, . Ри 
(т, ++. Тв) 
= тах М. 
(тт, ^* +) Ти) 


Множество функций Нр,,...ти С введенной нами нормой образует 
линейное нормированное полное пространство, т. е. пространство типа 
(В). Это утверждение можно доказать в общем аналогично тому, как 


это было сделано в нашей работе (15) ($ 4) для пространства Но нь 


Ту»... Г 
* Подобным образом можно ввести пространство т (С) функций, опреде- 
о - ) 
ленных на области СС Вп, которое будет линейным нормированным пространством: 
и для некоторых областей полным. 
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3.2. ТЕОРЕМА О КОМПАКТНОСТИ. Пусть задана последователь- 
ность {и} функций }„, удовлетворяющая условиям: 


о) а 


(рее Ки) (т, 
ПВ орьрь о. Пт т (1) 


где К — заданная константа. 
Тогда моэно выделить подпоследовательность тк} и такую функ- 
цию }, удовлетворяющую условиям (1), что, каковы бы ни были числа 


г, для которых 0<г,<т:@=14,..., п), и какова бы ни была ограни- 
ченная область а СВ», имеет место равенство: 


й 


` ‚ТГ 


( г) 
Пл | тк ызЕ ТД Е (& = 0. (2) 


Ру, ..„ р 


Эта теорема может быть доказана аналогично нашей теореме о ком- 


(о вы) 
пактности классов Ну" Зем: (@°)]: 


$4 


4.1. Чтобы применять теоремы, о которых выше шла речь, для функ- 
ций, определенных на какой-либо области (С, составляющей часть Аа, 
можно попытаться продолжить заданную на С функцию } на все про- 
<транство А„ так, чтобы продолженная функция оказалась принадлежа- 


Е НЕ ...» Ти) 
щей к тому или иному классу Нр,... т. 

‚Здесь мы только отметим следующий случай. Наряду с простран- 
ством А„ точек (51,...,Хт) определим еще его подпространство В’ 
почек (21... 2) и подпространетво Я” точек (инь. 2). Пуеть 


ас В’и С'с В” — области, ограниченные поверхностями, непрерывно 
дифференцируемыми соответственно 01 и 05 раз, и @=@ха" СВ есть 
топологическое произведение областей С’ и С”. На С определим функцию 
7 (51, ..., 2.), обладающую тем свойством, что она вместе со своими обоб- 
щенными частными производными вида 


7’ их 


интегрируема на С в степени р’ и, кроме того, она вместе со своими 
обобщенными частными производными вида 


" т 


90°} / 1 т 
та д ть ( > о 
0% О 2, т 


интегрируема на С в степени р”(1 < р’ < оо). 
а г 
Условимся, что определенные выше функции {] образуют класс 


И’ р" (с"”) функций. Положим 
Я 
ео ах Ур ИИ, оу + 
У © р" (@") р’ (6) р" (@) 


ыы р Я и (С) кл >, р у (С”) 


334 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


где суммы распространены соответственно на все частные производные 
порядка р’от ] то переменным 21,...,2ш И на все частные производ- 
ные порядка р” от ] по переменным Яша». - › Ям. 

р’, р" 

Функцию /, принадлежащую к классу и С можно продол- 
жить за С на А», так, что продолженная функция 7 будет принадлежать. 
(е', ©”) к ь 
к классу И’р’ (вт), р" (Вит) › будет равна нулю вне некоторого п-мерного- 
шара и будет выполняться неравенство: 


(р’, ГУН(Р”, ”) 
| 7 | р’ Е, 2" (Ви— и 7 р 6). 2 


где с— константа, не зависящая от рядом стоящего множителя. При 
этом если функция ] была ограничена на С константой (К, то продол- 
женная функция будет ограничена константой сА, где с не зависит от К. 
Доказательства этого утверждения мы 'не будем приводить, так как 
оно представляет собой небольшое усложнение доказательства теоремы. 
о продолжении классов И’? (0) [ем. (13), (14), (1), (?)]. 
Нетрудно видеть, что 
и”, ©") [ = ра .-., Та) 
р’ (Вт), 2” (Еи—т) Фу» +=, Эа ? 
где 
а 


6 = 7: = *-**= Гю, 0” —= Гида =***== Ги; 
и при этом выполняется неравенство: 


ито) |7 к. ‚Р”) 
ав ж И Вт, Вит 


[у |. 


’ 


где с. — константа, не зависящая от рядом стоящего множителя. 

Подобные факты, конечно, имеют место в случае, когда область (` 
есть топологическое произведение не двух, а нескольких областей. 

4.2. Рассмотрим еще один простейший пример. Пусть множество @ 
состоит из функций ], определенных на параллелепипеде С = {а; < х; < 
и, ограниченных на нем и таких, что для них выпол- 
няется неравенство (1) п. 1.1. Так как С есть топологическое произве- 
дение отрезков [а;, 6;|, то на основании сказанного выше можно 
утверждать, что функции / Е < можно продолжить на А» так, что про- 
долженные функции ] будут удовлетворять неравенству 


ИТ + Уна, < МЬ а 
о В. 4=1 


где М, — константа. т видеть, что функции / будут принадлежать 


Ю Ти) 
также пространству вое [см. (1), лемма 3], и их нормы, в смысле 


этого пространства, будут ограниченными: 


У «м, 


п 
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Допустим теперь, что выполняется неравенство 


т 


рее 


Применим теорему п.2.4, полагая 4 = с. Имеем: 


Таким образом, 


0 от) 


и условия теоремы п.2.4 соблюдаются. Поэтому можно утверждать, что 
функции /, продолжающие функции / множества ©, принадлежат классу 


(21, ++ -› Ри) 
р и при этом 


= (91, .-., Р ) (7, .. „Г ) 
УСЫ |. РА И. 
со Ру» -*› Ри 
Это означает, в частности, что © есть ограниченное и равностепенно, 


непрерывное множество. 


(т, 9 Тр) 

4.3. Отметим, наконец, что можно рассматривать классы ие р Ш®- 
Е 

риодических (периода 2т) по каждой переменной 1; (1=1,..., п) функ- 


ций, где нормы функции исчисляются по периоду. Для этих классов. 

можно получить полную теорию, аналогичную изложенной нами для 
(7, ..., Тп) =: = 

классов Нр,, ..р„. Роль целых функций конечной степени здесь будут 

играть тригонометрические полиномы Т,,..,»„ порядков у соответственно 


> У 
по 2, ((=1,..., п). В частности, в теореме о компактности в равенстве 
НА считать С = {О ж 2=.-. т 

Поступило 
У 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 337—354 


В. К. ДЗЯДЫК 


О ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ ОБЫКНОВЕННЫМИ 
МНОГОЧЛЕНАМИ НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ 
ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе вводятся в рассмотрение некоторые ядра О, (1), при помощи 
которых указывается способ построения для каждой непрерывной функ- 
ции, заданной на сегменте [а, 6], последовательностей многочленов, по- 
зволяющих осуществить дальнейшее исследование в направлении, впервые 
указанном С. М. Никольским (7) и затем развитом в работах А. Ф. Ти- 
мана (8), (3) и автора (“). 


Цель работы: 
1) дать конструктивную характеристику квазигладких и гладких 


функций, 
2) дать простое доказательство теоремы А. Ф. Тимана [см. (3)], 


3) дать простое доказательство теоремы Вейерштрасса. 


$ 1. Определение и простейшие свойства ядер Да» (5х) 


Целый ряд результатов, касающихся приближения непрерывных функ- 
ций / (2), заданных на сегменте [а, 6] (соответственно на периоде [0,2 «]), 
при помощи обыкновенных (соответственно тригонометрических) много- 
членов, получен путем использования того факта, что 

1. Функция 


Ь—х 


Е (в) = \/() 0, 4—д = \ 2+0, (@) а 


а а—х 


2п 
(соответственно Ри (5х) = \ 1 (2 -- 8) О» (1) 41) при подходящем выборе ядра 


0 
О» (#) хорошо приближает в метрике С всякую непрерывную функцию 


71(х) (в периодическом случае это верно при условии, что 1 (2) = 1 (0)). 

2. Если О» (1) есть многочлен (обыкновенный или тригонометрическии), 
то и Е, (2) также является многочленом. Поэтому тот или иной выбор 
последовательности «многочленных» ядер {0)„(1)} ставит в соответ- 
ствие заданной функции / (2) ту или иную последовательность много- 
членов РЁ’ (5). 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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В периодическом случае довольно хорошо исследована, в частности, 


последовательность ядер вида 


Е 
№ 1 эй го 
Ювх (&) = =- й ) ЕЕ (— со, со), (1.1) 
Упк Ш --- 
2 
где А — фиксированное целое число > 1, 
Ч. и 2 
тк = \ о Рю ПИ 
чо Л > 


Нас будут интересовать следующие свойства этих ядер 
„к (ЕЁ) является четным положительным тригонометрическим 


а) ядро О 
полиномом порядка А (п —1) и, таким образом, есть сумма вида 


Е (п 1) Е (п-1) 
У аи совй = У аи сои; (*) 
}=0 1=0 
п п 
п [этп >. ы. ох 2 
ой ие эп пи зи ли \2* 
Ь) ук = \ Е а-4 (9 а +4 (р) Чи = 
—п п р) 0 т 
п 
=0 (п2®—1), 1.2) 


причем через А = О (<) [А = А (®)] мы условимся обозначать тот факт, 
что при всех « («< Ах С.х, где С; и С, — положительные постоянные, 
т. е. что А =О\(“) ив то же время А -0(«); 
с) при всяком фиксированном 6, удовлетворяющем условию 0 << т, 


п № 7 ( т” 2к , : 
Бик (ва = = а. Е | $ 
пк =: эт 5 т \$2А—1 г. ь ( ) 


п и ы т 
ул Й п стл А 
9) \ бы (да =1, = \Б Вик (а т \( г. Е ЧЕ = 
он 0 то 


9 : 
2 


т . у - 
= бы) =0(+), о (1.4) 
Упк \п 
Пользуясь этими фактами, введем в рассмотрение при данном фикси- 
п=1,2.0,%... зов 


рованном целом А >. 1 ядра Д»х (2), 


й 


а 2к м 
Феи ое ик 


тк а ЕЕ 
зш -_ атс с0з (1 >.) 
где 
1 [911 ей п агс соз (1 ве >) 2 
У = 2 2 
пк Бы р ах, 
—1 \ Я агс соз (1 — = 
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и докажем, что эти ядра при всех 56 [— 2, 2] являются обычными 
Е обладающими свойствами, аналогичными свойствам ядер 

Ох (1) в промежутке [— л, я]. Действительно: 

а) ядро О» (2) при всех я [- 2, У? получается из ядра Ри (в) 
при помощи замены в (+) с03Ё на И потому является четным 


2 
положительным многочленом степени 2 (п — 1); 


›2 —_д 
Ь) в силу подстановки 1 — ®_ =с08, д = У2(1— воз) =2 эт о 


2 
2 
а и 
й 2 г 
Тик т (1 т фея 

ты $ = агс к 

2 

3 зш-5- 2К 

=2 \ т | с05-> 4 — О = |) 


У? : т из 2% Л Е 
\ их (2) = — \ Г | | и со а Оз) | (4.3’) 
8 атс соз | 5) о 


ибо 


92 а 
агс с0$ (1 — --) 20; 


№ 
4) \ Вин» (2) 4 =1, 
ый! 


У? С о а ] 
: й 
| Эк (2) |2) ах и - \( - | 21 5: 608 5-4 = = 0(-=) (1.4’) 
И 0 ОХ 
при всех &, удовлетворяющих условию 0 1< 2—2. 
е) Так как 


и 


те. я 2 1 гс с0$ ее 
ча у пагоооз (1 — — созпа 5 


2 
2 = 22 5) 
эт С агс с0$ (1 — =) 1 — соз агс со$ (1 5 


то мы видим, что многочлены 
К 
у (5) ты Унд (1) 


выражаются через многочлены Чебышева Г» (2) = с0$ п агс с08% по фор- 


муле: 
1 т, (1 га а) 
[У,кЭ К ге 5: = Уи. (1) =2 НЙ , (1.5) 


|) учитывая теперь, что при каждом п =1,2,.. 


о Г, . ©, 
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получаем: 


1—2(1-— 5) т 5) +7, ,(1-5) 


а (2) =2 А ака: а око 


2 
211 — Ти, (| ==] 1 — Ти (1 а 
и эй 2 От тСкбАКЬ ся 
+ 2Т— у -- =) = абы, 1 (@) аб ь 1 (® + 


+2 Е == 5 а ыы @ ааа" 
ЛЕ В 1 (2 2. 


Отсюда видно, что для определения многочленов 1,,0„,(1) имеет 
место следующее рекуррентное соотношение: 


Е РОЯ ЗАРЕ И ВИ С. 
И так как в силу (1.1') и (1.5) легко видеть, что 
у 11 (2) =1, а (2) = — 2-4, 
то, пользуясь (1.6), находим: 


з10з1 (2) = 2 — 62-9, у1)а: ($) = — 28 + 81 — 207 + 16 
ит, д. 

Из этих свойств особенно ценным для нас (как это будет видно в 
дальнейшем) является свойство 4). Именно этим свойством ядра Дих (5) 
отличаются от ядер Ландау О; (5х): 

Е ей да)" — (1 — 27)" 
о446, 1 
(1 — 22)" ах 
—1 
[см. (3), стр. 206 или (*), стр. 113—114], для которых, как это легко 
проверить, 
1 
: а 
оне = [ут |. 
Благодаря этому же свойству, использование многочленов Дик (2) в ка- 
честве ядер дает возможность почти автоматически перенести большинство 
результатов аппроксимативного характера, известных для сумм Фейера, 
на приближение функций обыкновенными многочленами, построенными 
исходя из ядер Пк (2). Остальные свойства ядер Дик (2) дают возмож- 


ность получить, исходя из них, большинство результатов, имеющихся 
в книге (?) (стр. 113—124). 


$ 2. О конструктивной характеристике квазигладких и гладких 
функций 
10, Непрерывная функция ] (2), заданная на сегменте [а, 6], называется 
квазигладкой на этом сегменте, если для всех х6 (а,6) ий>0 таких, 
что х— пи х-- РЕ[а, 6], имеет место неравенство 


2)| = |1@+® —2/(®) +1@—1) |< КЬ, (2.1) 
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где А — постоянная. Так как величина А!) (+) не изменяется, если к } (5) 
прибавить (или вычесть) какую-нибудь линейную функцию, то при изу- 
чении квазигладких функций достаточно ограничиться функциями, кото- 
рые в конце промежутка [а, 6] принимают значения, равные нулю: / (а) = 
—=/ (6) =0. Кроме того, не уменьшая общности, можно ограничиться 
случаем, когда а=0,6 =1. 

2°. Известно [см., например, (!), стр. 180—183], что функция 


со 
- 1 
Е к 
2.(2) = № — сов (аа) 
К=1 
при целом нечетном а >1 является квазигладкой и в то ‘же время не 
принадлежит классу Шр 1. Так как эта функция является довольно 
сложной (функция 2 (1), как известно, не имеет производной ни при одном 
значении 2), то мы приведем здесь другой пример часто встречающейся 
простейшей квазигладкой функции, не принадлежащей классу ТАр 1. 
Таким примером является функция 


У РР 2, если хЕ (0, 14], 


0 , если х=0. 


Действительно, если х@ (0, 1) и ^>>0 взято так, что точки х—й и 


т АЕ [0, 1], то тогда 


х 


| (#- 1) — 2% (2) +«(=—1)|=|\ №1) —« (0) @ 


х—№ 


во, — == . РЕ. > 
1 ШИ 4 | в 4 | < 


п и | = + ета, = 


В 


= 2 1 (21) — 2 шй = (ш4).А, 
|“ (х -- 1) — 2х (1) + «(5—№)|< К.Л, 


где К = ш4. Постоянная |ш 4 является здесь, очевидно, точной. Отметим 
в связи с этим, что исследование асимптотических значений наилучших 
приближений функций вида 2°штх (5 >0, т>0) имеется в работе 
И. И. Ибрагимова (5). 

30. В дальнейшем нам потребуются следующие леммы. 

ЛЕММА 1. Если функция } (1), заданная в промежутке [0, 1], является 
квазигладкой и удовлетворяет условию } (0) = 1 (1) =0, то она останется 
квазигладкой и после нечетного продолжения на сегмент [— 1,1]. 

Доказательство леммы 1 было дано А. Ф. Тиманом и автором в ра- 
боте (1:5). Мы приведем здесь иное, совершенно простое доказательство. 

В самом деле, пусть функция /(1) удовлетворяет на [0,1] условию 
(2.1) и пусть 
И, 1 если 610.1]; 


чт Я если хе [— 1, 0]. 
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Тогда в единственно интересном случае, когда не все три точки х— В, 
ти т) попадают на сегмент [0, 1] (или на [-—1,0]), например, 
когда х и х-+#Е[ 0,1], а х— #6 [—1,0) (в этом случае, очевидно, 
х< 1), получим: 


№ (2) =Е(е- 1) —2Е (2) + Р(&—п) = (а) —2/ (2) —/(#—2) = 
= а --в) — 27%) 18-2 [1в—®-— 2/ (5) +18] + 


+2 [7% —2/(5)+10)]. 


Отсюда и следует, что при всех 26 (—1,1) и всех #>0 таких, что 
х— ри хх йЕ[— 1,1], имеем: 


[4 (4) |< К(=+2 2—5 +22) < ВЮ-^. 


Этим лемма 1 доказана. 
ЛЕММА 2. При каждом целом г 20 существует единственная пара 
многочленов то (т) и 1 (2) степени < 2г -- 1 вида 


мо (2) = 2" (ад -- ат... а, -а,), (2.2) 
т! (5) = (1 — 2)" М (бухт -- бд +... 6,12 6,) (2.2) 
таких, что 
(м) Еще =еТ. (2.3) 
Действительно, приравнивая нулю коэффициенты при 2), 11, 2°,..., 2 


в тождестве 
п: (2) | п: (2) —1 = (1 — Ск -- Са — Сена... 
А 
ян (ат ++ аа... ат а,) —1==0, (**) 


получим следующую систему из г--1 уравнений для определения коэф- 
фициентов 6х, 6:, 65,...,6, 1, 6,: 


р, == . 
Онеа О =0, 
ВЕ и ИЯ 61 я В, —- 0, 


С, бы О 
Так как детерминант этой системы равен 


Ы 
29 а о 
то эта система всегда совместна. Определив из нее значения ни 


.... 0,1, 9, и подетавив их в тождество (**), без труда найдем значения 
“5, @1, @>,... ‚ Ят-1, @л. 
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Лемма 2 полностью доказана. 
Замечание. Сам факт существования многочленов 


Р: (2) = аа” + ааа-т Е... -- @г—15 -[ а, 
и 


Руж е театаы- 5 а, 
таких, что 
я Р, (2) 1—2)" Р, я ==) 


вытекает из того обстоятельства, что многочлены "Ни (1 — ж)" яв- 
ляются взаимно простыми [ем. (1), стр. 180—181]. 

4°. ТЕОРЕМА 1. * Пусть на сегменте [а,6] задана функция ] (5), 
имеющая т-ю (т — целое >.0) производную #7"), являющуюся квази- 
гладкой: 


177 (#- *) — 27°? (2) + 1? (#—1) «К, #>0, 
#— А 2-Е ВЕ[О, 1], К = с0и36. (2.4) 
Тогда для этой функции при каждом п=1,2,3,... можно построить 


обыкновенный многочлен Р„(х) степени не выше п такой, что при каж- 
дом $6 [а, 6] будет иметь место неравенство: 


7 — 2.) < 2 (Уб-Яв-9+1) (2.5) 


где С — постоянная, которая зависит от К,г и длины сегмента [а, В], 
но не зависит от п **. 

Доказательство. Ограничимся случаем, когда функция }(57) 
задана в промежутке [0, 1], и будем считать, что ] (0) = (1) =0. Доказа- 
тельство проведем по индукции. 

Пусть г 0, т. ©. Пусть 


И@е+ь—2/@ +1а—1) < Ки. (2.4) 
Введем вспомогательную функцию 
8 (2) =71(1 —2). (2.6) 


* Эта теорема служит обобщением на квазигладкие функции результатов, полу- 
ченных для функций класса Гар 1 С. М. Никольским [см. (7), стр. 309] и А. Ф. Тима- 
ном (см. теорему 4). 

** Замечание при корректуре. После того как настоящая работа была 
сдана в печать, мною было обнаружено, что при помощи проводимых в этом пара- 
графе рассуждений можно доказать, что имеет место следующая более общая 

Теорема 41’. Если функция ](х), заданная на сегменте [а, 6], имеет. там г-ю 
{г — целое 0) непрерывную производную Дт) (=), то для этой функции при любом 
п=1,2,... можно построить обыкновенный многочлен Р„ (=) степени не выше п такой, 
что при каждом х 6 [а, 6] будет иметь место неравенство 


м «ШВ о @ф&а Е 
17 фр, < © (УЗ=я6=9++) Е О ЕСЕВЕ а (=), 
(2.5') 
где «Г (й) — модуль гладкости производной ДЖ") (2): 


я (г) 

оо) = зар 1) —2/9 (ВЕ) + Оо), а, 6, Ц. 
[х:— х: |< 

Эта теорема, очевидно, усиливает доказываемую ниже теорему 5 А. Ф. Тимана. 
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Эта функция, очевидно, тоже будет квазигладкой на [0, 1]. Продолжим 
после этого, пользуясь леммой 1, каждую из функций ] (1) и ©(5) вправо 
от точки х=1 на сегмент [0, 4] так, чтобы вновь полученные функции 
были тоже квазигладкими. Продолженные функции будем по-прежнему 
обозначать через / (52) и (51) и будем считать, что они на [0, 4] удовлет- 
воряют условию (2.4’) с константой К =1 (от этого мы, очевидно, ничего 


в общности не потеряем). 
Отправляясь от функции } (5), построим р вспомогательные функции: 
1 


(2) = \ (2? + 902) Рьк (и) аа = 2 \ У (а? + 92) нь (и) Чи 


да 
З 


9 = (+) Ри) 42 1 (22 + 53?) Ри (и) аи, 


где А — какое-нибудь фиксированное число >. 2. Кроме того, построим 
два четных многочлена Р, (27°) и Р. (12°) степени < 24 (п — 1): 
2 
Р1 (7) = 5 \ 7 (и?) [2 ([ ==) - Вх (==) и = 


—2 


+= = 
ы З 
= 5 \ 7[(5 — 3и)?] ик (и) 4и + = \ 1[(2 — 3и)?] Рик (и) аа = 
ЕЕ —2—х 
3 г 


—_ {Це + Зи] - 71(е — в) } Ри (и) аи + 0 (=) 


И 
РР) = 197 и [2 (УЗ) + р (УЗ) аи = 
(2-х) Га Е 
= 5 \ [= И и) Дик (и)аи 
(анк 
@—=) |: 6 
+2 2) | рыба = 
(2-ю 2 


ее) Де рифа +055). 


Тогда, учитывая, что вследствие (1.4’), 
1 


1) = | 7 (49) Ри (в) аи, 


= 
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мы, в силу (1.3’) и (1.4), получим: 


7) — $2 +э(®|= 


А еле 


сти 
3 


1 г 
+\ 7 (22) ик (и) аи и. — и? Пик (и) аи + 


+ 21 (4?) \ Рик (и) аи = 0(=) а 0(==) Е 0(=). (2.7 
2) |— (2) + Б, (4) |= 
= | [7 (2? -- бхи -- 9и?) — 27 (17? - 9и?) - }(4? — бхи -Е 9и?)] Рик (и) ав 


п 72 


в 
< 6х и) ик (и) а +0 (=) =0(=+ =), (2.8 
0 


3) о + Ре = | { [7+3 УЗ + и?) — 27 (42) + 


+/(#— ЗУ2 хи т] Рьк (и) @и + 0(- ых ==) < 
33+ | вв Фил (п) Чи + 0 (=) =0 (= +=). (2.9 


Вследствие неравенств (2.7), (2.8) и (2.9), имеем: 
| (42°) — 2Р, (4?) + Р, (2) | <|1 (4?) — 2$ (®) +э@®) [+24 (®) — РФ) + 
+1-— (2) + 2, (8) |< 0(%)+0(2 +) (2+), 


где Г, — постоянная. Поэтому, обозначая через Р, (12°) многочлен степени 
<2А(п— 1), 
р; (а?) = 22. (2) — 21 (2 


для всех х6[0, 1] будем иметь: 


|7) — РА <= (У=т+ +»). (2.10) 


Аналогично найдем для функции 8(2) [см. (2.6)] некоторый многочлен 
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Р,(х) степени < 2% (п — 1) такой, что при всех 2610, 1] 


«@— 2.21 <“ (У=+-) 


и, следовательно, 
у: й ати: 1 / 
7) — 2. —8) | =18@ 9 — 1—2) <(УТ-=+ 5). (2.10) 


Поэтому, обозначая через Р (5) многочлен степени не выше К(п— 1) -- 


1 < АР = И:, 
Р(2) = (1—2) Р, (2) + =Р. (1—2), 


для всех х6[0, 1], в силу (2.10) и (2.10’), будем иметь: 
| (2) —Р (2) |< (1—2)[7 (®) —Р, (2) | + #17 (2) —Р:(1—2 |< 


а 
п 


аут =+=] <, (Уги-9 +), 


где С — постоянная. Этим теорема для случая г = 0 доказана. 

П. Пусть теорема верна при Е =г—1 и пусть функция ](2) имеет 
‘на сегменте [0,1] г-ю производную /“”) (5), удовлетворяющую при всех 
6(0, 1) ий>>0 таких, что х—й и х-- #Е[0, 1], условию: 


<=а-эуИ=+ 


| 71) (2 #) — 2 (2) + 2 (5—1)| < КВ (К = с0пз0). (2.11) 


Продолжим функцию ] (2) на сегмент [0, 4] так, чтобы ее т-я производ- 
‘ная /‘” (5) осталась квазигладкой. Для определенности будем считать, 
что функция ]/ (2) имеет в каждой точке сегмента [0, 4] г-ю производную, 
удовлетворяющую (при всех хЕ (0,4) и #0 таких, для которых х—й 
и 1 6[0,4]) условию (2.11) с константой А, равной единице. 

Тогда, в силу предполагаемой справедливости теоремы для случая 
г =^—1, при каждом натуральном п существует многочлен Р, (5) сте- 
шени < ип такой, что для всех Е [0, 1] 


ФР, 915 (Уза-э+- < РУз), (2.42) 


п. 
где С — постоянная. Полагая 


х 


Т, (2) = \Р, (2) 4, },(®)=/®-—У, (а) (2.13) 


0 


и, зафиксировав какое-нибудь А г- 2, образуем четный многочлен 
Ро (1?) степени < 24 (п — 1): 


1 


Ро (12) —-5- | (4?) [РЕ Ри (А и — 
2+х >. 2 
1 : 1 т 
=> \ Ле дав \ ре За) О, (а) аи. 
= —2—% 


3 Е: 
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“Гогда, учитывая, что 
1 


Л (27) = | л 69) Ри (и) аи, 


т 


з силу формулы конечных приращений и соотношений (2.12) и (2.13), 
чюлучим для всех Е [0, р 


1Р, (@?) — 1 о] АК (2 Зи) — } нь (и) аи Е 


2+х 
З 

=} Ка 34 ав) рньдаи- 0-5) | < 
ЕЕ 


= 6 бхи -- Эи?) (зе) Дик (и) те, ==). 
:0 


Принимая во внимание, что при произвольных а > 0, 6 > 0 и $ > 0 имеет 
место неравенство 


(+5) 2 (%#-+5°), (2.14) 


мы, в силу (1.4’) и (2.13), найдем, что при всех Е [0,1] 


1 
ТВ, (#2) — [7 (22) — У.) < (ба + 9и?) (27 + 3’ =) Бьк (и) аи + 
0 


тиЕ : 
1 Де 5) д 1 М Ато 
ин = < тг 2 я п’ 2—1 ее к г иг (2 т = 1 
ие. и 1—0, 1,2...7-- 1) поетоянные, 
Поэтому, обозначая через Р, (1) многочлен степени < А (п — 1), 
Р‚ (=) = Ро (2) + И» (2), 


при всех х6[0,1] будем иметь: 


|7(®) — РФ < -н(И2+-,) ^. (2.15) 


Полагая после этого (аналогично случаю Г) 8 (1) =] (1 —2), мы сможем 
найти некоторый многочлен Р, (5) степени < (п — 1) такой, что 


89 — Р-н (Уё+-.) 


и, следовательно, 


И®ф-Р аз) =ва-д-ра-я ==)”. 
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Поэтому, обозначая через Р (5) многочлен степени < Аи - г = пт, 
Р(2) = Р (а) = (а) + Р1 (Е — 2) п (2), 


где л° (2) и т! (2) — многочлены (степени < 2-1), удовлетворяющие: 
условиям леммы 2, мы, в силу (2.2), (2.2’) и (2.3), при всех хе [9,1} 
будем иметь: 


1(2) —Р(=)| = |1 (2) [* (2) + =1(2)] — Р (2) < |8 (2) [|7 (#) — Р: (1 — 2) | + 


+ ФУ) — РФ < ЕН #+ та 
1 М: 


И (уа-э+-) 


где /., [1 и М, — некоторые постоянные. Таким образом, теорема 41 
имеет место и при {=г. Этим теорема 1 полностью доказана. 

5°. В работе (4) нами была доказана следующая теорема (сформули- 
рованная там на стр. 640 для случая а = —1, В =1): 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы функция }(х), заданная в промежутке 
[а, 6], имела при некотором целом неотрицательном т производную т-го- 
порядка }“) (+), являющуюся квазигладкой, достаточно, чтобы для каж- 
д0го п =1,2,3,... нашелся многочл?н Р,(1) степени не выше п такой, 
чтобы для всех 16 [а,6] выполнялось неравенство 


769 — (в) < Уве”, 


где С — постоянная, не зависящая от п. 

Из этой теоремы и теоремы 1 вытекает следующая основная в этом 
параграфе теорема 3, дающая конструктивную характеристику функций, 
имеющих квазигладкую 7-ю производную. 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы функция ](1), заданная на сегменте 
[а,6], имела при некотором целом неотрицательном г(т = 0,1,2,.. „.) 
квазигладкую производную т-го порядка }) (2), необходимо и достаточно, 
чтобы для каждого натурального п нашелся обыкновенный многочлен Р„ (2) 


степени не выше п такой, чтобы при всех т [а,6] выполнялось неравен- 
ство 


|7) — РУ 96 ==) +=], (2.16) 


где С — постоянная, не зависящая ни от х, ни от п. 

6°. Пользуясь теоремой 2 и рассуждениями, проведенными при дока- 
зательстве теоремы 1 [см., в частности, неравенства (2.7), (2.8) и (2.9)], 
легко видеть, что имеет место также следующая 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы функция 71(т), заданная на сегменте 
[4,6], имела при некотором целом неотрицательном ВР О, 
гладкую производную т-го порядка ]“) (1), необходимо и достаточно, что- 
бы для каждого натурального п нашелся обыкновенный многочлен Ра 
степени не выше п такой, чтобы при всех х В [а,6] выполнялось условие. 


9 — Рон Ува. 2.165 
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$ 3. Теорема А. Ф. Тимана* 


В этом параграфе мы применим многочлены, которые можно построить 
для непрерывной функции ] (5) при помощи ядер 2х (2), для доказатель- 
«тва теоремы А. Ф. Тимана, которая существенно усиливает теорему 
Джексона о наилучшем приближении кепрерывных функций многочлена- 
ми на конечном отрезке вещественной оси. 

ТЕОРЕМА 5 [А. Ф. Тиман (?)]. Если функция 1(х), заданная на 
сегменте [а,6], имеет там т-ю (т — целое >. 0) непрерывную производную 
4”) (=), то для этой функции при любом п=1,2,... можно построить 
обыкновенный многочлен Р„(х) степени не выше п такой, что при каждом 
4 6 [4,6] будет иметь место неравенство: 


С ТЕ ЕЕ 1 № 
|7) — 2.8) <-- (Ув-96=Э+--) 
ДУЕАВЕ.+=(1) вы 
А п $ п? , я 
202 «,(#) — модуль непрерывности производной } (т): 
о, (и) = овир |) вы Ва, В] (3.2) 


Доказательство. Ограничимся случаем, когда функция /(5) за- 
дана на сегменте [0,1]. 
Г. Пусть г = 0. В этом случае 


© (й) = и зир - 17 (15) —7(21)|, 2,26 10,1], 


хх: | < 
ЧТродолжим функцию /(5) на сегмент [0,4], положив 


и. если ре. В 


а И если х@ [1,4], и 


и зафиксировав какое-нибудь натуральгое А >2, образуем четный мно- 
гочлен Р, (2?) степени < 2 (п— 1): 


1 


Роб) = | (и?) [Вит Вы ("аи = 


р. 
—1 
2-х СЕ. 
— ты 
= Е \ ф [(д — 3и)?] Рик (и) аи + 5- \ ф [(® - 3и)?] Рьк (и) аи. 
—2-х а 
РУ з 


Тогда, учитывая, что при 26 [0,1] 
№ 
(ал) = в (а?) = | 9 (27) Ри (в) аи, 
==1 й 
* См. сноску** на стр. 343. 
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для всех хе [0,1] получим: 
ТВ 
Рь (2) — 1) => {+ 38) — 9 (2*)} Вы (в) Чи 


5 | {92 — Зи) 9 (42)} Ри (и) ди — 


+ \ = \ -- ну Ф (1?) Рик (и) аа} ь 


Так как каждый из интегралов в фигурных скобках, в силу (1,35'), равен 


1 
величине порядка 2—1, то 


1 


|У/(ая) — Ро (т) | < \ в (би + 942) нк (и) аи -- 0 (55) < 


вн) Ч За (и?)] их (и) 0 (= :: ==), 


причем «() обозначает модуль непрерывности функции ©(7), а следова- 
тельно, и модуль непрерывности функции ](7), ибо при «6 [0,1] модули 
непрерывности функций ] (5) ио(5т), в силу (3.3), совпадают 

Принимая во внимание, что при всяком «>00 


5) =о(--й) < (ЧЕ) (1) (3.4) 


и что, таким образом, 


© (хи) < (ип | 1)® (= 


‚5 (и) < т +1) (1) 


мы, учитывая (1.4’), получим: 
|1 (2?) — Р, (47) [< 12 Се + 1) Рик (и) аи + 
-- во (1) п? + 1) Рик (и) аа + О (. )< И Ё (=) {о (-=)] 


0 


(К =<0п5Ь) 


и, значит, 


1) — В. < Кь5 (=) +5 (+). (3.5) 


Аналогично, полагая 


8(2) =]/(1—2), #610,1|, 
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найдем некоторый многочлен Р, (2) степени < 2А (п— 1) такой, что 


|8 (2) — Р, (2) |= |1 4—2) — Р, (2) |< ‚К: (и р. 5 


(= й 


и, следовательно, 
а (3.5') 
Поэтому, обозначив через Р(5) многочлен степени <А(п—1) 1 =, 
Р (2) = (1 — 2) Ро (2)  =Р; (1 — 2), 
мы, принимая во внимавие (3.4), (3.5) и (3,5), получим: 


|7 (2) —Р (2)| < (1 — 2) |7 (2) — Р.(2)| —=|/ (®) — Р,(1—2)|< 
< 


«Киа е (9) +5 (1) + ке (ТВ +5 (1 


«+4 


т 


где К — постоянная. Этим теорема для случая г = 0 доказана. 

П. Пуеть теорема верна при { =г — 1, и пусть функция] (1) имеет на 
сегменте [0,1] г-ю производную /“” (5) с модулем непрерывности в», (й)- 
Продолжим функцию ](1) на сегмент [0,4], положив 


7 (=), ЕО. 1. 


Ф (2) = а ы ей 
о 


и 

Так как функция $(5) имеет на сегменте [0,4] непрерывные произ- 
водные до г-го порядка и при этом модуль непрерывности ее г-й произ- 
водной $“7) (2) будет при #6[0,1] совпадать © модулем непрерывности 
‹,(й) функции /“) (1), то, в силу предполагаемой справедливости теоремы 


для случая Е=г— 1, существует многочлен Р„(1) степени < и такой, 
что 


|Ф' (2) — Р, (2) |< и (и 2—2) о Ё =. = 


+, (=) < = ( (Уз+ В [о ( Г +=» (5), ве 


где С — постоянная. Положим после этого 


У, (2) = \Р, (2) 42, (а) =э@®) — У» (@) (3.8) 
0 
и, зафиксировав какое-нибудь Аг - 2, образуем четный многочлен 


Р, (1?) степени < 2% (п— 1): 


— 
Ро) = 1 } в е+ Зы) Рида + \ фи (= — Зи)? ДР, (и) Чи. 
= ©. 
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"Гогда аналогично случаю 1, в силу формулы конечных приращении и 
соотношений (3.8) и (3.7), получим: 


ГР) — | =|-5_ 1. {9 (2 + 3и)] — 91 (47)} Рьх (и) Чи + 


© 


УС | 
+ \ фе за — а ры даа + 0 (5) |< 
ЕН 
з 


1 

<2\ ( (бхи -- 9и?). | $1 [(2-Е 30%)?] | Рик (и) ав + 0 (== 5«— ‚< 
о 
ОР 


= д -- Зи 

< с очное (зи "[в, (== )+ 
р 
\ 


— 


+, (| Рьк (и) и + 9 (=), 2610,1. 


Принимая во внимание неравенство (2.14) и соотношения (1.4), (3.8) и 
(3.6), найдем, что при всех 26 [0,1] 


|Рь (22°) — [/(2°) — И» (2?) | < 
2т-122"—2 (1 


«Е ино) + 


+- 3 (ип 1), (5 ;) Чо, (=) Рик (и) аи +0 (==) 
“Отсюда, в силу (1.4’), вытекает, что 


|7 (22) — [Ро (27°) + У» (®)| < 


«ео [+ (+ о(ы=)< 


п / 


М 1 6х $ 4 
п (Р-н (+) +4 (=), 
где С; (1=0,1,2,...,г) и М — постоянные. 
Поэтому, обозначая через Р.,(х) многочлен степени < А (п — 1), 


Руа = Р-Р, 


при всех х6[0,1] будем иметь: 


ие — раркат (Уз+--)' [ (22) + (№). — в 


'Полагая после этого 8 (2) =/(1 —2), мы сможем найти некоторый мно- 
‘гочлен Р,; (2) степени < А(п— 1) такой, что 


8 ры (Уечы, [6+ (52) (#)] 


п 


А 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ НА ОТРЕЗКЕ 353 


и, следовательно, 


7 


|7 (2) —Р, (1—2) |=|8(1—2)-— 2. (1—2) |< 
М Л У1—* 
ЗИ) [69+ 
Обозначая через Р(2) многочлен степени < ён т = п, 
Р(2) = Р, (2) = (@) + Р, (1 — 2) (2), 


где по (1) и п. (1) — многочлены степени < 27+ 1, удовлетворяющие усло- 
виям леммы 2, мы, в силу (2.2), (2.2) и (2.3), при всех х6[0,4] будем 
иметь: 


17 (2) —Р (2) | < [+ (2) [7 (2) — Р: (1 — 2) |+ | *# (2) |7 (®) — Р, (2) |< 
нить (+ 


роты] < 


п 
( 


| 


где Г„, Г. и М — некоторые постоянные. Этим теорема полностью дока- 


зана. 

В заключение этого параграфа отметим, что, как нами доказано в ра- 
боте (“), условие теоремы 5, выраженное неравенством (3.1), для случая, 
когда <, (й) = /*, является не только необходимым, но и достаточным для 
того, чтобы функция /(5) имела при всех х6[а,6] т-ю (г — целое >. 0) 
производную /” (2), принадлежащую классу Мрх(0<«< 1). 


$ 4. Теорема Вейерштрасса 


ТЕОРЕМА 6 (Вейерштрасс). Если функция ](5) определена и непре- 
рывна на сегменте [а,6], то для любого з`>0 существует такой много- 
член Р(х), что для всех значений х 6 [а,6] выполняется неравенство 


[7 (2) —Р (2) | <=. (4.1) 

Доказательство. Хотя эта теорема является следствием предыду- 
щей, мы дадим для нее специальное доказательство. Ограничимся случаем, 
когда функция / (2) задана на сегменте [—1.1]. Продолжим ее ва сегмент 


[—2,2], положив / (5) равной /(—1) влево от точки х = —1 и] (1) =1— 
вправо от точки 2 = 1. После этого выберем 6 =04(=) так, чтобы иметь: 


// / к = 
17 (2) —/(1)1 <>, 
если только |д”— |< 38, 5,5’ 6 [—2,2], и определим многочлен Р (2) 


по формуле: га 


Р(2) = 


Ра) Вы ( 5) Чи = \ (= + 3%) Ри (и) и. 


а 


3 Известия АН СССР, серия математическая, №3 
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Тогда, учитывая, что 


(2) = “7 @) р, (и) и, 


не 


при всех 6 [— 1,1], в силу (1.3’), получим: 


9—1 = | ИЗ) — ры +0 (5) < 


5 
< Уе+3)— 78| ры в) аа + 0 (5) < 


—5 


1 
<= | 2) 4+0 (5) < . + —з, 
— 


© 


|е 


если только п достаточно велико. Теорема полностью доказана. 


Поступило 
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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 
ФУНКЦИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ 
НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе дано усиление известной предельной теоремы С. Н. Берн- 
штейна для наилучших приближений дифференцируемых функций алгебраи- 
ческими многочленами на конечном отрезке вещественной оси. 


1. Обозначим через И’”М класс функций 1 (2), заданных на отрезке 
[—1,1] и имеющих на нем производную /“” (5) порядка т (” — целое), 
удовлетворяющую условию 


|7 (2) |< М. (1) 

Как показал С. Н. Бернштейн (*), при любом натуральном 7 (в случае 

г =1 этот результат был ранее получен С. М. Никольским [см. (3), тео- 

рема 2]) для всякой функции /(2) ИЭМ найдется последовательность 
многочленов 


Р. (1:2) = Ус (2) 


К=0 


таких, что в каждой точке д данного отрезка 


Пи ит >) (1) Е Ра (7 2) <М.К,, (3) 

где 
”) 4х ЕН 4 
Ви = п 2 Е з ( ) 


При этом константу А, в правой части неравенства (3) на всем классе 
М понизить нельзя. Для наилучших равномерных приближений Ё„ (7) 
функций (5) ЕИ’”М алгебраическими многочленами степени <п на 
[—41,1] справедливо предельное равенство 


Ци вор ИЕ» (7) = М.К, (5) 


пою УЕУ(М 


Аналогичное утверждение, как известно, имеет место и для функции, 
заданных на всей числовой оси, если рассматривать их равномерные при- 
ближения целыми трансцендентными функциями экспоненциального 


типа [см. (т), (°), (“)].- 


З* 
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В настоящей работе я хочу показать, что в случае приближений ал- 
гебраическими многочленами на конечном отрезке приведенное утвержде- 
ние С. Н. Бернштейна [неравенство (3)] при любом натуральном Г может 
быть усилено. Это усиление возникает, если вместо равномерных прибли- 
жений изучать приближение многочленами, учитывающее положение 
точки на рассматриваемом конечном отрезке. Такое приближение, как 
это следует из результатов, полученных в (8) и (%) [см. также (*)], с кон- 
структивной точки зрения для случая конечного отрезка является более 
естественным. 

2. Известно [см. (5)], что если ] (5) Е\”М, то существуют константа 
С,, зависящая только от т, и последовательность алгебраических много- 
членов Р„(2) = Р„(]/;5) степени < ип, удовлетворяющие для каждого 
хе[—1,1] неравенству 


оУчиЗо ие а даа ; 
|7 (2) — Р. (2) |< — (Ия + = (6) 
Отсюда вытекает, что 
Нши”|/ (2) — Р. (2) | < М.С, (Ут — 2). (7) 


п—>оо 


Следующее предложение при всех натуральных г дает решение задачи 
о наименьшем возможном значении константы С’, в неравенстве (7) и пред- 
ставляет собой усиление упомянутого результата С. Н. Бернштейна [случай 
г== 1 см. в работе {3)]. 

ТЕОРЕМА. Для любой функции } (1) ЕЙ’)М можно указать последо- 
вательность алгебраических многочленов (2), обладающих тем свойством, 
что в каждой точке хЕ [—1,1] 


ши” | (2) — Р, (2) | < М.К, (УТ). (8) 


Константу К, в правой части неравенства (8) на всем классе И®М 
понизить нельзя. 


Доказательство. Рассмотрим функцию оф (1) =] (с05#) и заметим, 
что если / (2) ЕИ’®М, то 


$” (0 =Ф, (0 + (—0 "зы" И” (и), (9) 
где и == с03Ё, ] 0) (и) = /^ (с05{), а периодическая функция Ф,(Ё) имеет 


ограниченную на всей числовой оси — со <{< со первую производную 
Пользуясь обозначениями 


@ == г \ 7 (с0$) 
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р АНЕНИНА 


мы можем написать, что при любом у 
ас 
=} РО и-уа 


—м 


и, следовательно, 
И т. / 
(сов у) = | РН (а Фе + а + 


7 
к 


ся с \ ро (Е) зш” (Е- у) 7 [оз (Е у)] 42. (10) 


Пусть 


м с05 ( —- — 
Пе о 
К=1 


ЕТ 


есть тригонометрический полином порядка ип, наименее уклоняющийся 


в метрике Г, (—х, =) от периодической функции О”) (1). Рассмотрим сумму 
п 


40 


Е | Ты (ОФ. @-+у + 


4)" 


п 


Пак 


О 


Тл, + (8) ва” (Е - У) 7 [воз (& + у) 4. (11) 
Нетрудно заметить, т функция Ф,() имеет вид 

о, (0) — У 0, © 9 (оз) 
в. к=1 


к 
д 1 

Ок, (В) = >, < с0з [м — > п). 
=0 


В силу этого, сумма (11) представляет собой некоторый четный три- 
гонометрический полином относительно у порядка «п. Этот полином 
можно представить в форме Р» (с03 у), где Р‚„ (5) — алгебраический мно- 
гочлен степени < и. Для разности между рассматриваемой функцией 
1 (2) и многочленом Р, (1) имеем неравенство: 


п 


[1 (059) — Р» (с059) | <=} 1 29 (0) — Ты (0) 1 ФЕ У) 14+ 


к 
—т 


чая \ ГО (В — ТР. (® Изш’-Ру) ТГ” [сов (Е у) |4. 
Если | Ф, (1 | <М,, то отсюда следует, что 
| 7 (608 у) — Рь (сов) | < = \ 1257 (0 — Г», (6) 1 эти (Е 9) | 4 + 


—п 


- о) — Ты (0 146. (12) 


- 
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Известно [см. (?), а также ('')], что 


о К, 
РТ = (13) 


Поэтому второй из интегралов в правой части (12) есть величина по- 


рядка 0 (==) „Для оценки первого из интегралов правой части (12) можно 
п 


воспользоваться следующей леммой [см. (7)]. 
ЛЕММА. Каково бы ни было => 0, 


п- © 


а п” \ ГТГ. - 0 = 0. (14) 


В силу этой леммы, для любого => 0 можно указать такое М (з), 
что при всех п > М (®) 


п 


п 
М = 
\ ТЕ. 
(2п) 
Следовательно, так как 


М |1 -т фига +у# < 


< [ту 1 РОТ, (0 14+ 


0 
*—1 


М ( т т ь 
НР 7-Х О ара, 
то, применяя формулу (13), найдем, что при всех п > М (=) 


У ГР — Ты, (О зе у) 14 < 


—% 


< М | эту|" 


м 


п 


К, ыы о. Я. 
п’ (п 1)’ и 

Таким образом, из неравенства (12) вытекает, что разность между 
функцией /(2) и алгебраическими многочленами Р, (2) = Р, (7; т) при 
|2| <Т ип> М (=) удовлетворяет неравенетву: 


п” | / (1) — Рь (2) | «МК, (УТ) "НК, Ме 2+ 0(-,-) 


Поэтому 
Ша и” | 7 (2) — Р‚ (1; 2) | < М.К, (УТ) НК, Меч», 


и так как з >0 произвольно, то отсюда следует справедливость теоремы. 
Го что константу К, в правой части неравенства (8) ва всем классе 
м - 

И’ М понизить нельзя, следует из упомянутой в п. 4 теоремы С. Н. Берн- 

штейна. 
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3. Сумма (11), приводящая в соответствие каждой функции / (2) Е ИМ 
последовательность многочленов Р,„ (2) = Р„(]; 4), определяет некоторый 
линейный метод приближения алгебраическими многочленами. Из дока- 
зательства теоремы видно, что этот процессе при любом натуральном г 
относится к числу асимптотически наилучших линейных методов при- 
ближения многочленами на классе И”“”М *. Его отличительной особен- 
ностью является то обстоятельство, что, осуществляя — асим- 
птотически наилучшее равномерное приближение на классах "М, 
он, кроме того (при любом натуральном 7), дает на этих клас- 
сах уклонение, распределение которого на рассматриваемом отрезке 


К; 
[-- 1,1] мажорируется (асимитотически при п-> со) функцией — АИ, 


т. е. которое при приближении к концам существенным т, умень- 
шается. 

Заметим, что из приведенного выше доказательства теоремы нетрудно 
усмотреть возможность построения целого ряда других асимптотически 
наилучших линейных методов приближения, обладающих тем же свой- 
ством. Можно было бы, например, в сумме (11) интеграл 


( 

=} Ты ОФ.@- у 
заменить интегралом я 

= 7. Ф (+4, 


где 
п с05 ( = =) 
Уз (2) = о к — “ . 
К —1 
Тогда мы получили бы новую последовательность многочленов Р) (7; 2; ^), 
зависящую от выбора множителей ^). Из известных результатов [ем. (1), 
теорема 10] следует, что, какой бы ни са треугольная матрица чисел 


д о И или д? 0 (1) и система чисел 
ПВС т НЫ 
Е Е ‚. 
шт) == уно (0 а п), щ <= 0, Иа — (в ду" 
при каждом фиксированном п, не убывая, выпукла, т. е. 
ке, р — 2, РИ, > (15) 
всегда имеет место соотношение 
п 
. Ши 
рву, =0 (37) (16) 


—п 
В силу этого, как и в предыдущем случае, мы о что если 
7 (+) ем, то для любой такой системы множителей мы соответствую- 


щая последовательность многочленов Р» (7; 5; ^) обладает свойством: 
ши п” | / (2) —Р, (2; ^) | < К,.М (У1— 2)". 


п—>со 


. 5 
* Другой способ построения таких процессов приближения см. в работе (°). 
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Рассмотренные в п. 2 многочлены Р»„(5) соответствуют треугольной 
матрице чисел (удовлетворяющей условию (15)): 


где для 0<Е<1 
й 1 1 
И ее | 


И 
Е=1 


если г четно, и 


1 
ыы 5 ия Е 


Таким образом, метод приближения, который определялся суммами 
(11), входит в совокупность отмеченных асимптотически наилучших ли- 
нейных процессов приближения многочленами. Можно было бы показать, 
что для любого из них справедлива оценка: 


если г нечетно. 


гв ] 
зир и” | 1 (2) — Рь (5 ^) | < М.К, (УТ +0(-"). 
1е"@®М 
Поступило 
17. У. 1597 
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ОБ УРАВНЕНИЯХ ТИПА СВЕРТКИ 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


Излагается метод приведения уравнений типа свертки к краевым 
задачам для аналитических функций в случае, когда обычное преобразо- 
вание Фурье неприменимо вследствие роста показательного порядка вхо- 
дящих в уравнения функций. Указанным методом изучаются интегральные 
уравнения трех типов. 


$ 1. Введение 


Уравнения, исследуемые операционным методом (дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами, интегральные уравнения с 
разностными ядрами и др.), содержат «свертки» — операторы, принимаю- 
щие после интегрального преобразования более простой вид. Эти уравнения 
будем называть уравнениями типа свертки. Простым примером уравне- 
ния типа свертки является интегральное уравнение 


со 


( (2—2) 5()4=1(%), —ю ао. (1.1) 


- 


— © 


Если ядро А не имеет характера б-функции, то заданная функция } 
является более гладкой, чем искомая функция $. Обычно уравнение (1.1) 
рассматривается в тех случаях, когда ф — искомая физическая величина, 
а /— полученная вследствие несовершенства аппаратуры ее сглаженная 
форма. Функция А(5) иногда называется «функцией аппарата» [см., 
например, (т), (?)]. Уравнение (1.1) в этом случае, очевидно, имеет 
решение. 

К уравнению (1.1) сводится другая интересная задача, сущность 
которой можно выяснить на следующем примере. Пусть на ленте имеется 
запись $:(2) звука и пусть эта запись воспроизводится в аппарате 
в сглаженном, искаженном виде: 

оо 
(в = \ Каф Оф (и (1.2) 
— © 
(где А не есть 6-функция). Если даже добиться записи $, (2), весьма 
близкой к неискаженному звуку © (5), то в аппарате мы услышим иска- 
женный звук: 


9 = | #е—0э0 4. 


со 
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иди ———_—Э—Э— 


Задача заключается в том, чтобы нанести на ленту такую запись $: (1) 
(более контрастную, чем $(2)), чтобы в аппарате ее искажение (1.2) 
оказалось неискаженным звуком: $5 (2)==9(2). Эта задача может не 
иметь решения. В связи с этим можно поставить задачу о нахождении 
функции $, (2) такой, чтобы функция $» (2) была в определенном смысле 
максимально близка к функции $ (7). 

Более сложные проблемы приводятся к уравнению Хопфа и Винера 
[см. (3), (4), (5) и (6) *], в котором, кроме операторов типа свертки, со- 
держится оператор 

5Ф==0 (1) 501 т 


(см. $ 3), а также к «парным» уравнениям [см., например, (4), стр. 424, 
и (?), стр. 84]: 


со 


$94 =4(, 0<#<1, 


Фе. — 


фол &=0, <<. 


Нетрудно убедиться, что эти уравнения являются частным случаем 
уравнений 


(+ \ Н@е—0эфи=/(®, 052, 
а (1.3) 
ира) + \ В@—0э0и=/ а), —=<=<0, 


когда 
О-ВА ЗВ, 


К (1) = Ут, (е®. 


Последние функции имеют, в зависимости от у и ©, рост или убывание 
показательного порядка при х-> -- ©о. «Парные» уравнения (1.3) с ядрами 
К; (2) © Г (— со, со) исследовал И. М. Рапопорт ($3). 

В настоящей работе мы рассматриваем уравнения (1.3) во всевозмож- 
ных случаях роста или убывания показательного порядка ядер А; (2) и 
(2) ($ 5). Аналогичному исследованию подвергаются два других инте- 
гральных уравнения типа свертки ($ 4 и 6). Рассмотрения опираются 
на данный в $ 3 общий метод исследования уравнений типа свертки, 
который является развитием приемов, использованных в работах (°), (1) 
и (") при решении уравнений более частного вида. 

Мы не приводим подробных решений возникающих краевых задач. 
Читатель, владеющий методами решения краевой задачи Римана, без 
большого труда сможет получить эти решения. 


* Решение Хопфа и Винера нельзя признать вполне удовлетворительным. Полное 


исследование уравнения Хопфа и Винера при достаточно общих предположениях 
дано И. М. Рапопортом. 
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$ 2. Пространства {х, 8} и некоторые операторы 


Символом {х, В} будем обозначать пространство (вообще комплексных) 
функций / вещественного переменного х (-х-<«хх со) таких, что 


1 (2) е—** 6 Г, (0, со), 1 (а) е-в= ЕТ, (— о, 0). 


{и, В} — банаховское пространство с нормой 
р 


ее о 
= \ ее раз \ |) ева. 
0 — > 
Отметим ряд очевидных фактов: 
1. Если «< а, В, ЗВ, то (а, В} С (1, В}. 
2. Если Гь (2) Е {к Вь}, К =1,..., п, то 


Л (2) Е Л (2) |. -- + Л (2) Е (шах (ж), пи (Вл) }. 
3. Если } (2) Е {х, «} и / (2) Е {В, В}, то 
7 (2) 6 [пи (х, В), шах (х, В}. 


А. Если /(5)6{х, В} и 5(1) — ограниченная функция, то /()2(2)6{х, В}. 
В частности, оператор 


5/==1(2) еп х 


действует в любом пространстве {х, В}. С оператором © тесно связаны 
пространства функций, тождественно равных нулю при < 0 или х>0. 
Такие функции условимся отмечать значками «--» и «—»: 1], (2), /_ (2). 
Любую функцию / (2) Е [х, 3} можно предсФавить в виде разности: 


7(2) =], (2) —/_ (2), 
где 


ео 


Элемент 7,(2) принадлежит не только пространству {, В}, но и про- 
странству {х, А}, где А — сколь угодно большое число. В связи с этим 
для пространства функций ], (2) 6 {х, В} введем символ {х, со} и, анало- 
гично, символом {— со, 8] обозначим пространство функций ]_(2) Е {х, В}. 
Для этих пространств останутся справедливыми свойства 1—4. Про- 
странству {— со, со} принадлежит единственная функция /==0. 

5. Пусть «<у<В (случаи я = —<© и В= оо мы не исключаем, 
но считаем, что при этом — ©<у иу< ©5). Символом Г, будем обо- 
значать оператор (преобразование Фурье), ставящий в соответствие 
функции / (2) (х, В} функцию (которую принято обозначать соответствую- 


щей прописной буквой) 


1 
2 ^- © ва 


А 
Е(О = Гм == 1. \ рееаь Шас=у. 
А 
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При х < В функция Ё ($) аналитически продолжима на полосу « < Пи < В. 
Кроме того, 


} ера <<, чу Ь 
где А не зависит от у [см. (4), стр. 170 и 173]. Пространство функций Ё, 
обладающих указанными свойствами, обозначим через {{х, В}. Существует 
обратный оператор Уу’, переводящий каждую функцию ЕЁ (9 Е {{х, В}} 
в функцию 


Ра 1 - ее ра ухи” о 
1 (5%) = | Е ее У 2= ри \ Е ($)е ОХ, о зу В, 
\- со — у 


принадлежащую пространству {, В}, причем У,Гу" = Д. 

К функциям 1 (2) 6 {х, В}, где «> В, оператор И, неприменим; однако 
оператор И, применим к функциям /], (5) и ] (1); следует только взять 
ух и у< В соответственно [см. (“), стр. 11]. 

6. «Сверткой» будем называть оператор Аф = И" [А (©) У,?], где 
А (5) — функция точек прямой пб = у. Элемент ф берется из множества 
Хх С {х, В}, & < В, такого, что Аф В (м1, 81}, © < 1 ЗУ В: < В. 

Приведем примеры сверток: 


п т, 
Аф= У У 9:9 (2 — В), В, аи; = сопз, Па; =0, 
К=17=1 


1 со 


Е (2) Е (%1, В}, тах (1, «) < ши (81, 8), |И,Ё| < с0п86. 


В отличие от оператора А: оператор А. ставит в соответствие любому 
элементу ф из {я, В} элемент из пространства {тах (1, %), пип (8, В}. 
Сумма сверток не всегда будет сверткой. Например, оператор 


фа 
т \ К(х— В (#4, (2.1) 


где фЕ (а, В}, «< В, #(2) 6 (В, «}, |Тьк, | < сопзё, |Т.К_| < сопз6, есть 
сумма сверток 


А 
А ф= у К, (#—о( а 
И 
ых. 
= } 0304 


Но А1фЕ {В, В}, АзфЕ {а, «}, откуда, в силу п. 2, ВоЕ {В, «}, так что 
к функции ВФ оператор И, неприменим. 

7. Нам в дальнейшем понадобится следующее свойство оператора В, 
которое нетрудно установить, введя функции $,, Ф_, К, и №. Пусть 


Ф (2) Е {ж1, В}, (т) Е {%, В}, | Т.К, | < сопз, [Иь.К_ | < сопз6. 
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Интеграл (2.1) существует, если 1 < Вь и “. < В; при этом 


= \ К (2—1) $ (1) 4 Е (шах (жа, аз), пита (Ви, В»). 


со 


При несоблюдении указанных неравенств интеграл (2.1) может расхо- 
диться при всех т. 


$ 3. Уравнения в пространствах (а, В} и общий 
метод их преобразования 


Рассмотрим уравнение 


А =}, 


т 


где А — свертка, 7 Е {у, у}. Если решение ищется в пространстве {х, В}, 
«< у В, то необходимым и достаточным условием разрешимости урав- 
нения является условие 


У 
оков 


о 
Отметим более сложные уравнения типа свертки: 
АФ + 4,9 =}, У, ФВ (а, а}, (3.1) 
Аф + 5А =), }, ФЕ, а}. (3.2) 


Здесь А; и А, — свертки, 9х ==95(1) зсп х. Частными случаями уравнения 
(3.1) являются уравнение Хопфа и Винера 


2® + \@—0 (0 = 7 (а) 


0 


(случай АЕ (2) +5 \ (2—1 Ф(04, Ава \ &(#—1$(0 41), 


а также уравнение 
1 С 1 ‘ 
ЗО Е ыы зу йе А-а) 


=—30 


рассмотренное в работе (1). 

Частными случаями уравнения (3.2) являются уравнения, Грассмот- 
ренные в работе ($). Применяя оператор И, уравнения (3.1) и (3.2) 
можно свести соответственно к характеристическому уравнению с ядром 
Коши и к уравнению, с ним сопряженному (относительно теории послед- 
них см., например, (13), $ 47, 48). 

Более общее уравнение 


Аф-- А»бф | ТФ =, /, фЕ [, «}, (3.3) 
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где Т вполне непрерывный оператор, приводится к сингулярному 
уравнению общего вида, теория которого изложена в монографии 
Н. И. Мусхелишвили (13), а также в ряде других работ. Частный слу- 
чай уравнения (3.3) рассмотрен в работе (1). 

В качестве других примеров уравнений, исследованных при помощи 
преобразования Фурье, отметим уравнения 


Аф + 40% =], 1,6 {0, 0}, (3.4) 


Аф + А.В =], /5 Е {*, «}, (3.5) 


где Оф=%(—92), Вф==2(2). Уравнение (3.4) является обобщением 
уравнения Фокса [см. (3), стр. 421], а уравнение (3.5) после примене- 
ния оператора Г» превращается в линейное дифференциальное уравнение 
первого порядка. 

Указанные выше уравнения обладают общим свойством: все они могут 
быть решены путем непосредственного применения оператора Ту, где 
у — соответственно подобранное число. 

Переходя к изучению уравнений с операторами типа В (см. конец 
предшествующего параграфа) или уравнений, допускающих решения из 
пространства {, 8], где «>В, мы сталкиваемся с тем обстоятельством, 
что оператор И, непосредственно неприменим. При этом, однако, всегда 
оказывается возможным представить уравнение в удобном для преобразо- 
вания по Фурье виде 


Мао + М. < ® < + Миф = 0, (3.6) 
где //; — оператор, ставящий в соответствие элементу ©(5) элемент про- 
странства {ох, як}, Ё =1, ..., п, причем в, > @.> --. > и. 


Существует, очевидно, бесчисленное множество способов представле- 
ния уравнения в виде (3.6). Вопрос заключается {в наиболее рациональ- 
ном представлении, когда каждый оператор Л/», имеет наиболее удобную 
для преобразования по Фурье форму (например, вид операторов, входя- 
щих в уравнения (3.1) — (3.5)). Рациональное представление в форме (3.6) 
достигается, как правило, путем использования оператора 5 (путем пе- 
рехода к функциям типа ], и ]), в результате чего уравнение будет 
содержать только слагаемые, принадлежащие пространствам вида {«, *}, 
так что остается лишь сгруппировать надлежащим образом эти слагаемые. 

В этом параграфе мы даем метод преобразования выражений типа 
(3.6) по Фурье. В последующих параграфах мы используем этот метод 
при исследовании интегральных уравнений трех типов. 

Случай п=1. Имеем: Мф = 0. Обычное преобразование дает 


ИХ, 
Случай п=2. Равенству (3.6) равносильны условия: 


У, Миф = ©, (+ 1), 


У, Мф = — ©, (& + №), (3.7) 


где 
9: (0 Е ([%, ж}}. 


УРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ 367 


Действительно, полагая 
Маф = — М» = в, (1) 


и используя утверждение п. 3 $ 2, заключаем, что с, 6 {%, 1}. Равен- 
ства (3.7) теперь получаются из равенств Мф = и Мьф = — &:, как 
в случае п =1. Обратным ходом рассуждений можно перейти от усло- 
вий (3.7) к равенству (3.6). 


Случай п›>2. Равенству (3.6) равносильна система условий: 


У, М, = 9, (2-Е №), 


У„, Мф = О, (2 - 1%) — 01 (д 4), | 
НИИ ТИ кре е (3.8) 
ей ЗО (2 Бе 19и 1) — ао — та ит) 
И Мо = =: и (х —- 1%), = 
где 
9; (Е Ц®-ь, ;} }. 
Доказательство. Введем функции 
к (2) = МФ .---Мхф, Ё=1, ..., п 1, 
и покажем, что в; (2) 6 {жкаа, ©,}. Согласно $ 2, 
© _ й = [1$] + --: + М] 6 {— ©, 9}, 
к, (2) = [М 1$]. --. . = Мо | — [М9]. кВ 7 [М $], С “ка, 2. 


откуда 
© (1) — А, (х) = д. (х) Е {мкл 0х}. 


Условия (3.8) получаются простым преобразованием равенств 


Мф = ва (2), 
Мое = в (1) — в (%), 


Обратным ходом рассуждений можно перейти от системы (3.8) к равен- 
ству (3.6). 

Поскольку в системе (3.8) фигурируют неизвестные функции Ох, при- 
надлежащие классам {{ж+1, &,}}, эта система является краевым усло- 
вием задачи теории аналитических функции, заданным на совокупности 
п параллельных прямых. 

Указанный метод годится и в случае, когда требуется перейти 
к преобразованию Фурье в системе уравнений. Каждое уравнение систе- 
мы предварительно записывается в форме (3.6), причем теперь 


Мо = УМьфь Миф 4аь, ж}. 


Затем каждое уравнение преобразуется по Фурье указанным выше 


методом. 
Число и назовем рангом уравнения. Некоторые уравнения ранга 2 


рассмотрены в книге (“). 
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$ 4. Характеристическое уравнение 


Изучим характеристическое ще 


С®з® += [ве 020+ 

0 

= К (<—йФ(ПаЕ=7 (т),  — ох, (4.1) 
где ы 
[^ при х>0, 
| в при д<0, 
1 (2) Е (ал, 61}, > (2) 6 {а>, 6.}, 
| Те | < с008, | Ть К; | < с0п34. 


С(®= 


{7., и — постоянные) 


Придадим уравнению (4.1) вид, более удобный для применения резуль- 
татов предыдущих , параграфов: 


^ф. (2) — иф_( =} А: (5—2) $, (1 4 — 
г а №: (#— 1 э_ (1 4 = 7 (а). (4.2) 


Решение ф==Ф, —'Ф_ будем искать в пространстве {х, 8}, где числа & и 
8 следует подобрать так, чтобы интегралы в уравнении сходились и 
пространство решений было максимально широким. Используя утверж- 


дения пп. 5 и 1 $2, находим: «=Ь,, В =а.. 
Итак, 
$ (2) 6 {61, а}. (4.3) 
Отсюда, в силу утверждений пп. 5 и 2 $ 2, заключаем, что 
7 (2) 6 [тах (6;, а,, а>), ша (а, 61, 6,)}. (4.4) 


Если ](7) не принадлежит пространству (4.4), то уравнение (4.1) не 
имеет решений в пространстве (4.3). 

Различные соотношения между постоянными ал, а., 6, и Ь, доставля- 
ют большое число случаев. Ниже мы рассмотрим типичные случаи и 
затем дадим характеристику остальным. 

Случай 1. а =а, <6,. Уравнение (4.2) приводится к виду 
(3.6), где и=Т и, =6:, так как каждое слагаемое в этом уравнении 
принадлежит пространству {6:, 6}. Обычное преобразование Фурье дает: 


[А - А, (91 Ф* (9 —в К, (91 < =Е(©, б=Е-Ь,, (4.5) 


где 
Ф* (0 Е {{61, ®}}, Ф (ОЕ {{— о, 6 }}. 


Полученная задача называется краевой задачей Римана, исследова- 
нию которой посвящено много работ [см. (13) — (18) и др.]. Эти исследо- 
вания, однако, позволяют пока получить решение задачи (4.5) только 
при донолнительных ограничениях, наложенных на функции ^ -- К, (<) и 
и -- К, (0). Предположив, что последние удовлетворяют условию Гёль- 
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дера * и не обращаются в нуль **, мы можем использовать работу 
Б. В. Хведелидзе (16) ***, согласно которой однородная задача (4.5) 
имеет у линейно независимых решений, если число (называемое «индек- 
сом») 
и 
5 Е 8 К.) 
10. — со 
положительно; при х<.0О однородная задача имеет только тривиальное 
решение; при хХ >0 неоднородная задача разрешима при любой правой 
части Р; при Хх <0 решение существует, если выполнены (необходимые 
и достаточные) условия разрешимости ****. 
В силу эквивалентности задачи (4.5) и уравнения (4.2), которая 
в общем случае установлена в $ 3, мы получаем, что при у > 0 одно- 
родное уравнение (4.1) имеет у линейно независимых решений; при у < 0 
однородное уравнение неразрешимо; при у>.0 неоднородное уравнение 
разрешимо при любой правой части; при х < 0 решение существует, если 
удовлетворены необходимые и достаточные условия разрешимости *****, 
Решение уравнения (4.1) находится из решения задачи (4.5) по формуле 


Ф= У, (Ф*—Ф). 


Случай 2.6, «а. =в «а. Расчленяем уравнение (4.2) на слагае- 
мые, каждое из которых принадлежит пространству типа {*, *}: 


№, (2) — ие @ Ну | бы @— 09,0 — 
(1, со} {— <, Ь, } й (аз, со} 
7 И @— 0 — р К, (в — 0 (04 + 
(61, 61} {5л, 61} 
п: = га 
о НИ А» (#— (0 =1,(® —7 (2) 
{—«, 6} {а1, <>} [— <, 6.} 


* Для того чтобы функция К (5) 6 {{, «}} удовлетворяла условию Гёльдера, доста- 
Е 
точно потребовать, чтобы К (2) 6 Г. (— со, оо), где К = У. К. 
** Особые случаи, когда указанные функции имеют в конечном числе точек раз- 
5 
рывы или нули, исследованы в работах (13) — (25) Е др. 

*** Нетрудно проверить, что результаты Б. В. Хведелидзе, предполагавшего крае- 
вое условие заданным на контуре конечной длины, с очевидными изменениями пере- 
носятся на случай прямолинейного контура 2 = 2 -- 1. Кроме того, пользуясь теоре- 
мами 93 и»95 кинги (4), можно установить совпадение пространств {{61, со}, {{— оо, 6} 
с классом функций, предетавимых интегралом типа Коши 

—Нао-16 
Ра 
271 \ т — 2 
— <, 
с плотностью РЁ Е Г», в котором Б. В. Хведелидзе ищет решение задачи Римана. 

**** В работе (1?) (стр. 48—49) указан явный вид решения задачи Римана в инте- 
гралах Фурье без достаточного, однако, обоснования. 

***** Из результатов работы (12) следует, что эти условия можно записать как усло- 


Н истемы однородных «парных» 
вия ортогональности правой части к общему решению систем днород р 


уравнений. 


4 Известия АН СССР, серия математическая» № 3 
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(под слагаемыми указаны соответствующие пространства). Группируем: 


со 


р | лье ди — 1-6] + не. @— 
— ух \ ы_ (#07 ь и, (#— 09 (04| + 


(6, 6} 


4. И й в (2— до (4+. ® И 


{5, 5} 
Получено выражение вида (3.6). Ранг равен трем. Преобразуем по Фурье: 


К: (© 99 —Р@=0, 0, С=2- №, 
^— А; © $9 —№ +: © 9-@9=9,9—0,(@, $==- @ь К4.6) 
К 9х 9-Е @=—9(9, АС: 


Мы пришли к краевой задаче: найти функции Ф*, Ф, О; и О,, принад- 
лежащие пространствам {{6,, ©о}}, {{— со, 6:}}, {{61, а} и {{65, 6,}} со- 
ответственно и удовлетворяющие условиям (4.6). Решение этой задачи 
в общем виде неизвестно. В частном случае, когда функции К! (и 
Кь (©) допускают аналитическое продолжение на полосы 6, < Паб <а: 
и 6, < шб < Ё: соответственно, причем в этих полосах они имеют лишь 
полярные особенности в конечном числе точек, исследование задачи (4.6) 
значительно упрощается. В этом случае нетрудно показать, что необхо- 
димым условием разрешимости является аналитическая продолжимость 
функций Ё*и Ё` на соответствующие полосы, причем допускаются по- 
люсы в тех же точках, что и у функций АЁГи А; и притом не более 
высоких порядков. Это позволяет перенести первое и третье условия 
(4.6) на прямую (=х-- :, после чего, по исключении функций О, и 
0, получается задача Римана, отличающаяся от задачи (4.5) только 
тем, что ее решение должно удовлетворять дополнительным условиям 
в точках, гдефункции АТи А› имеют полюсы. Эти условия должны обеспе- 
чить принадлежность функций О и О, классам {{6, а} и {{6., 6}. 

Решение уравнения (4.1) находится из решения задачи (4.6) по формуле 


9= 5 (Ф+— Ф-). 
Случай 3. & <, а. <Ь, а. 6. Расчленяем уравнение (4.2) на 


слагаемые, принадлежащие классам типа {{х, «}} и группируем: 


со 


[49 @ Ну | @—0%0и—1, 8+ 


+ 19-@—5= \ № (8—0. ел (9)|=0. 


—с© 


Ранг равен двум. Преобразуем по Фурье: 
[+ К, (91 9*9—2*©.=9, (©, © : 
+ (9169 -Р®-0 0, с-ать, = 
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Получена задача Римана на контуре, состоящем из прямых аб =6, и 
6 = а>: ищутся функции Ф+, Ф- и 01, принадлежащие простран-. 
ствам {{6:, со }}, { — с, а,}} и {{а», Ь, }} соответственно и удовлетворяю- 
щие условиям (4.7). Относительно решения задачи (4.7) можно повторить 
все, что было сказано выше в связи с задачей (4.5). Формулы, дающие 
решение задачи (4.7) при дополнительных предположениях о функциях 
^ + К, (©) ин К, (9, приведены в работе (11) (стр. 38—39). В случае, 
когда указанные функции удовлетворяют условию Гёльдера и не имеют 
нулей, однородное уравнение (4.1) имеет у линейно независимых реше- 
ний, если индекс 
| за» оо 1, оо 
хо \ Фив К, \ 
та2— с 16, —с 
положителен; при х<.0 однородное уравнение неразрешимо; при у_>.0 
неоднородное уравнение имеет решение при любой правой части; при 
Х < 0 решение существует, если правая часть удовлетворяет (— у) усло- 
виям. Определив Ф* и Ф`, находим решение уравнения (4.1): 


ф = Гы“ Ф+— УИ Ф-. 
Случай 4. 6, “а. «В <а.. Ранг равен четырем. Преобразование 


уравнения (4.2) приводит к краевой задаче: найти функции Ф+*, Ф’, 
О, О и О., принадлежащие пространствам {{6., со}}, {{— <, а. }}, 


Чата [А - К: (©) 


7] 


{6:, а: }}, ({а>, 61}} и {{65, а5}} соответственно и удовлетворяющие 
условиям: 


К: (9 99 —Е(® =, (0, С=ж-+ в, 

А —К, (©1970 =0,(9)—0,(, ==, 
—[1+ К; ©] 9`©=0,(9—9,(9, с=а-иь, (4.8) 
К. ОФО+Е (9 =— 0. (9, = И... 


Эта задача по своему характеру сходна с задачей (4.6). В частном слу- 
чае, когда функции КУ (©) и К, (5) аналитически продолжимы на поло- 
сы В, < Ша и фб, < аб <а, соответственно, причем в этих полосах 
они имеют лишь полярные особенности в конечном числе точек, задачу 
(4.8) можно свести, подобно задаче (4.6), к краевой задаче Римана, от- 
личающейся от задачи (4.7) только тем, что решение теперь должно 
удовлетворять дополнительным условиям в точках указанных выше 
полос, где функции КЁ и К; имеют полюсы. Формулы, дающие решение 
задачи Римана с дополнительными условиями, приведены в работе (11) 
(стр. 38—39) *. Определив функции Ф” и Ф,, находим решение уравне- 
ния (4.1) по формуле: 
ф = Иы' Ф*— Ты Ф. 

Случай 5. 65 «В «а. <а:. Ранг равен четырем. Е 

уравнения (4.2) приводит к краевой задаче: найти функции Ф*, Ф`, ©, 


* Эти формулы выведены для случая «<, < В [см. (11), условия (2.4)]. 
Здесь 2, — точки, в которых накладываются дополнительные условия на ее, 
В нашем случае точки лежат вне полосы «т < В. Однако т, 
что указанные формулы не изменятся, если вместо отмеченного выше неравенства 


считать вообще Па 2, Е, Па 2, =Е В. 


4* 
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О, иО., принадлежащие пространствам {{6,,<о}}, {{ — ©, аз} }, Ца» а }}, 
{5 а›}}, {{6, В. } соответственно и удовлетворяющие условиям. 


коФ®-РО=0,0, и 
— Ш К (91-9 = 9,9 —09, ©, б=я- м 

Х— А: ©19*9=0,©9—9,(), б=24+ 4, (4.9) 
К; © © О+РО=— 00, =. 


Решение этой задачи, как и предыдущей, в общем виде неизвестно. 
Если функции КЕ и К, аналитически продолжимы до прямои 6=хж-+ 
+ №, а функции К? и К› — до прямой < =х- 1», причем в конеч- 
ном числе точек у этих функций допускаются полюсы, то исследование 
задачи (4.9) значительно упрощается. Эту задачу можно свести к зада- 
че Римана различными способами. Наиболее удобным является, по-види- 
мому, следующий. Установив, что все функции аналитичны в полосе 
Ь: < Ш: < а (за исключением конечного числа точек, где у некоторых 
функций имеются полюсы), исключаем функции О и О. и приводим 
условия (4.9) к виду: 


А; (2) Ф® (2) - В, (2) = ©, (2), | 
(6, < П12< а») (4.10) 
А» (2) Ф7 (2) - В» (2) = ©, (2), 


где А; и В, — известные функции, ФТ Е{{Ь:, со}}, Ф 6 {{— сю, а. }}, 
0.6 {{61, а-}}. Решение этой «площадной» задачи находится среди реше- 
ний задачи Римана с краевым условием на двух прямых, которую мы 
получим, полагая 2 = х-- 14. в верхней строке формулы (4.10) и = =Ж-- 
+ Ф, —в нижней. 

Решение уравнения (4.1) определяется по формуле 


$=7;(Ф*— ©”) 
где 6; <у<а». 

Подробное рассмотрение остальных случаев, наряду с вышеприведен- 
ными, позволяет заключить, что все они делятся на три группы: 

1) Группа 65; =а5. Полуплоскости аналитичности функций Ф+ (5) и 
Ф (5) имеют общую границу. Ранг уравнения (4.1) удовлетворяет нера- 
венствам 1<п-3. Равенства п=1 и п=3 соответствуют случаям 
Т и 2. В остальных случаях данной группы ранг равен 2 и краевые 
задачи по характеру занимают промежуточное положение по сравнению 
с задачами (4.5) и (4.6). Так же, как и система (4.6), краевые условия 
этих задач при дополнительных предположениях сводятся к условию (4.5) 
задачи Римана на одной прямой. 

2) Группа 6, >а.. Полуплоскости аналитичности функций Ф* (0) и 
Ф (0) разделены полосой. Ранг удовлетворяет неравенствам 2<п<4. 
Равенства п=2 ип=А4 соответствуют случаям 3 и 4. Краевые задачи 
остальных случаев занимают промежуточное положение по сравнению 
с задачами (4.7) и (4.8). Как и система (4.8), краевые условия этих 


задач при дополнительных предположениях сводятся к условию (4.7) 
задачи Римана на двух прямых. 
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3) Группа 6, < а.. Полуплоскости аналитичности функций Ф'(О и 
Ф (© имеют общую полосу. Ранг удовлетворяет неравенствам 2 < п < 4. 
Случай п = 4 рассмотрен выше (случай 5). Во всех остальных случаях 
при дополнительных предположениях об аналитической продолжимости 
функций Ау, АГ, К; и К, на соответствующие полосы краевые задачи 
можно свести к «площадной» задаче (4.10). Это сведбние осуществляется 
еще проще, чем в случае системы (4.9), так как число прямых, несущих 
краевые условия этих задач, меньше четырех. 


$ 5. «Парные» уравнения 


Парные уравнения (1.3) удобнее изучать, когда они записаны следую- 
щим образом: 


со 


Вр (в) += | (2—4 =, -+ф (2, —ю <<, 
Вр) + }%(#— до = —/ (ФФ (9), —- ю«а<. 


(5.1) 
В этой системе неизвестными являются функции Фи ф=ф —ф. Будем 
предполагать, что 


1 (2) Е (ал, 61}, (5) Е (а, В} 


и что Г, К и Ть, ;- — ограниченные функции ({ =1, 2). 

Решение ох будем искать в наиболее широком пространстве тина 
{«, В}, ‘к каждому элементу которого применимы операторы ВБ; и ВБ» 
(см. пп. 1и5$2): 
ф (5) Е (ша (6, 65), шах (ал, а>)}. (5.2) 


Опираясь на результаты $ 2, нетрудно установить, что функцию ] = ], — /_ 
следует брать в пространстве 


7 (2) Е (тах [а1, ши (61, 65)], шт [65, шах (ал, а, (5.3) 


Если / не принадлежит этому пространству, то система (5.1) заведомо 
неразрешима в пространстве (5.2). 
Аналогично получаем классы для функций ф, иф: 


ф. (2) Е {пах [4>, пт (61, 6.) ], со}, (5.4) 

ф (2) 6 {— со, ша [61, шах (ал, а>)]}. 
Случай шах (41, 45) = ша (61, 65) =а. При а; = 45 = 61 = 6, =0 этот 
случай рассматривался И. М. Рапопортом (*) *. Соглаено’ (5.2), (5.3) и 


5 — 
(5.4), имеем: ф, /, ф,, ф_Е6 (а, а}. Каждое уравнение системы (5.1) И 
дится к виду (3.6), где и =1. Обычным преобразованием Фурье находим: 


2 - К, (91 Ф (9 —2* 9 = (0, 
РК, (ФО Е © =" (0, 


* В работе (8), а также в работах (6), (9) — (1?), постановка краевых задач требует 
2 в 

уточнения. Как указал Б. В. Хведелидзе, решение этих задач должно быть предст 
чет. 

вимо интегралом типа Коши с плотностью из [». Здесь мы исправляем этот недоч 


=. 
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Исключая функцию Ф (0), 


РОК НО (5.5) 


Ф (5) ый А- К, (6) и и- К. (5) ь 


приходим к задаче Римана: найти функции Ч” (6) и Ч ($) в простран- 
ствах {{а, со} } и {{— со, а}} соответственно, удовлетворяющие условию 
(5.5) и дополнительному условию 
О 6 (а, а\}. (5.6) 
Эта задача решается так же, как задача (4.5). Отличие заключается 
лишь в том, что из общего решения задачи (5.5) необходимо выбрать 
решения, удовлетворяющие условию (5.6). Если функции ^- К, (6) и 
и -- К, (<) удовлетворяют условию Гёльдера и не обращаются в нуль, 
то условие (5.6) удовлетворяется автоматически и мы получаем следую- 
щий результат: 
Однородная система (5.1) имеет Хх линейно независимых решении, 


если индекс 
та--со 
и - К. (5) 
\ Чаго ЕК, © 


а—со 
положителен; при у <0 однородная система имеет только нулевое реше- 
ние; при х>.0 неоднородная система разрешима при любой правой 
части; при х< 0 решение существует, если правая часть удовлетворяет 
(— х) условиям. 


Определив Ч” или Ч”, находим Ф по формуле (5.5), а затем — реше- 
ние системы (1.3) по формуле: 
ф = ИФ. 


Случай шах (ал, а,) =а< 6 = шш (6, 65). Согласно (5.2) — (5.4), 
Фе (6, а}, Ф, 6 {5, о}, ф Е {— сю, а}. Преобразование системы (5.1) 
в соответствии с $ 3 (ранг равен двум) приводит к следующей краевой 
задаче: найти функции Ф*", Ф, Ч*, У, О, и О, в пространствах 
($, оо}, {{— 00, а}, {{Ь, со}, {{— со, а}, Ца, 8} и (а, 6} соответ- 
ственно, удовлетворяющие условиям: 

А + Е, (01 $9 —2Е*. (9 =0,(9, с=Е-Ь, 
р. ООО ОО. 
[& +, (0)] Ф* (© — 30 =9, ©, с=2-+Ы, 
№ +, (91$ 9-Е © =0,©, с=а+м. 


(5.7) 


При дополнительных предположениях относительно функций ^ + А, (0) и 
р + К, (© в работе (1') дано решение сходной задачи *. Здесь мы огра- 
ничимся формулировкой одного результата: если функции ^-+ К, (0) и 
и -- К. (0) удовлетворяют условию Гёльдера и не обращаются в нуль, 


* В работе (1) функции ф, и ф_ введены по-иному, вследствие чего условия (4.14) 


11 И 
работы (И) отличаются от условий (5.7). Это обстоятельство, однако, не влияет ни 
на метод решения, ни на конечный результат. 
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то однородная система (5.1) имеет тах (у, у, 0) линейно независимых 
решений, где 
и: Е 
хз \ Чаи + К, = \ Чай К, ©, 


за— 16—сэ 


а у— число общих нулей функций ХК, (2) и и-+ К, (2) в полосе 
а< шз< 6; при ху неоднородная система разрешима при любой 
правой части ]; при у < у неоднородная система разрешима, если удов- 
летворены необходимые и достаточные условия, число которых равно у — у. 
Функция $(2) находится по формуле 


ф = РФ" —У.1Ф. 
Случай а <Ь «а, <Ь,. Преобразование системы (5.1) приводит 


к задаче Римана: найти функции 4”, Фи * в пространствах {{— со, 6:}}, 
{{61, а>}} и {{а», со} соответственно, удовлетворяющие условиям: 


[. + К, (1 © (9—2 (9 = (9, 6=2+4, 
№ + К, (01 ФОР (9 =ч"* (©, б=2+и.. 


Этот случай рассматривался также в работе (11) (стр. 45—46). 
Последний случай является единственным среди большой группы 
случаев, характеризующейся неравенством 


тах (а1, а) > пищ (61, 65); 


(5.8) 


изучение этого случая непосредственно сводится к изучению задачи 
Римана (5.8). В остальных случаях получаются более сложные задачи. 
В качестве примера рассмотрим 
Случай 6, <5.<а < а». Преобразование системы (5.1) приводит 
к следующей задаче: найти функции Ф (6), ©, (0) и 0, (6), принадлежащие 
пространству {{61, а>}}, и функции Ч" (0) и Ч ($), принадлежащие про- 
странствам {{а», ©о}} и {{— со, 6:}} соответственно, удовлетворяющие 


условиям: 
^—К; 9 Ф©-т®=0:0, С=Е+4ь, 
ОФ © 0, ©, = 
К. (ФО О=о,©, СЕ 
К. 9Ф(О-Е (9 =0, (9), =. 


(5.9) 


Эта задача исследована в предположении, что функции К! (© и К. (©) 
продолжимы соответственно на полосы < ша < а и 6.< Ш2< 0, 
в которых они имеют конечное число полюсов. В этом случае задачу (5.9) 
можно свести к задаче (5.8), на решение Ф которой накладываются 
дополнительные условия; число этих условий равно числу полюсов функ- 
ций К; и К, в указанных выше полосах минус число общих полюсов 


этих функций в полосе 5, < Па. 
Аналогичный характер носит исследование и в остальных случаях. 
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$ 6. Полное уравнение 


Рассмотрим частный случай уравнения (3.3): 


о (до + те + 
Ч} &(@—Эо(дзяпий + То = /@), р. 


р т Я —- я 
где а;(2) 6 (а, *}, Га; = А; ($) — ограниченные функции, }] ню. 
Т — вполне непрерывный оператор в пространстве {я, «}. В этом прост- 
ранстве ищется решение ф и задается правая часть /. Уравнению (6.1) 
можно придать вид: 


Мес (о + \ а фи + 


уе \ № (—0е04+Те=/(, —ю<2«, (6-2) 


===.) 


А— 
где &=а, 0, К =а—.. С= ен Е Уравнение 


(6.1) — ранга 1, все его члены принадлежат пространству {, “}. Обыч- 
ное преобразование Фурье уравнения (6.1) дает: 


А—( : 
— +4, (0) та - со 
+4, ©] ФО — = \ Ве Т.Ф Р(), Са. 


(6.3) 
Здесь Ф, РЕ {{х, «}}, Т, =И.Г — вполне непрерывный оператор. При 
преобразовании мы использовали формулу 
Фасо 
У. ($ (2) 0 2) => \ ет. ЕН. 
1&—со 
которую нетрудно доказать, опираясь на теоремы 90 и 91 книги (*“). 
Уравнение (6.3) является особым уравнением с ядром типа Коши. 
На основании эквивалентности уравнений (6.1) и (6.3), все результаты 
теории особых интегральных уравнений, применимые к уравнению (6.3) 
см. (1°), (15), (17)], без труда переносятся на уравнение (6.1). Элементы 
теории уравнения вида (6.1) приведены в работе (1?) *. 
В качестве еще одного примера, в котором используется указанный 
в $ 3 метод преобразования, рассмотрим уравнение (6.2) при следующих 


* В этой работе теория уравнения (6.1) построена без перехода к уравнению (6.3). 
Следует отметить, что некоторые рассуждения автора нуждаются в обосновании. Так, 
задача Римана решена там без предположений, связанных с выполнимостью условия 
Гёльдера (обоснование сделано позднее М. Г. Крейном и И. Ц. Гохбергом); неравен- 
ство на стр. 52 может оказаться несправедливым (однако и в этом случае оператор 

со 


1 ь Щи 
= \» особе лс, т) 1 (т) 4х 


05) 


остается вполне непрерывным); неточно сформулирована теорема на стр. 46. 
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предположениях: #1 (2) Е {В, В}, К, (1) Е {х, «}, «< В, У, К, и И.К. — огра- 

ниченные функции, 7 — вполне непрерывный оператор, действующий 

в пространстве {8, «}. Пользуясь пп. 2, 4 и 7 82, нетрудно уста- 

новить, что оператор ЛМ переводит всякую функцию пространства {В, «} 

в новую функцию того же пространства. Решение ф будем искать в прос- 

транстве {В, «}; в том же пространстве следует брать свободный член ]{. 
Представляем уравнение (6.2) в виде (3.6): 


[О-о @) + у \ №@—0 9,04 +Т—1.@] + 


{8, В} 
+[-“—9@-—т= т (в — 9 (0 @—Те+/ |= 
{а, 9} 
Элесь” 7. = нЕ . Ранг равен двум. Преобразование по Фурье 
дает: 
[^ + ы + К, (91 Ф' (© + УЬТ, (УФ УФ 8 =0(0, 6=2+8, 
А: (ОФ ЕУФ-И ФО ООО ба. 


(6.4) 


Получена краевая задача: найти функции Ф*, Ф и О, принадлежащие 
соответственно пространствам {{В, со}, {{— со, «}} и {{«, В}} и удовле- 
творяющие условиям (6.4). Задачу (6.4) нетрудно свести к особому урав- 
нению с ядром Коши. Для этого достаточно заменить функции Ф*, Ф и 
© интегралом типа Коши и его плотностью 


О -Ы С =#-8, 
0—9 ©, == 
по формулам Ю. В. Сохоцкого: 
о9= + Ри, Сб 
р 
Я аи С=-в, 
У 
Ф ()=— о } а 0 
5% 


где ‘у обозначает контур, состоящий из прямой [Шаб=а, проходимой 
слева направо, и прямой ис =В, проходимой справа налево. Вместо 
первой строки (6.4) будем иметь: 


А+, 91 [- 9+ и] +угитк-Ф+9)— 
иоо 2" Е 


или 


(АНИ К: (©) Ее 1 Ка @) ( Ф(®) + 
О о ка 


211 х— 


м 
Ч УТ. Ф = 2* (9, 6=2+8, (6.5) 
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где И’Ф ==; "Ф (1-- ©) —УзФ (х-- 8). Аналогично, вторую строку 
условий (6.4) можно записать в виде: 
А+ © ФО А—и— 1-Е К (©) Фе 


2 21а т—6 
УГ ФГ, бе т (6.6) 
Нетрудно установить, что оператор 
ны : 2 
Не 


является вполне непрерывным в гильбертовом пространстве Г» (у) функ- 
ций, квадрат модуля которых интегрируем вдоль контура 7. Совокуп- 
ность равенств (6.5), (6.6) есть особое уравнение на контуре 77 с ядром 
типа Коши. 

Ввиду эквивалентности уравнений (6.5) — (6.6) и (6.1), на чосдедиво 
уравнение с очевидными изменениями переносится вся теория особых 


интегральных уравнений, приложимая к уравнениям (6.5) — (6.6). 


Поступило 
22.1У. 1957 
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Г. Ц. ТУМАРКИН и С. Я. ХАВИНСОН 


АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 
КЛАССА В. И. СМИРНОВА (КЛАССА 5) 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


Понятие областей класса „5, введенное В. И. Смирновым для односвяз- 
ного случая и играющее важную роль в теории аналитических функций, 
обобщается на случай многосвязных областей. Устанавливается эквива- 
лентность различных возможных путей введения класса 5 в многосвязном 
случае. Исследуются свойства аналитических функций в многосвязных 
областях класса ©. 


Введение 


Известна роль, которую играют в различных вопросах теории анали- 
тических функций в односвязных областях области, введенные В. И. Смир- 
новым в работе (1) [см. также (?)]. 

Напомним их определение. Конечная односвязная область С с жорда- 
новой спрямляемой границей называется областью В. И. Смирнова (465), 
если ш|$’ (1) |, где ф (№) — конформное отображение круга |#|<\1 на С, 
представляется в круге |#|<\1 интегралом Пуассона: 


2 


1 |<’ (ге) | = = \ та Ба” (6) | 8. (1) 
0 


25 ) 1 г? — 2. соз (0 —а 


В случае, когда С содержит со, надо пользоваться отображением на 

* 
1ш|>>1 или предварительно перевести С в конечную область С" отобра- 
‚ где 560. (Равносильность этих определений показы- 


жением 


0 
вается без труда.) 


В последнее время в связи с различными вопросами теории аналити- 
ческих функций в многосвязных областях, как, например, экстремальные 
проблемы и проблемы аппроксимации [см. (3), (*), ()], потребовалось рас- 
смотреть многосвязный аналог областей класса 5. Этот класс естественно 
определять двумя способами. Первый способ содержится в следующем 
определении: 

Определение. и-связная область (65, если каждая из односвяз- 
ных областей С; 65. Здесь С; — односвязная область, содержащая С и 
ограниченная компонентой у, границы Г области С. 

Это определение и было принято в работах (3), (“), (°). Другой путь 
состоит в том, чтобы прямо пользоваться определением, действующим 


в односвязном случае, с естественной заменой отображения на круг 
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отображением на круговую каноническую область и заменой формулы 
Пуассона формулой Грина. Мы покажем в этой работе, что оба указан- 
ных определения эквивалентны. При доказательстве этой эквивалент- 
ности мы выбираем не наиболее прямой путь, который должен был бы 
состоять в непосредственном изучении связи между свойствами конформ- 
ного отображения (С на круговую каноническую область и свойствами 
конформных отображений каждой области (; на круг. Зато избран- 
ный нами вариант доказательства позволяет попутно установить ряд 
результатов, которые, на наш взгляд, представляют самостоятельный 
интерес. 

Кроме того, в работе изучаются свойства различных классов анали- 
тических функций в областях класса 5. 


$ 1. Классы Е» в областях (65 


Пусть С — п-связная область с жордановой спрямляемой границей 


у? 

В = у;. Мы будем рассматривать классы Ер (4) однозначных аналити- 
—1 

ческих в С функций, которые определяются следующим образом [см. (3)]: 


1(2) ЕЕ» (С), р>0, если в С существует последовательность (для каж- 
. и 
дой /(2) своя) спрямляемых контуров Г? = О 1, где 7 — замкнутые кон- 


я 1 
туры и 1/1 И такая, что 


Та дл. Г7< ео, (2) 
1 \ 72) 14| < (3) 
г 


В односвязном случае классы Е, были введены и изучены в работе 
В. И. Смирнова (1). Впоследствии М. В. Келдыш и М. А. Лаврентьев (5) 
показали, что при определении класса Ёр в односвязном случае можно 
от условия (2) отказаться. Однако использование ограничения (2) позво- 
ляет доказывать некоторые свойства функций из Ё,(@) путем редукции 
к односвязному случаю при помощи следующей, легко проверяемой 
теоремы. 


ТЕОРЕМА 1. Даля того чтобы } (2) Е Е» (С), необходимо и достаточно, 
чтобы имело место разложение: 


1(2) = Л (® +... + (@), (4) 


где }+ (2) 6 Е»(С:), &=1,2,...,п (С: определено во введении). 
Из теоремы 1 непосредственно следует, что функция / (2) Е›(С) имеет 
почти всюду на Г угловые граничные значения / ($) и 


7195 < оо. 
г 


Из разложения (4) вытекает также распространение на многосвязный 
случаи хорошо известных теорем В. И. Смирнова [см. (1), (?)]. 
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ТЕОРЕМА 2. Если }(2) 6 Е» (С), причем С65, и граничные значения 
(6) Функции (2) суммируемы в степени р’>р, то 71 (2) ЕЕ». (С). 

При помощи теоремы 1 доказательство настоящего утверждения немед- 
ленно приводится к случаю односвязной области. 

ТЕОРЕМА 3. Если ](2) 6 Е» (С), причем СЕб, а граничные значения 
1() функции (2) ограничены почти всюду на Г, |1 (|< М, то функция 
7 (2) в области С ограничена по модулю той же константой М. 

Так как |7/(0)| < М, то |7()|! суммируема в любой степени р, > р. 
Следовательно, по предыдущей теореме, /(2) 6 Е», (С) при любом рр. 
Отсюда, в свою очередь, следует, что функции [1 (2)]" при любом целом 
положительном п входят в класс Ё, (С). Представим [7 (2)]" по формуле 
Коши. (Хорошо известно, что если С — односвязная область, то Е, (@) 
совпадает с классом о представимых интегралом Коши через 
свои граничные значения [см. ('), а также (?)]. Этот факт при помощи 
теоремы 0 разложении легко переносится и на многосвязный случай 
[см., например, (3)]. Мы имеем: 


ед = А ОА, 5) 


откуда следует: 


12| <МУМ, 


где число М зависит лишь от положения точки 64. При п-> со 
найдем: 

|7 (2)1< М 
что и требовалось доказать. 

Примененный нами метод основан на хорошо известном приеме Лан- 
дау [см., например, (7)]. 

Нам потребуется еще класс О(@) функций, впервые рассматривав- 
шийся для односвязного случая в работе (1). 

Пусть {< — последовательность жордановых областей с границами т 
исчерпывающая С. Обозначим через «7 (Ё, С’, 2) гармоническую меру 
множества Е ЕТ’ относительно области @7, вычисленную в 2. 

Определение. Аналитическая в области @ функция ] (2) 6) (С), 
если для любого =>0 существует такое 6>0, что из неравенства 
<>) (Е, С}, 5) < 6 вытекает неравенство 


из” / (9 | Чо? (е, 1, 20) <. 
Е 


Здесь 2 — произвольная точка в области (С. Свойство, фигурирующее 
в определении О(@), мы кратко будем называть равностепенной абсо- 
лютной непрерывностью семейства 


{шве (2) 146] 
Е 


относительно гармонической меры. В односвязном случае хак определен- 
ный класс 0(С) совпадает с рассматривавшимся В. И. Смирновым. 
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Имеет место следующая теорема разложения, проверяемая несколько’ 
сложнее, чем теорема 1. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы ] (2) © 2 (С), необходимо и достаточно, 
чтобы имело место разложение (4), где функции }: (2) Е В (С:) определяются 
единственным образом с точностью д0 постоянных слагаемых. 

Теперь можво доказать следующую теорему 5, которая понадобится 
нам в дальнейшем. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть область СЕ 5. Тогда при любом р>0 Ер(Сб) с 
= 2(С). Обратно, пусть для какого-либо р, > 0 Ер, (С) < В (@). Тогда 
Че: 

Докажем сперва вторую часть теоремы. Допустим, что Е, (@) < В (С), 
но (65. Тогда найдется такой граничный контур \;, что С: 65. Рас- 
смотрим класс Ер, (@:), который, как известно, не содержится в Л (С:), 
если С.6 5. [Примеры функций, входящих в Ё»р, ((:), но не содержащихся 
в 0) (С}), см., например, в книге (2), гл. Ш.] 

Возьмем функцию {+ (2), обладающую указанным свойством. Тогда 


В (2) Е Ер, (@) с Ед, (@). 
Но /, (2) 2(С;) и, следовательно, /+ (2) 2 (@) (в силу разложения (4), 


единственного с точностью до постоянных констант). 

Значит, класс Е», (@), вопреки условию, не содержится в 2 (С). 

Пусть теперь (65. Надо доказать включение В,(С) с О (С). В са- 
мом деле, если ] (2) © Е›((), то, согласно теореме 1, имеет место разло- 
жение (4). те ОЕ м 

Но С. Ех по условию, а известно, что в такой односвязной области 
Е (С;) с О(С(;) [ем., например, (2), стр. 260]. Поэтому 1: (2) ЕО (С; и, 
следовательно, по теореме 4, } (2) ЕО ((). 

Следствие. Если для некоторого р, Ер,(С) с О((), то и при всех 
пе (С) О 

Наконец, мы будем еще пользоваться аналитическими функциями 
класса Нр(С), которые были в последнее время исследованы в ряде ра- 
бот [ем. (3), (3)]. 

Определение. }(2) Е Н»(С), р>>0, если |7(2)|? имеет в области 
С гармоническую мажоранту. 

В конечносвязной области для классов Нр(С) имеет место теорема 
разложения, аналогичная теоремам 1 и 4 [см. (8)]. Отметим, кроме того, 
что при любом р Н»(<) с р\((). 


$ 2. Предетавимость № | $’ (40) |, где 2 =$(%) — конформное 
отображение канонической круговой области на область (С, 
по формуле Грина * 


Целью настоящего параграфа является доказательство того факта, 
что ш ©’ (0)| представляется по формуле Грина тогда и только тогда, 
когда Сб. Таким образом, отправляясь при введении многосвязных 
областей типа 5 от редукции к односвязным областям, мы получаем 


* 
Здесь, как и всюду, предполагается, что граница С спрямляемая. 
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возможность определять 5 при помощи конформного отображения С на К, 
причем полученный критерий (теорема 8) полностью аналогичен тому, 
который деиствует в односвязном случае. 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы функция ш |’ (#)| была представима 
в ре К по формуле Грина, необходимо и достаточно, чтобы 


5 562 (С). 


Доказательство. Предположим, что для ш | ©’ (%#) | имеет место 
формула Грина: 


ше = = ) №199 [2 4 (6) 


Л 


Здесь & ($, ш) — функция Грина области К с полюсом ш. Заметим, что 
включение $’(1) ЕН, (К) — факт, хорошо известный для односвязных 
областей со спрямляемой границей [см., например, (?)] и проверяемый 
аналогичными рассуждениями для конечносвязных областей. Так как 
Н. (К) с (К), то $’) 6О(К). Поэтому наилучшая гармоническая 
мажоранта и (1) функции |ш* | ‹'’ (1) | представляется в А по формуле 
Грина [см. (6), теорема 2 и (11), теорема 4]: 


ви == "|919 45 (7) 


А 


Используя равенство 


, р + 1 
1 [Ф’ (2) | =Ш' | 9’ (4) |= Ш пе! 
легко заключить, что функция 

и (ш) — ш | $' (№) | =и: (№) 


будет гармонической мажорантой в А для ш* и, в силу равенств 


Л 
19” (№) |? 
(6) и (7), получаем, что и, (%) представляется по формуле Грина: 


1 1 98 
ик} Ш" Уи (8) 


а это, как нетрудно заметить, и означает, что 


1 
Е ед (к). 

Доказательство достаточности проводится путем вывода равенства (6) 
из равенств (7) и (8). 

ТЕОРЕМА 7. Е того чтобы Е»(@)с О (С), необходимо и доста- 
и ) ер(К). 

Доказательство. Как и для односвязных областей [см., напри- 
мер, (2)], можно доказать, что для того чтобы ] (2) © Е›((), необходимо 
и достаточно, чтобы функция | /[$ (1)] |? | $’ (№) | имела гармоническую 
мажоранту в К, а это, в свою очередь, эквивалентно равномерной огра- 


точно, чтобы ———— 
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ниченности интегралов 


УФ (%) ИР | $’ (%) | 4 <С, 1 =12, ... (9) 
^7 
Л? — границы областей К), исчерпывающих К [см. (1?)]). 
Докажем, что из (9) следует, что семейство интегралов 


а } 4 р 
| [1 [Ф(%)] 2 | $’ (<) | } дв, о (10) 
Е 
равностепенно абсолютно непрерывно относительно гармонической меры 
контуров А’. Для этого воспользуемся неравенством между геометри- 
ческим и арифметическим средними: 


ое ТУ 197 (6) | ай < а |" 6) | + 1) 49 < 


Е 


< (в) х т [пр (ГИР 19 | +1) 45}. — (4) 


Е 


Используя (9), получаем из (11): 


ое (Убе (В) х Ш [3 


Е 


т ||, (12) 


откуда и следует равностепенная абсолютная непрерывность семейства 
(10) относительно гармонической меры. 


Предположим теперь, что /(2) Е ЕЁ›(@) и т Р(К. Тогда, исполь- 


зуя неравенство 


(ор < т {|7 РВ) |} (у 


и только что доказанную равностепенную абсолютную непрерывность 
относительно гармонической меры семейства (10), убедимся в равносте- 
пенной абсолютной непрерывности относительно гармонической меры 
семейства 


[у [7 (№) | до, ей 


Это и доказывает включение ] (2) 6) (С). 

Пусть Е›(<)< (С); докажем, что тогда Эд 2(Ю)- Действи- 
тельно, в этом случае Е, (@) с О(@) (см. следствие из теоремы 5). 
Поэтому входящая в Ё;(С) функция $’ (2), где ш=(2) отображает 
конформно С на К, будет принадлежать 2 (С) [доказательство для одно- 
связного случая см. в(?)]. В силу конформной инвариантности класса 
р (С), отсюда следует, что 


эы=У®ы«) ЕК), 


что и требовалось доказать. 
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Сопоставляя теоремы 5, 6, 7, мы получаем следующую теорему, 
являющуюся непосредственным распространением на многосвязные обла- 
сти определения односвязных областей класса 5, состоящего в предста- 
вимости |п | $’ (1) | интегралом Пуассона. 

ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы конечносвязная область @ со спрямляе- 
мой границей принадлежала классу 5, необходимо и достаточно, чтобы 
Функция п | $’ (№) | представлялась в области К по формуле Грина. 

Эта теорема может быть доказана и непосредственно. 

Из доказанных утверждений непосредственно вытекают следующие 
предложения. 

ТЕОРЕМА 9. Для того чтобы }(2) Е Е»(С) в области С 65, необто- 


димо и достаточно, чтобы } (2) Е О (С) и \ [71 (0) Ра5 < -{ оо. 
г 

Необходимость следует из теоремы 5 и замечания к теореме 1. До- 
статочность вытекает из теорем 4 и Ти из того, ‚что доказываемая 
теорема верна для односвязных областей [см. (?)]. 

Таким образом, в областях Смирнова существует полный аналог 
теоремы П. Я. Полубариновой-Кочиной, в то время как для произволь- 
ных областей со спрямляемой границей справедлива лишь достаточность 
этого утверждения; при этом уже для односвязных областей известны 
примеры функций 1 (2) © Е» (С), но / (260 (С) [см., например, (?)]. 


ТЕОРЕМА 10. Если } (2) Е Ер(С() в области СЕб и \ и, К 4$ < 
г 
< +, то 1 (а 6 На(6). 
ТЕОРЕМА 141. Если /(2) Е Н.(С) в области ВЕ 5 и \ 17 (© 2 < 
т 
< + ®, то 1 (=) Е На(С). 

Доказательства теорем 10 и 11 следуют из теоремы 9 и из свойств 
функций классов Нр. 

Используя результаты о существовании в многосвязных областях 
однозначных аналитических функций с заданным на границе модулем, 
можно высказать еще следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 12. Для того чтобы при некотором р >0 Нь(С) = Ер (С), 
необходимо и достаточно, чтобы 0< С: | $’ (2 |< С, ЕС, где ш = 
— ф(2) — конформное отображение области @ на круговую каноническую 


область К. 
Поступило 


2, Ш. ВВ 
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А. Ф. ЛЕОНТЬЕВ 


О ЗНАЧЕНИЯХ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА 
В ЗАДАННЫХ ТОЧКАХ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В работе приводятся необходимые и достаточные условия, которым 
должны удовлетворять числа а„ (п =1,2,...) для того, чтобы они могли 
быть значениями в заданных точках )„, расположенных не очень часто, 
хотя бы одной целой функции из класса [о, со) или целой функции из 
класса [о, <3]. 


Введение 
Вопросом построения по заданным значениям в заданных точках 


целой функции конечного порядка занимался ряд авторов. М. Мурсия а 
Винн (1!) доказали, что если 


ЕЕ шп з 11| | : - 
Пт =0, Им = =1, Имп ЗО 
® > ол, | р И со Ш |, | по В | 
и 
О >0 
и =05 ; 
пор Ш, | 


то имеется функция (2) порядка < шах (0, <) со свойством ®(^») = а». 
Макинтайр и Вильсон (?) установили аналогичную теорему: если , 


а ши Е 
Им =р, Ни. 
пс шп | Ав, И оо п, 

и если для фиксированного й круги © центрами в ^»„ радиусов | | ^ 

не перекрываются, то существует интерполирующая функция поряд- 

ка < шах (р, 6). 

Ц. Мурси (3) занимался построением целой функции конечного порядка, 
которая вместе со своими производными до определенных порядков 
прийимает в заданных точках заданные значения (порядки производных 
меняются от точки к точке). 

В работах автора (4) и (5) указаны необходимые и достаточные усло- 

< 
вия, которым должны удовлетворять точки ^м, \и-—> оо, для того, чтобы 
по любой системе чисел {а}, удовлетворяющей (естественному) условию 


о АЕ 
можно было найти интерполирующую функцию порядка < о (т. е. в 


классе [р, о5]). Вот эти условия: 


—_ шп 
о (1) 
и 


5* 
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Ех Ти 

Иша - Г | р, "п = П | Ам — А |. (2) 

п—со т Ат-—Ап!<1 

тп 

Аналогичные условия получаются [что сделано частично в работах ($), 
(7) и полностью — в работе (5)*], если функцию ©(2) искать в классе 
0, со) целых функций не выше порядка р конечного типа и в соответ- 
ствии с этим требовать, чтобы выполнялось неравенство: 


р 
Гав Гоп 
Эти условия состоят в следующем: 


а _ 
п #: 
п, %= По (4) 
пою | и |? А | Ат 
тп 


Г. Трошин (3), (3) подобные условия отыскивал применительно к классу 
функций, аналитических в полуплоскости или в угле. 
`Г. Лапин (0) нашел условия, которым должны удовлетворять данные 
числа ар для того, чтобы в классе [©, <<] или (0, со) существовала 
функция © (2) со свойством: 


© (^) = @т ©’ (№) = ал, ... , © (№) =ак, (п=1,0,,...). 


В настоящей работе рассматривается следующий вопрос. Пусть {^„} 
удовлетворяет условию (1) или (3) и, возможно, не удовлетворяет усло- 
вию (2) или (4). Требуется узнать, какими должны быть числа а„(п = 
—=1,2, ...) для того, чтобы соответственно в классе [0, оо] или [о, со) 
имелась по крайней мере одна функция ©(2) со свойством в (^„) = а». 

Обозначим через 

ш" (ш® =»), и"), ... и, 
те точки из (\„}, которые лежат в круге 


—в 
[2— № | < | а | 
й > 0 — фиксированное число), а через 
0) (04) — а), и, ,.., ея 


— те числа из {аш}, которые соответствуют указанным точкам в силу 
соответствия ^м->ат. Введем величины: 


К 
р (п) 
А, ра ыы ре ОО; И4ь 
ит П (9 — и”) 
Е 
1 


{сумма справа — разделенная разность) и обозначим через В» максимум 
из их модулей. 


С ь 


* Как мне стало известно, подобные условия получены также О. Фирсаковой. 
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ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы при условии (1) в классе [0, со] име 
лась хотя бы одна функция (=) со свойством в (^„) = а, (п=1,9, .. |) 


7 
необходимо и достаточно, чтобы было: 

— ШВ, 

Я _ 

При рассмотрении класса [0, со) величины В„ определяются как и 
выше, с той лишь разницей, что, в отличие от предыдущего случая, 
р Пдннаю > и”) берутся в круге | 2—)„ | 8] |, где > 0 — фик- 
сированное число. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы при условии (3) в классе [0, со) име- 
лась интерполирующая функция, необходимо и достаточно, чтобы было: 


ый 
п о. (5) 


В 


п } 
В частных случаях, когда ^„>0 или | аго), | < 52; Тде’т-= 


целое > р, теореме 2 можно придать другую форму. Именно, в этих 
случаях ранее было показано (в первом случае — в работах (7), (1), а во 
втором случае — в работе (1")), что для существования интерполирующей 
функции необходимо и достаточно, чтобы последовательность полиномов 


Дирихле 
Ри (=) ЕЕ < ВиЕЕ Ч. (»;) ет? (п Е 1, р а ) 
РЕ Та о (У; 
е — РР. 
о 


сходилась равномерно внутри некоторого угла | ато 2 | “и, || >В. 

Идеи доказательств теорем 1 и 2 схожи, однако доказательство 
теоремы 2 более тонкое. По этой причине мы приведем доказательство 
только теоремы 2, имея в виду, что после этого доказать теорему 1 
не составит уже никакого труда. 


$ 1. Доказательство теоремы 2 


> $ 
1. Докажем сперва необходимость условия (5). С этой целью до- 
пустим, что числа а„(п = 1,2, ...) являются значениями в точках Ап 


функции © (2) 6 [0, со). Мы имеем: 


81" © (1) 4 
2 \ | д Е — . 
Ри 561 | а | ( и ) СЕ о 


где 5 >28, ад есть число, которое входит в определение В». Так как 


АН” = 


м | =: [№ |, А, [58 № 
то 
й Ге М-Н, | ры. 
| а и) | и" | | в ро 
(интересен, очевидно, случай а< 1), в силу чего 
ео Г ехр Ю (| № 
АР <“ шах | © | = -хежр 0 (| .Г). 
| К < а9т ГА |9: Ам | оп 
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Из условия (3) находим: 
Ч® = 0((1 + 87 [2% =0(1 №1). 
Поэтому из предыдущего неравенства получим: 
|4 | = ехр 0 ( | №") (*) 


откуда и вытекает условие (5). 

Замечание. Еслиа» = Ё ()„) (п =1,2,...), гдеЕ (2) -- функция, ана- 
литическая в угле «< аго2< В, 3 и<2т, и растущая в этом угле 
как функция из класса [0, со): 


[Е (2) | = ехр Ю (127), 


и если \„ лежат в угле яя: < аге2<В< В и подчиняются условию 
(3), то, дословно повторив предыдущие рассуждения, получим, что при 
малом 6 выполняется условие (5) (5 входит в определение В„ и его надо 
выбрать так, чтобы круги | 2—7, | < 8, | |, 81 >8, содержались в 
угле «< ато < В). 

2. Докажем теперь достаточность условия (5). С этой целью допу- 
стим, что оно выполняется, и установим, что в классе [0, со) имеется 
функция ©(2) со значениями а»„ в точках ^и. 

Возьмем интерполирующий многочлен 


бен Ус (— а В 


т т ЗИ 
принимающий в точках Ш =, „-_ ва) вмачения «0, и оценим 
его по модулю в круге | 2—), | <58|)„|. Так как для 2 из этого 
круга 

"| В = с0п$6 


р’ (п) 


Ея 
1 


и так как, далее, („ =О( | ^,„ Г), то, в силу условия (5), будем иметь: 


| 9» (2) | < 64вехр [0 (| №»[Р)] = ехр О ( [№]. (7) 
3. Рассмотрим какую-нибудь функцию из класса [0, со), имеющую 
в точках }„ простые нули, например, функцию 


Ру 
Л 


у 


где т — целое число >> р и произведение (чтобы у Ё(2) не было кратных 
нулей) распространено по тем 7„, т-степени которых все различны. 
Воспользуемся следующей теоремой (см., например, (1?), стр. 73). Пусть 
Г (=) — целая функция и М (В) = шах | Е (Ве? |. Для любых 9>0 и 
К `>1 существует такая константа Н =Н (1, А), не зависящая от си, 
что неравенство 


шт | 2 (2) |[> -Н.М(В) 
8] л Г В 
имеет место во всем круге | 2 | <-_, исключая, быть может, значения 2, 


лежащие в кружках с общей суммой радиусов, не большей 248. 
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Пусть 7: — произвольное положительное число, и > 0 — фиксированное 
число. Положим А = #(1 + и)’: и будем считать, что 2 находится в кольце 
д 
1 <|2| Е (ыы. 


Мы имеем: 
ВЕ -Ьы Ва -Ь 12|. 

Пусть Е (2) 6 [, со), т. е. М (В) еаВ®. Тогда, согласно теореме, 

ш | Е (2) | > —Н@:М (В) > — НаВ > — На[Е (1 + в | = 
во всем кольце 7 < |2| <(Т-+в)т:, исключая, быть может, значе- 
ния 2, лежащие в кружках с общей суммой радиусов, не большей 
218 = 29 (1 - и) т1. Так как число в = 2% (1 + и) может быть сколь 
угодно малым, то можно утверждать следующее: если Ё (2) Е [о, со), то 
при любом е >0 и ци > 0 существует такая постоянная Н!, не завися- 
щая от т:, что неравенство 


„—Н1|2\9 
Е" (8) 
имеет место во всем кольце г, < |2| < (1-Н ц)л:, исключая, быть может, 
значения 2, лежащие в кружках с общей суммой радиусов, не боль- 
шей е7-. 
Имея в виду оценку (8), разобъем плоскость на кольца Ки: 

ЗЕЯ | < ИО ыы 

& Л в 
шириной < 5-67; каждое кольцо с помощью лучей, выходящих из на- 


чала, разобьем на криволинейные четырехугольники и все это сделаем 
так, чтобы диаметр четырехугольника из кольца К»„ был меньше дг„ и 
чтобы на границах четырехугольников имела место оценка (8). Те че- 
тырехугольники, в каждом из которых содержатся точки из {)„}, рас- 
положим в порядке удаления от начала и обозначим через 0:, О.,..., 
и 

4. Пусть „Е Эт. Положим ут =^ 


Ти? 


ни @р 2 эт 1 к 
Ри (а) = Хе (>) о $т == [@ | т |], &_>>0, 


где сумма распространена по всем )›, содержащимся в Ди. 
Функцию ©(2) будем искать в виде 
со 


© (2) =Е(2) У, Ри(2). (9) 


ТП =1 


Пусть Си — граница Ри. Имеем: 


Ри (2) = = \ —— (= — = | 1% 


7% 


Отсюда, в силу неравенств (7), (8) на С, получим при [2 — Ут| > 
>8|ж|-- 1 оценку: 
| Ри (2) | << 


о. Ули? 
ро зе (11) 


Ут, 


й 


5. Пуеть М = М (г) — наименьшее целое число такое, что 


В = 
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В силу неравенства (11), находим (учитывая, на основании (3), что 
т < пт < [ми = щ[): 


|5. ®|< 52) 


в результате чего получаем: 


| (2) УР. (2) | <1Е (9). (12) 
М 


о [Уи В 


<5(:) <» 


Оценим 
№М—1 


о (2) = № Е(2)Р(2). 
й 
Если [2 —и|>6|ут|-- 1, то, в силу (11), 


© [УР 


еб (2?) . (13) 


В 
т, 


У 


|Ё (2) Р»(2)] < 


Аналогичное неравенство, поскольку РЁ (2) Ри (2) — целая функция, имеет 
место и внутри круга |2 — у. | <6|уш|-- 1. Таким образом, можно счи- 
тать, что неравенство (13) имеет место всюду. Теперь заметим, что 


р и. =) — ехр10 (29) 


х | Ут | 


(в этом можно убедиться, отыскивая максимум функции }(5) = 
= (#). На основании этого, 
| (2) Ри» (2)| < ехр [О (1°?)] 
| (2) < Мехр [0 (#?)] = ехр [0 (2), (14) 


и потому 


ибо (так как | у, |< 2" и М—1< |, [)М=0(т?). Из неравенств 


(12) и (14) следует, что в (2) 6 [0, со), что и требовалось доказать. 


2. Следствия из теоремы 2 


Отметим некоторые следствия из теоремы 2. 

Следствие 1. Пусть )„ расположены в угле < аге 81, 
В, —01 < 2м, и удовлетворяют условию (3). Если имеется функция Е (2), 
регулярная в угле «< атв < В («<< В, < В), причем в этом угле 


[Е (2) [< 2^ в, |2 т 


которая в точках }\„ принимает значения а„, то имеется целая функция 
6 (2) 6 [0, со) со свойством в (^„) = аи (п=1,2,.. у 

Это следствие непосредственно вытекает из теоремы 2, если учесть 
замечание п. 1 $1. 

Чтобы сформулировать следствие 2, обозначим через Ск (& =1,2,..., 5) 
угол с центром в начале раствора меньше 2*. Предположим, что угол С. 
имеет общую часть (общие внутренние точки) с углом С, угол С. — 


с углом Сз,..., угол 4, —с углом Ц, и, наконец, угол С; — с углом С1. 
(К 
Пусть м (т=1,2,...)— точки из {^„}, которые лежат в Ск, и 


( 
а® — те числа из {а„}, которые соответствуют точкам ^® в силу закона 


Л — ап. 
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Следствие 2. Если для каждого а аи 
т 


Л 
(т=1,2,...) являются значениями в точках \® функции Е (2), регу= 
лярной в угле @’,> Су и удовлетворяющей в этом угле условию 


а, 

то имеется целая функция (2) В [0, со) со свойством в (\„) = 
ие (НЕ, 2,1: .). 

Это следствие также непосредственно получается из теоремы 2, если, 
учесть вышеуказанное замечание. 

Из теоремы 2 в качестве следствия можно вывести также следующее: 
утверждение, о котором говорилось во введении: 

Следствие 3. Для того чтобы по любой системе чисел {а„} та- 
кой, что 


|. | ЗеКР=®, пм, (15). 


можно было найти функцию в (2) 6 [©, со) со свойством в (и) = ап, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (3) и чтобы 


^п 
ыы 


^ 


т 


и 

м. а = (= 

и | 2 | А и-—Ап < 81 РА 
тп 


(4). 


Докажем сначала достаточность условий (3) и (4). С этой целью до- 
пустим, что они выполняются и что имеется система чисел {а} со свой- 
ством (15). Нам надо показать, что тогда будет выполняться условие (5). 


Оценим величины 
(п) (т) 


(п) о 
Ак’ = р м * 


Е 
р=1 му 
И ( и 
1=1 7 
1 


Заметим, что так как р”) и у” лежат в круге [2— Л | < 68|}, в силу 
чего |") | > (1 — 8) |. и |” — 09 [< 28 №1, то 


25 , 
Ее 


с 25 
Пусть 6 таково, что Е 


держатся в круге ГАИ |9 | а при малом 01 для любой точьи 


2 из этого круга имеем: 


<4.. При таком 6 точки и целиком со-- 


Следовательно, произведение, стоящее под знаком суммы в знамена- 
теле, по модулю будет больше величины 1 (и), которая, согласно (4), 


= [е) 
имеет оценку снизу вида е 9(1^""`. Если теперь учесть (15) и то, 
что || < 2 |\„|, #Ж<4,=О0 (№7), то для А“ получим оценку: 


| д Е ь (т из которой следует условие (5). По теореме 2 отсюда выводим, 
что интерполирующая функция существует, что и надо было показать. 
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Докажем теперь необходимость условий (3) и (4). Для этого допустим, 
что по любой системе чисел {а„} со свойством (15) можно найти в классе 
[0, со) интерполирующую функцию ©(2). Пусть, в частности, деф, 
а, =0 при п>1. Тогда для функции 0(2) из класса [р, оо) точки 
^,(п=2,3,...) будут нулями и потому должно выполняться условие (3). 

Предположим теперь, что условие (4) не выполняется. Из этого будет 
следовать, что найдется такая подпоследовательность {т»} целых поло- 
жительных чисел, для которой 


Пт = = ©. (16) 


Числа т; мы будем считать столь редкими, чтобы круги радиусов 
5 |Лт,| с центрами в т, (й =1,2,...) не пересекались между собой. 

Положим ат} = 1(%=1,2,...), в=0 при п т» и обозначим 
по-прежнему через (2) [0, ©) соответствующую интерполирующую 
функцию. Так как аи = © (и), © (2) 6 [0, со), то, приняв во внимание не- 
равенство (*) из $ 1, получим: 


1 (ту) } 
зо = |Чик | Ви, = хр 0 (2). 
К 


Но это противоречит соотношению (16). Следовательно, условие (4) должно 
иметь место. Следствие 5 полностью установлено. 


Поступило 
21.1.1957 
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Г. Х. СИНДАЛОВСКИЙ 


НЕКОТОРЫЬТЕ ВОПРОСЬТ НЕПРЕРЫВНОСТИ 
И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе вводятся понятия $ф-непрерывности и ф-дифференцируемости 
измеримой функции и изучается их связь с обычной непрерывностью и 
дифференцируемостью на множествах положительной меры. 


Введение 


В этой работе мы изучим некоторые условия, позволяющие установить 
непрерывность или дифференцируемость измеримой по Лебегу функции 
71(5)* на множестве положительной меры. Эти условия являются своеоб- 
разными обобщениями понятия непрерывности и понятия производной. 

Введем основные обозначения. Определим первую и вторую разности 
7 (2), положив 


Ау (2, й) = 7 (2—9 (#)) —1(#—5(®) —1, 
АЗ(т, 1) = (в —+(®) +в) —2/#—9(1)) + 1е— (в) —), 
где Ф(й) — функция-сдвиг, определенная в правой окрестности нуля 
(0, 8), 8 >0. Всюду в дальнейшем будем считать, что ф(й) измерима и 
Ишф (й) = 0. 
й- 
Е в точке х для /(7) выполнено условие 
щи: == 
В+ 0 


или 
т Де (2, 1) =0, 


1-0 
С . т Ой о С 
то мы назовем Я х1-непрерывной или, соответственно, ф’-непрерывноий 


в точке х. Аналогично определяется Ф-дифференцируемость: 


р а. 
т == И > НЯ: 
в>0 


Известные виды симметрической, левой и правой непрерывности полу- 


чаются соответственно при О ОЕ Ф(й) ==0, Ф(й) = —й (для пер- 


* Функцию {(2) будем считать определенной на интервале (0,1) и конечной всюду. 
** При рассмотрении совокупности № точек х мы считаем ф (й) от х не зависящей. 
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вой разности Д?(х, /)). Случан стремления к нулю симметрической, а 
также односторонней (левой или правой) вторых разностей получаются 
аналогично при разных $(#) для ДЗ (5, #) 0 (й-—>0). Понятие $-произ- 
водной охватывает, естественно, случаи симметрической, а также левой 
и правой производных. Мы не будем требовать, чтобы й пробегала обя- 


зательно все значения в правой окрестности нуля. Пусть #60, где 


(0) — совершенное множество с левым концом в нуле. Тогда выражение 
‹/(2) является Ф\'-непрерывной на множестве Ё» надо понимать так: 
Д? (х, й) —>0 при ЕЁ и й—>0, причем й стремится к нулю, оставаясь 
на О, где Ф(й) и О одинаковы для всех точек множества Ё. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что нуль является точкой 
правосторонней плотности множества (©. Ясно, что из непрерывности в 


точке следует 9!- и $*-непрерывность в этой точке. Обратное утверждение- 


для единичной точки, конечно, не имеет места (например, точка сим- 


метрической непрерывности* функции не обязана быть точкой обычной. 


непрерывности). 
Функция может быть ©-непрерывной или 9-дифференцируемой для одних 


видов ф(й) и не обладать этим свойством для других видов Ф(Й). 


Будет показано, что при некоторых условиях, наложенных на © (й), из $1 - 


непрерывности или из 9“-непрерывности] (2) на множестве Ё положитель- 
ной меры следует обычная непрерывность ](5) почти всюду на Е (тео- 
рема 1), а из Ф-дифференцируемости следует существование почти всюду 
обычной производной (теорема 2). 

Теоремы 1 и 2 будут обобщать, в частности, следующую теорему: 

пусть измеримая на (а, 6) функция }(т) является симметрически не- 
прерывной (или дифференцируемой) на множестве Е точек х, Е с (а, 6), 
шез Ё > 0. Тогда }(х) непрерывна (или дифференцируема) в обычном смысле: 
почти всюду на множестве Е. 

Эта теорема для случая симметрической дифференцируемости была: 
доказана А. Я. Хинчиным [см. (*)]. Перечислим другие известные автору 
результаты, имеющие отношение к данной работе**. Ф. А. Кабаковым 
(неопубликованная диссертация) было доказано, что из стремления к нулю. 
второй односторонней разности ] (х -- 21) — 27 (х- 1) + 7 (2) при #-—>0 на 
множестве Ё следует непрерывность /(52) почти всюду на Е. Для одно- 
сторонней первой разности аналогичный результат получается очень просто, 
что отмечено Н. Н. Лузиным [ем. (*), стр. 322]. То, что из односторон- 
ней дифференцируемости следует обычная дифференцируемость почти всюду, 
следует из известной теоремы Данжуа о производных числах. Перечислен- 


* Функция называется симметрически непрерывной в точке х, если 


+) ©] 


Симметрическая производная определяется следующим образом: 


й / р \ 
Г, (©) = т уве , 


Ж* 
Ранее [см. (6)] автором были изучены некоторые вопросы $?-непрерывности. Не- 
которые результаты данной работы были опубликованы без доказательства [см.(?)]. 
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ные результаты являются следствием доказанных в настоящей работе 
теорем 1 и 2. 

В основных теоремах работы мы будем требовать от сдвига ф (№) на- 
личия определенных свойств, касающихся отображений функцией ф(#) 
множеств положительной меры. В вопросах непрерывности (теорема 1) мы 
накладываем на Ф(й) одно из следующих требований: 

условие /[: ф(й) удовлетворяет условию Липшица на [0,8], 5 > 0; 

условие а: Ф(й) — неубывающая положительная функция на интер- 
зале (0, 5), 5 > 0, удовлетворяющая условию Ф(й) < СЁ, где С — некото- 
рое положительное число: 

условие В: $Ф(1) — дифференцируемая на (0,5), 6>0, функция, у 
которой $’(й) положительна и не возрастает на (0,0) (при этом допуска- 
ется случай м $’ (й) = - со)* 

л-0 


Как мы увидим, условия Г, х, В можно охватить одним общим услс- 
вием 5с**, и теорема 1 будет доказываться в предположении, что ф(й) 
удовлетворяет этому последнему условию. Определим свойство с. 

Будем говорить, что ф(й) (на 0, 6)) обладает свойством 9., если для 
некоторого постоянного 0, 0<р< р существуют последовательности 
а:—>0, 6:0, О<а <В; «5, удовлетворяющие условию: каково бы ни 
было замкнутое множество Р с [а+, 6:], для которого 


СР (а., 
Е. ее 6% 


будет выполняться либо неравенство 


‚либо неравенство 


а. [$ (#[ 


< 


тде ф(#) ==(1) + ^**** (выбор между ф и ф может зависеть от Р). В вы- 
бранном неравенстве знаменатель предполагается не равным нулю. 

В вопросах дифференцируемости (теорема 2) будет фигурировать или 
одно из условий «, В, или совокупность условий 5,, ба, которые форму 
‚лируются следующим образом: 


* Наряду с функциями ф (1), удовлетворяющими условиям о или В, можно было бы 
рассмотреть такие ф (#), для которых [— $ (1)] удовлетворяет условиям @ или В (в во- 
просах со второй разностью Ду (х, й)), или такие, для которых [-—Ф (1) — 1] удовлетво- 

Ф 
ряет условиям « или В (в вопросах с первой разностью Д? (2, 1)). Переход от } (2) 
к /(—2) позволяет свести рассмотрение этих новых Е (№) к случаю условий 
‚хи В. Подробнее на зтом мы не останавливаемся. 
** Это будет следовать из лемм о. 

*** Под СФ мы всегда будем понимать дополнение © до (0,1) для любого мно- 
жества ©. 2 

**** Символы ф (©), $ (©) и т. д. обозначают образ множества ‹ при отображении, 
‚осуществляемом соответствующей функцией. 


398 Г. Х. СИНДАЛОВСКИЙ 


Условие 5: каково бы ни было замкнутое множество Р, для кото- 
рого нуль является точкой плотности, либо множество $1 (Р), либо мно- 
жество Ф\"(Р)* имеет справа в точке нуль положительную нижнюю 
плотность. 

Очевидно, Ф 1 (Р) и ф"(Р) — измеримые множества, что легко следует 
из определения измеримости функции. 

Условие „5: существуют такие числа о, 0 <р<1,иб > 0, что для 
каждого 66 (0,2) и каждого замкнутого множества Р < [0, 6], у которого: 


шез Р р 
>1— р, будут выполняться либо неравенства 


Ь 

штезо (Р) 
бор [9 (®) ен и | (#) [> 56, 
0о<А<Ь 

либо неравенства 
ри зар | $) > 06** 
зир |4$(#) << 
0<®< 


(сзависит лишьотф (#)). Например, $ (#) == С" (х > 0) удовлетворяет усло- 
виям ба и ба (см. $4). 

Теоремы 1 и 2 справедливы для некоторых видов Ф(й) с неограничен- 
ным г так как они верны при 2(й), удовлетворяющих условию В. 
Как будет показано на примере, теоремы 1 и 2 перестают быть верными, 
если в условии х ограничиться требованием ох (й) < СЁ (без монотонности 
функции Ф(й)). Именно, мы построим 95-непрерывную (и $-дифференци- 
руемую) на Ё, шез ЕЁ >> 0, функцию /(2), которая, тем не менее, будет 
разрывной всюду на Ё, причем сдвиг Ф(й) можно подобрать таким, чтобы 


* о 1(Р) есть совокупность всех точек й, которые отображаются во множестве Р 
функцией $ (1). Аналогично определяется $-1 (Р). 


** Условие 65 сильнее условия 5,. Если функция $(й) удовлетворяет усло- 


вию 5 с постоянной р, то она удовлетворяет условию 5, с постоянной 5 . Действи- 


тельно, для каждого 0;, где 6, — 0 — любая последовательность (см. определение 5’), 


26; 
положим а; = и. Если теперь взять множество РС [а;, 6;], удовлетворяющее 
условию 
шез СР (а., &) 

Е - 5 ( 1 = ё = ь ), 

то 
5% ИР шез Р 
шез Р =6, —а,—шез СР(а,, 6,) > 6, —а, — > = ПВ, о 
1 
Согласно условию &‹, либо 
шез ф (Р) е 
зир |3) 222 

01; 

либо 
тез $ (Р) 


ар, 1$) >:>5 


6: 


Это значит, что выполнено условие 5, с постоянной -Р_ 
я р = 
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^1(^) < 5(®) < ^>(1) с любыми наперед заданными монотонными и непрерыв- 
ными ^1 (й), №» (№) И № (1) =0, 1 = 1, .2) (см. $ 3). В полученном примере ф (й). 
=> 0 


будет иметь только счетное число разрывов. Аналогичного примера с 
непрерывной на (0, 6) функцией Ф(й) построить не удалось. (Если счи- 
тать, что №60, где © — совершенное, нигде не плотное в окрестности 
нуля множество, то в построенном примере можно, согласно С-свойству 
Н. Н. Лузина, считать ф(й) непрерывной на 0.) Можно также построить 
(см. $5) функцию / (2), имеющую обыкновенную производную и не имеющую. 
ф-производной на множестве положительной меры. В этом случае ф (й), 
может быть взята любой наперед заданной непрерывной функцией, у которой. 


п ГФ (1) | 


= ©. 
а В 


> - 
= 


Будет установлено, что для Ф-производных чисел неверна теорема, 
аналогичная теореме Данукуа об обыкновенных производных числах. 

Для тех видово (й), для которых верны теоремы 1 и 2, естественно возни- 
кает вопрос о возможности существования несчетного множества (меры нуль. 
точек разрыва или точек отсутетвия производной у ф-непрерывной или у 
ф-дифференцируемой функции /(5). Для симметрической первой и второй 
стремящейся к нулю разности (и для случая симметрической дифферен- 
цируемости) мы построим (см. $3) примеры с несчетным множеством точек 
разрыва (точек отсутствия производной). В качестве одного из следствий! 
теорем, доказываемых в работе, мы получаем следующий результат: пусть. 
для каждой точки хе Ё, шез Ё > 0, существует множество (,, имеющее 
в точке 1 плотность единица (хотя бы одностороннюю), причем для раз-— 
личных 1 множества О». конгруэнтны; пусть, далее, функция /(5) имеет 
производную (или непрерывна) по множеству Ох в каждой точке множе- 
ства Е. Тогда /(х) имеет обычную производную (или непрерывна) почти, 
всюду на Ё*. 


$ 1 

Докажем несколько вспомогательных лемм. 

ЛЕММА 1. Есла /(42) — функция, измеримая по Лебегу на (0,1), то 
существует измеримое по Борелю множество В с: (0,1), обладающее сле- 
дующими свойствами: 1) тез В =1, 2) /(2) измерима по Борелю на В, 
3) для каждой точки &ЕСВ (если СВ не пусто) можно подобрать после- 
довательность точек с; х(1— со), «6 В, такую, что пи Ио (2 


1—0 
Доказательство. Возьмем последовательность совершенных мно- 
жеств Р,СР,...С Ра... и последовательность функций ]» (2) таких, 


что /,(2)=/(2) на Р,‚, где }» (2) — непрерывные функции на (0,1); 


тез м Р,„ =1. Это можно сделать в силу С-свойства Н. Н. Лузина. 


П=1Т 


* Это утверждение можно усилить, а именно, потребовать от О, не плотности 1 
справа в нуле, а лишь положительной нижней плотности справа в нуле для диффе- 
ренцируемости и положительной верхней плотности справа в нуле для непрерывности. 
Этого мы не будем доказывать. Если требовать лишь того, чтобы множество О. было» 
2-й категории (плотности 0), то утверждение перестает быть верным (см. $3). 
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Положим В: = я Р„. Очевидно, 11а /„ (2) =/(2) для каждого 6 В;. | 


п=1 
Функция / (2) является пределом последовательности непрерывных функ- 
ций на измеримом по Борелю множестве В, и, следовательно, измерима 
по Борелю на В. Пусть множество СВ; не пусто. Рассмотрим график 
функции у=/(2), определенной на множестве СВ;, т. е. плоское мно- 
жество О’ точек (х, у), где х@СВ;, у = / (1). Если О — бесконечное несчет- 
‘ное множество, то выделим в этом множестве счетное подмножество В < О, 
всюду плотное в 0. Пусть А, — проекция А на ось г. В, — счетное 
‘множество, следовательно, /(5) измерима по Борелю на ИА, и на В = 
—=В, + В., причем шез В = шез В, = 1*. Предположим, что СВ не пусто. 
Пусть 2, — любая точка из СВ, 2 Е СВ;, (4%, ] (4,)) Е О. Возьмем последо- 
вательность (сх, / (с+)) 6 В такую, что (сх, ] (с:)) -> (5, ] (2о)). Это означает, 


что с:->2, Шт] (с) = 7 (0), «6 В. с В. Итак, множество В удовлет- 
1—0 


‘зоряет требованиям леммы. 

ЛЕММА 2. Пусть функция ](1) измерима по Лебегу на (0,1). Пусть, 
‚далее, выражения 

А, (2,1) = (+ №) —2/(® +/(@&—"), 
А, (2.5) = —1#—, “М 

(и вообще А. (х, №). а (№) и А! (х, #)-а(Ё), где а(#) — непрерывная на (0,1) 
функция) рассматриваются для значений хи й (в > 0), удовлетворяющих 
тому условию, что т—й, хх Й (для случая А.) или т, ф—® (для слу- 
чая А!) одновременно принадлежат множеству В с (0,1), определенному 
в лемме 1, и ВВО (0 — совершенное множество с левым концом в нуле). 
Обозначим соответствующее плоское множество точек (х, й) через Ш. (или 
р). Тогда перечисленные выражения измеримы по Борелю по совокупности 
‚переменных т,й на плоских множества О. или 01**. 

Доказательство. Рассмотрим функцию Ф, (5, #) ==7(х +) для 
значений О<%х<1, 0<й<1 —х, т.е. для х и й, удовлетворяющих 
‘неравенствам О<х<х+1<1. Ф,(х,А) определена в открытом тре- 
угольнике Т плоскости (7,1) с вершинами в точках (0,0), (0,1), (1,0). 
Пусть множество В удовлетворяет требованиям леммы 1. Функцию Ф, (х, й) 
будем рассматривать лишь на плоском множестве М, с Т точек (х, А), 
для которых 2 -- РЕВ, т. е. на множестве тех прямых, параллельных 
гипотенузе Г, которые пересекают ось х в точках множества В. Имеем: 

Ф, (2, ®) = 2+0) =) 

‚для точек прямой х-- й =с, сЕВ. 

Т можно представить суммой счетного числа замкнутых прямоуголь- 
ников ПЦ, где П; имеет сторону, параллельную гипотенузе Т: 


т=Уп.. 


1=1 


* Если О — конечное или счетное множество, то мы положим В = 0, и тогда В= 
= (0,1), т. е. СВ пусто. 

** При этом Ш» лежит в открытом треугольнике Т› с вершинами (0,0), (> ь 5) 
(1,0), а р, —в открытом треугольнике Т, с вершинами (0,0), (1.1), (1,0). 
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М.П; — плоское множество, состоящее из отрезков, параллельных сторо- 
не П;. На каждом таком отрезке функция Ф, (х,й) постоянна, а на от- 
резке, ему пернендикулярном, функция измерима по Борелю, так как 
получается сжатием с коэффициентом #й = соз = из функции / (5), опре- 
деленной на В. Нено, что Ф, (5,й) измерима по Борелю на М.П; как 


функция двух переменных, а следовательно, она измерима по Борелю и 
со 


на М, = № М№,П;. Аналогичное утверждение имеет место и для функции 
е=1 


Ф, (2, )=/ (2—1) (#— ЛЕВ, О<1<#<1 


в треугольнике (0,0), (1,1), (1,0) на некотором множестве №. Ясно, что 
функция /(2), не зависящая от /, будет измерима по Борелю как функ- 
ция двух переменных хи й на множестве К вертикальных прямых 
1 = с01$5, 6В. Таким образом, функции } (д + #) — 2/(2) + /(2—№) и 
7 (2)—7 (5—1) измеримы по Борелю соответственно на множествах №, . №. К 
или №, .К(т.е. когда все три точки 2-й, х, х—й или две х, х—й одновременно 
попадают на В). Но й должно оставаться на 0. Это равносильно рас- 
смотрению наших функций на пересечении №, -М№..К или №,-К с плоским 
множеством (” параллельных прямых й = 015% (#6 0). 0’ измеримо по 
Борелю. Положим 


Мода. О = ОУ, 


Ясно, что 0). СТ. О, с Т,. Умножение любой из рассматриваемых 


двух функций на р й > 0 (и вообще на непрерывную функцию а (й)), 


не изменяет ее свойства быть измеримой по Борелюна /). или 0. 
ЛЕММА 3. Пусть 7(1) измерима по Лебегу на (0,1), ах (#) непрерыв- 
на на множестве О *, Ито(®) =0. Если Аз (5,1), или АТ (1), или 
п —>0 


А} (=, в) 
—=— 
шез Ё > 0, то существует совершенное множество Ро Ё, на котором 
это стремление будет равномерным по х, если #й —0(# 60) таким обра- 
зом, что х— (В) + 1, х— $ (1), #—9(#) —1 (или х — (1), 2— Ф(®) — 1) 
будут оставаться на множестве В, удовлетворяющем условилм леммы 1 
Мера Е —Р может быть сделана сколь угодно малой. 
Доказательство. Проведем рассуждение лишь для Аз (х, №) (для 
других функций, упомянутых в лемме, доказательство аналогично). Рас- 
смотрим Д, (5, №) на множестве 0), определенном в лемме 2. ). лежит 


Л й 
в открытом треугольнике Т.: (0,0), (>, =), (1,0), А,(х,й) измерима 


по Борелю на 05. Сделаем преобразование переменных х=Я— (И), 


** стремится вк 2(х) *** при #-—>0 (й>0), АЕО, для жЕЕ, 


* Считаем ф (1) непрерывной в каждой точке множества О по этому множеству. 
О удовлетворяет условиям леммы 2. 

** И вообще функция вида Д$ (2, №) -а (й) или Д? (2, )-а (1), где а(1) непрерывна 
для й_›>0. 

*** В вопросах ф-непрерывности в (2) ==0 длях 6 й. 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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й —=/, т. е. непрерывный сдвиг, зависящий от 1. При этом О» перейдет 
в множество 0». В силу непрерывности сдвига всякое измеримое по Бо- 
релю подмножество /)» перейдет в измеримое по Борелю подмножество 
р’. Имеем: 

А, (2, 1) = А, (2 —9(1), №) = 4$ (2,1), 


ыы * 
т. е., по лемме 2, Д;(2,№) измерима по Борелю на 0». Если хЕЁ, а 
ь * 
й —>0 так, что (7, №) остается на 05, то это равносильно тому, что 
м А? (5х, й) = 0 


р 0 
при условиях: 


хеЕ, №6О, х—Ф()--ВЕВ, х—Ф()ЕВ, х— (В) — ЛЕВ. 


Г. П. Толетовым [см. (1)] доказано, что если функция 2(5, №), 26 (0,1), 
измерима по Борелю по совокупности переменных на плоском множестве 5 и 
Пи а =) 
по, (х Е 
(для ЕЁ, шез Е > 0), то можно подобрать сколь угодно близкое по 
мере к Ё совершенное множество Р с Ё, на котором стремление 2(х, й) 


—2(5) (й > 0) будет равномерным по х (т. е. верна теорема Д. Ф. Его- 
рова). Считая здесь 


5=0,, . 2(х, 1) = А? (т, В), 


получаем утверждение леммы 3. 

ЛЕММА 4. Пусть $(1) * — монотонно возрастающая, непрерывная на 
[0,5] функция, Ф(0) =0, у которой $'’(№) монотонно не возрастает на 
(0,5) (т. е. выполнено условие В). Тогда для каждой точки 6Е(0,5) и 
любого 9, 0 << 1, можно найти такое а (0,5), что для любого зам- 
кнутого множества Рс [а,6], удовлетворяющего условию 


шезСР (а, &) 


Е <з(9) (для всех, а <: <Ь), (1) 
будет выполняться неравенство 
тез о (Р) тшезо (Р) 
— т 
30-0 = `э® 7% 


где (1) зависит лишь от 1. 


Доказательство. Так как Ф(й) непрерывна, то можно найти та- 
кую точку аЕ (0, 6), что 


$ (а) = ——".9 (6) (2) 


(ясно, что можно считать 7 близким к 1). Пусть =. 4 —- Покажем 
р ы ? 
что эта точка а удовлетворяет требованиям леммы. Сделаем два замечания: 


1) если два множества А с (0,5) иВс (0,2) расположены так 


‚ ‘что 


* Если ф(й) удовлетворяет условиям леммы 4, то ф (1) ==ф (#) -- удовлетворяет 
тем же условиям и для нее верно утверждение леммы. 
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зир А < ШВ и шез А > шез В, то тезф(А) > шезо(В), так как 


шезо (4) — \ Ф' (1) 4 > \ ©’ (п) ай — шезф (В), 
А В 
в силу монотонности $’ (й); 


2) если Ас (0,5) и интервал (е, /) < (0,2) таковы, что е< ША и 
тез (е, /) = шез А, то шезо((е,/)) > шезо(А). Действительно, 
? 


шез $ ((е,7)) =\ = \ уфай+ \ эфа> 
е А-(е,7) (СА)(е,7) 
> \ ф’ (В) ай -- \ ф’ (й) ай = \ ф’(#) 4 = шезф (А). 
А. (2,7) А— 6) А 


Здесь мы использовали замечание 1) с учетом того, что 
шез (СА) (е, /) = шез (А — (е,/)), а зар(СА).-(е, /) Зи (А (е,]))- 


Перейдем к доказательству леммы. Рассмотрим отрезки А, = [а, 24], 
м Я ИС 7 о 


(п Лаз < (п-+ 2) а; ®(а) > шезо(А,) > шезо(А.) >... > шезф(А»), 


согласно замечанию 1). Отсюда, в частности, следует: 


3 
2 (а) + >) шез (А+) < 4$ (а) <2(0), 
ие. —. и 


Пусть множество Рс [а,6] удовлетворяет условиям леммы. Введем 
функцию / (5) = шез (СР). (а, 5) на [а,6]. Она непрерывна и монотонно 
не убывает. Имеем: 

М (а) =0, М (5) = шез (СР). (а, 6). 
Согласно условию (1), 
М (1) <ех (3) 
(< выберем в дальнейшем в зависимости от 7). Определим точки 
< Фот 
следующим образом: 

а) если тез (СР)-(а, 6) > 2за, то полагаем си == а; с» найдем из условия 

тез (СР). (сл, с>) = ®-24 ‚сз определим так, чтобы шез (СР. (с. Св) == ват. ДЬь, 
ште8(СР). (сие) ='еа, =, 9,...,Г, 
с <, шез(СР)- (с,41,6) < га. 
Если при этом шезСР (с», 6) < за, то будут определены лишь с: =а4, 
с. (7 = 1). Покажем, что 
| ме = Фе (4) 
Для г=1 это очевидно. Для # = 2 имеем: 
шез СР (а, с») = 2за = М (с>) < гс», 
ше. 2а<6 лиг -2, 50 
1—1 


шез СР (а, с) =теь СР (с1, >) № тез СР (су, с; 41) = 2за--(Е— 2) вза= ва, (5) 
12 


шез СР (а, с+) = М (с;) < вс. (6) 


Сравнивая (5) и (6), получаем 14 < сь, т. е. формулу (4). 
6* 
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6) Если шезСР (а, 6) < 2ва, то полагаем с: = а, с» = Ь. При ё=1 не- 
равенство (4) очевидно. При {=2 имеем: 24а < 4а < 6 = с». Итак, нера- 
венство (4) выполнено во всех случаях. При этом ясно, что п 27. 

Введем отрезки с) = [ка, ка + шез (СР)- (ск сала == 1, рн, Г. Так 
как шез (СР). (ск, сь1) < 2ва, то бкс Дх (считаем 2 < 1, шез а, =2а, 
шез ох = за при А -Е 1). В силу (4), имеем: п (СР). (ск, ск4а) 2 ск > а. 
Так как шез (СР). (ск, ска) = шезсх, то, согласно замечанию 2 

тез (СР. (сх, ск+1)) < шезф (к). (7) 
Оценим шез $ (СР.(а,5)). Используя (7), получим: 


шезф (СР. (а, 6)) = 2 тез о (СР (ск, ска) 


Е=1 


Вы. 


+ шезо (СР. (с,-+1, 5)) < 2, шез (4) -- шезф (СР. (сии, 6)) = 


К=1 


р 
= шезф (1) - № шез$ (сл) + шезз (СР. (с, 6)). (8) 
к-2 
В силу замечания 1) *, получаем: 


шез ф (с1) < 2е$ (а), (9) 
1 
так как отрезок ©: в -_ раз меньше [0, а] и расположен правее отрез- 
ка [0,4]. 
Положим 


+ = А, — ск он 
Тогда шез [, >. (1 — 2з) а. Так как 


= 


те$ сх: < га < г = 163 [3 
и с,:: расположен правее [,, то 
шез ф (+1) т ШезФ(1) (&=1,2,...,г— 1). (10) 
Таким же образом получаем: 
шезз (СР (с,41,6)) < =.2 (а). (11) 
Из (8) — (11) и равенств [: = А, — ох имеем: 
ы 
тез ф (СР (а,6)) < 2=.9 (а) Ето. У; шезо (1)  -Ф(а) < 
К=1 


|5 


.< Ззф (а) т ее: 5=`Ф (5), 


так как 
ут 
тез р Ф ([.) < $ (65). 
К=1 
Используя (2), находим: 


р 4 — НИ 
шезф (СР (а,6)) < 3-=- 57.9 (6) +100) = (3—5 +) 95), 


* Если зар А = ШЁВ и шез А = ® шез В (6 >> 0), то шез о (4) = ® шез Ф (В). Для 
целых © это сразу вытекает из замечания 1). Для рациональных « это получается 
разбиением Л и В на целое число множеств одинаковой меры, а для иррациональных 
« — переходом к пределу от рациональных « с использованием непрерывности ох (1). 
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шезф (Р) = $ (5) — 9 (а) —шезф (СР (а, 5)) > 


5 
ой 


если подобрать з = (7) настолько малым, чтобы 


1 и _ 1—4 з 
(5-2). а 


было положительным (а это можно сделать, если учесть, что а 

Итак, шезф(Р) >> Ф(5)-1, и лемма доказана. 

Следствие. Из леммы 4 следует, что если функция $Ф(й) удовлет- 
воряет условию В, то она удовлетворяет условию 5. (с постоянной р = 
— пи (е (9), 7). 

ЛЕММА 5. Пусть $ (й) монотонно не убывает на (0, 5) (Итф (й) = 0) и 

й—>0 


удовлетворяет условию ® (й) < С (С > 0). Тогда ф (№) обладает свойствами 
/ и 
с» За, За. 
о ’ 
Доказательство. Достаточно доказать выполнение свойств фа и 
5а, так как свойство 5. слабее свойства 95а (см. введение). Функция 
ф(#) =Ф(1) - # монотонно возрастает. Нижнее производное число Оф не 
меньше 1, так как До (1) >0. Поэтому 
тез ф(Р) >. шез Р 
для любого замкнутого множества Р на [0,6] (можно было бы брать 
тез $ (Р), так как образ замкнутого множества к монотонных функций 


измерим *). Докажем свойство 5%. Положим р =. Пусть 
БЕ (0,8), РЕПО, тр 
Тогда | 
шез $ (Р) > шезР>а—вь $ <(С-+Юь ФО<С+ОЬ, 


в д -& 
пез $ (Р) р. Са _ = | 
ро, бо о» 4(6) ато (в > в. 


Свойство 5) доказано. Докажем свойство 5. Пусть замкнутое множест- 
во В имеет в нуле плотность 1. Надо доказать, что ф 1 (В) (заметим, что 
ф 1 — однозначная функция) имеет справа в нуле нижнюю плотность по- 
ложительной. Предположим противное. Тогда существует такое 66 (0,5), 


что 
шезф 1 (А. (0, (5)) < 0,16, 
а 
шез СК. (0, $ (6)) 0,1 
Ее в 
Тогда 


тез СА. (0, $ ()) = шеф". (СВ (0, $ 6) > 


6 
> шезф (С.(0, 5 @))) > 0,% > 0,9. 50%, 


* См., например (?), стр. 184, лемма 3. 
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тез СВ. (0, 4 (6)) 0,9 
у (6) С-1? 


что противоречит неравенству (12). Свойство 5”а доказано. 

ЛЕММА 6. Пусть 9(1) удовлетворяет условию Липшица на [0,5] 
(Ф (0) =0), м. е. |$(.)—9(%)| < С] — №] д4я №, № 610,5], где С — 
постоянное число. Тогда Ф (#) удовлетворяет условию 5, (и, следова- 
тельно, 5%). 

Доказательство. Заметим, что в силу непрерывности ф(й), все 
фигурирующие в доказательстве множества будут измеримыми. Пусть 
$е(0,5). Из двух и Ф (6) и $(6) =3(6) +В хотя бы одно по мо- 


дулю не меньше ых Пусть 7. (й) — та из функций 9(1), Ф(№), для ко- 
торой 
Ь 
^ (5) |->, (13) 


и пусть замкнутое множество Р с [0,6] удовлетворяет условию 


тез - 


>1— В 


(о — ЕВ т =) ‚ад, = (ак, бк) — смежные интервалы Р относитель- 
но (0,65). 
Имеем: 


пез ^ (5%) < (С+П. 16. — ак! ь (14) 
так как тез» (8%) = (&,) —^ (6) < (С-+1&—&| < (С++). —ак|, 


где & и & — точки наибольшего и наименьшего значений ) (й) на [ах, 6х]. 
Учитывая (14), получим: 


со 


шез ^ (СР.(0, 5)) < У. шез» (5,) > У (С-- Юшез8, = 
К=1 


= (С+0-шезСР- (0,5) < (С +1), (15) 
тез” ((0, 6)) < шез (Р) -- шез” (СР. (0, 5)). (16) 
Из (16), (15) и (13) выводим: 
шез 7 (Р) тез 7 (Р) — тез? ((0, 6)) — шезл (СР.(0, НЗ 
зир |^(1)| ”” шез Х ((0, 6)) тез ^ ((0, 6)) 
0<<Ъ 
Ь ь 
__ _ (©4056 — тех: 4 1 
>! тез Л ((0, 5)) И > 1 ей" в: 
7 


и, кроме того, 


, ь 
а, а 5 >55. 


Лемма доказана. 


ЛЕММА 7. Пусть функция $(1) обладает свойством 5. Пусть 2 
лвллется точкой плотности замкнутого множества Т, а последователь- 


ИЗМЕРИМЫЕ ФУНКЦИИ 407 


ность 2;—2 (]—> 0). Тогда можно выбрать такое ЕО (0 — фиксиро- 
ванное замкнутое множество плотности 1 справа в нуле) и такое 1, что 
либо 


д - № ЕТ, жж Ра 6Т, Ню () =ю--()ЕТ, (47) 


либо 
2: — ЕТ, ж-- №6Т, м Ф(в) ЕТ (18) 


(о и |2— 22| могут быть выбраны сколь угодно малыми). 
Доказательство. Возьмем 6, >>0 (из определения 5‹-свойства) 
таким малым, чтобы для любого &, ОЕ 3, + 2М, где 
М= тах | Г т (|, и |Ф (1) | 
0<^= << 


выполнялись неравенства: 


СТ- (&, 8, е : о 
< 15 : < 8 г 


(число 07, О«<р< 1, взято из определения 5,-свойства). По фиксирован- 
ному 6х найдем число а„6 (0, 6,), удовлетворяющее требованиям свойства 5. 


Далее, из последовательности {х;} выбираем х; столь близко к 2, чтобы 
выполнялись неравенства 


[21—23 |%—#2| < К, (20) 


где А равно меньшей из величин’ вар |Ф(й)|, т В если обе они 
0<^< 5х <й< 


положительны, и равно большей из них, если одна из них равна нулю. 
Обе эти величины одновременно в нуль не обращаются. Покажем, что 


тез СТ (х; - Чт, т; ео) 
Е 


а (21) 
= жа в. (22) 
Так как, в силу (20), |5; —2|< ак, то 
МЕСТ (лав. 2 7) = 6307,5, 25, 


а так как 
1-Е 22| а + 3х, 


то, на основании (19), 


ме С. (2; Ва, же) < шебСТ (2, и < 
е [| 2; —2| Е в (|2; — 2] ы ЕР Е 
О 16. 24=3 6 


т. е. неравенства (21) и (22) доказаны. Если обозначить через ©»; мно- 
эжество, конгруэнтное О, но сдвинутое на 22, то из (19) получим: 
тез бо. (фаер) 
6 


е 
= 8 а - <), 
а следовательно, и 
тез СО. (д, а, ж; + &) @ 
ё 
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Пусть теперь & меняется от а; до 6х. Обозначим через Т. = {2 -- 5} мно- 
кество таких точек из [2; Ра», 2-8, для которых 2; — ЕТ, а через 
То = {2 - $} — множество точек на том же сегменте, для которых 2#--2&6Т. 
Когда точка 2х, + пробегает отрезок [2 а», 2 + Ь,|, точка 2441 —- 
описывает отрезок [2 — а», 4: — 6х], а точка 2% 2Е — отрезок [х; -- 2ак, 
2: -- 26,]. Множество Т., симметрично Т.[2; — ак, 2 — р] относительно 2:, 
а множество Т.[х; + 2а», 2 - 28,|] получается из Т», растяжением в 
2 раза с центром растяжения в 2:. Используя (22), получаем: 


тез СТ. [; а), 2; -- Е] 2 


Е 9 у (<< к). (24) 
Учитывая (21), находим: 
шез СТ. [х; + 2ау, я; + 28] шез СТ.[<, а, я, Е 2Е] 2 


если а, <ё<)Ь,, следовательно, 


оке деНеий о | я 
ЕК (9 


Пусть Гз = Т.Т..Т›.Ох,. Тогда 
СТз-[х;: - ак, я-а = (СТ + СТ, + СТ. + СО.) - [4 - ак, я НЕ] 
для и << Ь,. Из (21), (23), (24), (25) получаем: 


СТз.[х; Зы } 
ао (76) 


Если х; + № пробегает Т., то А при этом пробегает некоторое замкну- 
тое множество Ра [а,, 6;]. Согласно (26), 


тез СР (ау, Е) 


Е «р (%<Е<Ы) 

и поэтому, по свойству ©: функции © (й), имеем либо ао >, 
оелеьк ' 
либо АИ, — >, т. е. одно из неравенств: 
0<#<5х 

шез (2; + ®(Р)} шез (2; + $ (Р)} 

зир |$ (4) | > зир [9% >? (27) 
0<^<5;; 0<1< 65 


где |2 | Ф (Р)] обозначает множество точек, получающихся путем сдвига 
множества ф(Р) на 2;. Аналогично определяется {х; + ф (Р)}. Пусть ^ (#) — 


та из функций $(й), $(), для которой осуществляется неравенство 
(27) (согласно выбору, зар |^ (1) | = 0). Тогда 
0; 


тез {2; + ^ (Р)} > р: зир |^(^)|. (28) 


0<^ < 
В силу (20), имеем: 
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о ыы 


| — | + м: (№ Па [&— К — зар [^(1)|, 


0<^<ь К 0<^< 5х; (29) 
2-+К-- зар |^()|] < [2—2 зар |^(#)|, 2-2 зар |^(®) ||. 
0<^<5у; 0<^<5; 015» 
Далее, согласно (19), 
д ь нор А зар |^(й)|] < 
0<^<5; 
4 (1) | =-© (1). 
НИЕ (о 


Так какр зар |^(й)| >: а 1х0), то из(28), (29), (30) получаем, что 


0<^ < 
множество 7 пересекается И |2. ^(Р)}, т.е. существует такое 


ЕР (5 - № ЕТз,), для которого 
ей, СГ. (31) 


Принадлежность х; -|- #,6Тз означает, что одновременно 
ег, 2 ЕВЕ а -- 2 ЕГ. (32) 


Из (31) и (32) следует, что выполнено либо условие (17), либо усло- 
вие (18). Лемма доказана. 


$2 
ТЕОРЕМА 1. Пусть ] (1) — измеримая по Лебегу функция на (0,1), 


для которой Ит д. (х, #) =0 (или Пт Д?(х, №) = 0) на множестве Е 
й—0, ЛЕО й—0, ЕО 
положительной меры, а сдвиг Ф(й) обладает свойством 5.*. 09 считаем 


совершенным множеством, имеющим в нуле точку правосторонней плот- 
ности. Тогда }(х) непрерывна почти всюду на Е. 

Доказательство. ‘Так как 9(й) измерима, то, не уменьшая 
общности, можно считать ‹Ф(й) непрерывной на О по этому множеству. 
По лемме 3, существует совершенное множество Р, мера которого сколь 
угодно близка к шез Е, на котором Д$ (х, ^) >0 (или Аг(х, №) —>0) равно- 
мерно по т, когда #-—>0 и 


х— Ф(1) + ЯЕВ, ` х—5(1) ЕВ, х—5(1) — ЛЕВ 
(или х —Ф(й) ЕВ, х—5(#) — ЛЕВ), ЕО, (33) 


где В — фиксированное множество, удовлетворяющее условиям леммы 1 
(шез В = 1). 

Пусть Т < РВ—замкнутое множество, близкое по мере к шезР (ик шез Ё) 
п такое, что /(2) непрерывна по этому множеству. Это возможно в силу 
С-свойства Н. Н. Лузина. Докажем, что у =](5) непрерывна в каж- 
дой точке плотности множества Т (т. е. почти всюду на Т). Пусть ЕТ — 
точка плотности множества Т. Покажем сначала, что у =](2) непре- 


* В частности, х (№) есть функция из классов а, В или Г. (см. леммы 4—6). 
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рывна по множеству В в точке 2. Предположим, что это не так. Тогда 
можно выбрать такую последовательность 2;—5, #2; В, что 


|7 (2;) — 7 (2)| >», 


где < — положительное число, не зависящее от 7. Для определенности 
считаем / (2;)—/ (2) > в (случай /(2;)—/ (2)<—в рассматривается аналогично). 
Пусть & >> 0 таково, что 


|7 (2) — 7 (2) 36 при |2—#|<%, ЕТ, (34) 


Возьмем > 0 столь малым, что при условии (33) и ЕР 
|4; (2, #)| < 5 (или | А, (2, #)| < з гу (35) 
если Ой < 1. Согласно лемме 7, можно найти такие 2; и й, Е О, что либо 


КИ + мет, 1 -— ЯЯзЕТ, НИ - у + Ф(й,)ЕТ, (17) 
либо 


24 — ВЕТ, Ж-АЕТ, жж о(®) ЕТ. (18) 
При этом мы можем взять й, и |2—4:| настолько малыми, чтобы 
а В, 1: (36) 


Рассмотрим отдельно случаи: 1) А; (5, й)->0, 2) А?(х, й)->0. Сперва 
рассмотрим случай 1) и предположим, что выполняется условие (17). 
Так как л=ж + +Ф() ЕТсрР, жЕВ, «ЕВ, а - 2 ЕВ, то, 


в силу (35), 


| 4$ (2 № Е Ф (№), №)| < 3: 
Это дает: 


[У (а + 2%) — 27 (жа Е №) + 1 (2) | < 5. (37) 
Из (37), учитывая (34), (36), получим: 
| (к) — У (а + №) | < з + |1 + №) — Ла + 2%) | < 


< +11 (& + №) — 1) |+ 1 @) — Леа) < Ев = 
Используя (34) и (38), находим: 


[У (2) — (25) |< [1 (2) — А (аа + №) | |7 (2) — Ка |< в++<>. 


2. (38) 


Но это противоречит предположению, что / (21) — / (2) > з. Допустим, 


что имеет место случаи 1) и в то же время выполняется условие (18). 
Тогда 


14$ (2 + (№), №) | <=, 


[7 (2-Е) — 21 (2:) + (а — № ох. 
Учитывая (34), получим: 
7 (24) — 1 (2: — №) = 1 (2) — 1 (@&) +1 @ — (и — №) > Ка) —-1@ = 
(Я-А Иер йн) [> вв - (40) 


(39) 
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Аналогично находим: 


1 (2) — (Ни) > 5. (41) 
Из (40), (41) следует: 


27 (21) — 1 (21 — №) — (а + №) = — (а -- №) — 21 (4) 4 1 — в) >ь, 


УС 
| (22 №) — 21 (28) + 1 (24 — №) | > ®, 
что противоречит (39). 
Рассмотрим теперь случай 2). Предположим, что выполнено усло- 


вие (17). Тогда | А (2: + № + 9 (%), №)| <=, т. е. 


[У (а №) — 7 (4) |< з- (42) 
Из (34) и (42) получаем: 


[И (@) — 1 (а) |<) — Гая + В) | Иан в) |< <, 


что противоречит предположению, что | ] (х;) — ] (2) | >> ®. В случае (18) имеем: 


Де(а + $ (№), №)| <, 


а. (43) 
Из (34) и (43) следует: 


У (2) — 1 (5) | 17 (@) — Ла — №) а №) — 1) <в+=<>, 


что противоречит предположению, что |} (24) — / (2) | >> з. 
Таким образом, / (2) непрерывна в 2 по множеству В. Покажем, чта 
1(<) непрерывна в обычном смысле в точке 5. Если бы существовала по- 


следовательность 9, СВ, 9; —>2, такая, что |] (2) —}(5:)| >= >0 (а не 
зависит от 1), то для каждого 1 можно было бы, согласно лемме 1, 
найти такое &;, что 


17) — 1 (|< =, ев, А: <. 
Тогда 
|У (=) — 1(&)| >11 —1@)|- |7 @)—=18)|[>&-=5=5, 


но это противоречит непрерывности по множеству В в точке 2, так как 
Е; 2, & 6 В. Так как шезТ сколь угодно близка к шезЁ, то теорема 


доказана. 
Если взять Ф (1) =0 или Ф(й) = — й, то получается такое 


Следствие. Если для каждого ЕЁ, шезЁ > 0, существует мно- 
жество Ох, имеющее в х плотность 1 (хотя бы с одной стороны), причем 
О. конгруэнтны для всех д, по которым ](х) непрерывна, то }(2) непре- 
рывна в обычном смысле почти всюду на Е. 

В случае равномерного стремления к нулю второй разности на всем 
интервале функция будет всюду непрерывной. Это доказано автором в 
работе (5) (стр. 181). Для случая первой’ разности аналогичное утвер- 
ждение очевидно. 
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$3 


Построим измеримую на (0,1) функцию 7/(5), которая будет ©'-и 


<?-непрерывна (и даже ф-дифференцируема) в каждой точке любого на- 
перед заданного нигде не плотного совершенного множества Ес (0,1) 


положительной меры и в то же время будет разрывной всюду на Е. 
Построим сначала функцию-сдвиг $Ф(й) на (0,5) (5>0). При этом мы 
удовлетворим требованию ^. (#) < $(#) <^» (й), где 2, (й) и № (й) —любые 
наперед ваданные монотонные непрерывные функции на (0,0), 


А. (В) Е 2, (В), — Шал, (в) = шаль (№) = 0. 
й—0 #0 


Пусть г; — центры смежных интервалов множества Е. Обозначим 
через Ё; множество чисел & 6 (—1,1), для которых г; + & ЕЕ. ЕЁ; — совер- 
шенные нигде не плотные множества. Множество 


К = (—1,1)— = И Уа. 
1=1 т=1 &=1 


есть множество 2-й категории и типа (5; для каждого т интервалы би 
не пересекаются и не имеют общих концов. Для любого множества © 
обозначим через @» множество, получаемое из © сдвигом на й. Пусть 
Т = {0,} — какое-нибудь счетное множество, всюду плотное на (—1,1). 


Выберем 0<5 —- таким, что при всех й, < й-<5, 


т от 
м (®) (5,5), м®е(-5,5). 
Пусть #6(0,5). Положим 


1% = К» (1 (В), ()) =| П Ув. | (, (п), ^, (1)) = ПУ, 
п=1 1 рю тт ет 
Мо Ка 0, в) = | Пан} 0, = П У, 
т=1#=1 -й м 
К (® (®), 2, (п)) = ПУ. 


тТ=141=1 


п 
Здесь отт, Вт, т — интервалы, принадлежащие (^, (1), ^› (й)). Сумма 


со со 
р 
р бт (лы о 
1=1 =1 
со 
получена из порции суммы ы: „ при помощи сдвига на (или на —Й). 
1=1 
со 


со 
й 
Сумма о = есть порция суммы ж т. При фиксированных тж ий ин- 
1=1 = 


р г 2 
тервалы с'„ не имеют общих внутренних точек и общих конпов (то же 


для й и ое и образуют всюду плотное на (^, (й), 7. (й)) множество. 
Положим 


во 1 (ны 5%) 


т=1 \1=1 1=1 И 
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В®) есть множество 2-й категории и типа (5. Ясно, что 
й > 
мое етом. 


Укажем в В® число (точку), которое определим как ф(#). Выбор ф(й) 


в А®) будет произведен конструктивно. В сумме > г: выберем наиболь- 
=1 

ший интервал, а если их окажется несколько, то возьмем самый правый 
из них. Выбор будем производить из интервалов, лежащих строго внутри 
(^. (®), ^› (#)), т. е. из тех, концы которых не попадают в точки Х, (й), 
^. (®). Если же в сумме имеется лишь один интервал, совпадающий с 
(%, (№), ^.(№)), то его и выберем. Обозначим выбранный интервал через 0”. 
Внутри о’ выберем две разные точки из Т, которые обозначим через 
9. №>, 0-л,е, причем потребуем, чтобы 


0 < бтт,ь — 0; №, = =: : 
Пусть 
де" № — (9,,^ , 9, 5). 


Для однозначности выбора будем считать, что 7 ° —наименьший номер члена 
части Т.о? последовательности Т, а 7’ ?-—наименьший номер члена части 


в 


Т. (ль, буи, р Е э=) о". Строго внутри Д’” выбираем наибольший и самый 


правый интервал из суммы 


со 
о р, В 
№ ч;, 11 : 


[=1 


Если же 

со 

А № вт 

=1 
то выбираем А Пусть выбран интервал м А" Обозначим его 
через д". В этом интервале однозначно выберем точки бл», с, 07.^5 так же 
как раньше, положив 

(Вл, 9 дл», с) == 7 а | А е = = . 
Строго внутри Д°” выбираем наибольший и самый правый интервал 


из суммы 
у [> 
и: с, № 
р | 2 . 
11 
Если 
[© >) 
ов в 
А = > [1 
р=1 
. й 
то выбираем Д°’”. Обозначим выбранный интервал через /. В этом интер- 
вале однозначно выберем точки @;1,1, Влп,: так, что, положив 
е В 
(Вл, р др», 1) 75 А } 
получим: 
ДТ РАО 
| А, |< ра 
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Внутри Л”” выбираем наибольший и самый правый интервал из суммы 


со 
чи а. 
№ 01, Аг 
2=1 

Если 


со 
де У р 
= 
товыбираемА! ". Обозначим выбранный интервал через о’. В 0 находим 
интервал 


1 
— ` 5 Р, №] ра 
(бул, р, бул, в) = Д>””, А” | <" 
ИЯ НЫ Продолжая процесс неограниченно, получаем интервалы 


‚1 ы ы ый ‚1 
ААА аи ТР 


каждый из которых лежит строго внутри предыдущего. Длины А 


Ас’ | АР й > 1 (@) у = 2 у. у т ^ 
„. А» меньше и. чевидно, эта система определяет одну точку (чис- 


й [а 
ло) из В, т. е. точку, общую всем этим интервалам. Это число примем 
за ф(й). Тогда 
Ито (й) =0, 


п—0 
так как Ф(й) 6 (^, (№), ^, (1)). Принадлежность (№ ЕВ”, если учесть 
определение В®) дает: 


ф(#) ЕКА, Ф(й) Е ЛЕК, ©5(1) ВЕК, 


со [$ >) 
$(ВЕЖЕ, $() 16 УЕ, 

ИИ 71 
а это означает, что при любом хЕЁЕ и любом Л Е(0, 05) точки х—Ф(Й), 
х—$(1) = 1 не попадают в точки г;. В самом деле, если бы х —Ф(й) = 
=7;, то х=г; + Ф(Й), а так как хЕЁ, то (№) ЕЁ;, что противоречит 
условию Ф(й) ЕК. Аналогично, из х— (р) И =г; следовало бы, что 
ф(й) РА ЕЛ:. 

Определим теперь /(т): 7(2) =1 при =, /(2) =0 в (0,1) — {т}, 

где {т;} — множество всех точек ’;, { = 1,2,.... Эта функция разрывна 
всюду на Ё. Яспо, что 


А: (х, №) = АД} (х, #) =0 


при ХЕЁ и любом АЕ (0,0), т.е. ] (2) 9- и ©?- непрерывна на Е. 7 (4) 
Ф-дифференцируема, так как 
Ау (х, 1) 


г =0 {ФВ АЕ(0,5)), 


ив то же время не имеет обычной производной на Ё. Этот пример 
показывает, что теоремы 1 и 2 неверны для любой х(й), удовлетворяю- 
щей условию |ф()| < Сй (ср. с условием а; см. введение), так как в 
построенном примере можно предполагать, что Ф(й) удовлетворяет нера- 
венству —й < (1) < 1. Выяеним структуру полученного сдвига Ф (№). 
(ясно, что при произвольном выборе х (й) в В® мы получили бы, вообще,. 
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неизмеримую функцию $(й)). Покажем, что х(й) имеет не более счетного 
множества точек разрыва. Обозначим через М? множество тех й из (0,5) 
для каждого из которых хотя бы один интервал 8; „ имеет конец в точ- 
ках ^, (1), ^› (1), или точки Т = {6,} попадают в точки №1 (%), ^. (№). Мно- 
жество М? счетно в силу строгой монотонности ^, (1), №» (#). Через Н° 
обозначим множество значений й из (0,5), для каждого из которых хотя 
бы один конец интервала вида (5, п) (—1,1) попадает в точку множе- 
ства Т. Аналогично определяем НМ‘ (надо брать (8, „) в: (—1,1)). М 


1 
Н’— счетные множества. В самом деле, 
ний типа 


и 
если ди = (хш, Ви), то уравне- 


Яш ЕЙ = 6%, Ви ЕЙ = 6, 


будет счетное множество, а следовательно, те значения й, которые удовлет- 
воряют какому-либо из них, составят также счетное множество. Мно- 
жество Н = Н*-+ Н°-Н' счетно. Пусть №, 6 (0,5) —Н. Докажем не- 
прерывность ф (й) в й,. Фиксируем => 0 и определим и, из условия 

1 

2ть 


© 


Ф(й) принадлежит всем интервалам 


о 
а Ф(й) — интервалам 
ее 
При достаточно малом |й, —#й| будем иметь: 


де В —= Д? Мо 
В самом деле, 


©, Йо 
ет 


Если р» строго внутри (7. (№), №(№)), то при малом 1% —й| он 
останется самым большим и самым правым строго внутри (^, (№), ^5 (й)), 
так как ), (#) и ^.(й) мало изменятся в силу непрерывности, а ПЕН 
(при №6 Я° 0 мог бы потерять свойство быть наибольшим и самым 
правым при переходе от № к № ==, так как это свойство могло бы 
перейти к интервалу, имеющему общий конец с (^, (№), ^› (№))). Имеем: 


Ро" 
и, следовательно, 
р 7 
АА 
Если же 
р = (7. (40) №5 (0), 


то р» лежит строго внутри (так как Е М”) какого-то интервала 0; „. 
Тогда при достаточно малом |1 — № | интервал (1 (№), №. (й)) лежит стро- 
го внутри того же 5; „ и, следовательно, 


о" = (^, (1), ^. (й)), 
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а также 
бе» б-р = бульр 
1 1 


(так как ^. (№) ЕТ, ^› (№) ЕТ, то при малом 1 — | в (1 (№), №. (1)) 
не попадут точки из Т с номерами, меньшими чем р и, следователь- 


| ) ( ЗА мерами 
но, Пер = 1, а в | бий, бул, + = р" не попадут точки с номер , 


меньшими, чем /“°, и, вначит, 71”? = о 
Итак, д” = Д?”". Теперь покажем, что при достаточно малых 
| а <’ д°’"* 
г =А: 
Имеем: 
ДО еде ом А 


с, В р, | 
(интервал с" рассматривается при определении Ау”). Если 1’ лежит 
„Ло 
строго внутри Ау’”, то 
в№ = {8, ) 
1 т, ПиН 


для определенных #, И и, значит, 


о 


для тех же 1, п остается самым большим и самым правым из лежащих = 
строго внутри Л?” (это следует опять из тех соображений, что концы 
| 
| 


Д?’, которые принадлежат множеству Т, не совпадают с концами 
. — в 
интервалов вида (5»,,),, так как ЕН”). Так как концы с1° не при- 
с 
надлежат Т, то при достаточно малом |й — й, | 


0, в ЕН б.п, < 9, в == на 
1 1 1 1 


так как 9, 05, в останутся в 9%, а точки из Г с меньшими номера- 
1 1 


ми в ой не попадут. Следовательно, 
в, й о, 
А: — А} ее 


Мы уже знаем, что Е И” и концы интервала Д?’№ не совпадают с кон- 
цами интервалов (5; »)»,. В таком случае, если с” = Д?’№, то интервал с” 
лежит строго внутри какого-то интервала (5;„)„,. При достаточно малом 


|# — №| 5” будет лежать строго внутри (5, м | 


в р 
91 = Де" = ДР — 9%. 
Отсюда получаем: 


ДеАГА 


Совершенно аналогично можно доказать, что при достаточно малом 
|8 — | будет выполняться равенство 


В ТВ 
А = А, } 


и т. д. Вообще при достаточно малом |й— И, | (1# — № |< 3(п,)) будут 
выполняться равенства 


| 

е,й др, В с,В ‚В ГВ 
А АЕ, АРА дм, АЕ Ем 
| 


Е 


ИЗМЕРИМЫЕ ФУНКЦИИ 417 


Так как Ф(й) 6 ДЕ”, Ф (№) Е А:”, то при достаточно малом |й — № 
1$ (#) — 9 (7) |< А |< < 


т. е. $(й) непрерывна в точке #. Так как /, была любой точкой 
интервала (0, 8), не принадлежащей счетному множеству Н, то Фф (й) 
непрерывна всюду на (0, 0), кроме счетного множества точек. 

Замечание. Точки множества %— 1, где ЕД, АЕА (см. выше 
определение А), не попадают в точки ’.. Поэтому построенный пример 
/(2) дает функцию, всюду разрывную на Е, для которой 


71(2) —1(2—1) =0 при з6Е, РЕК. 


Это значит, что односторонняя непрерывность по конгруэнтным мно- 
жествам 2-й категории и типа @ь не является достаточным условием для 
непрерывности почти всюду (ср. со следствием из теоремы 1). Аналогич- 
ное утверждение имеет место и для односторонней дифференцируемости. 

Известно [см. (*), стр. 322], что если функция непрерывна слева 
(т. е. Ф(й)==0) всюду на интервале, то множество точек разрыва не 
более, чем счетно. Это доказано Н. Н. Лузиным. Почти дословно анало- 
гичное утверждение получаем, если функция ](5) (на (а, 6)) непрерывна 
слева в каждой точке некоторого множества Ёс (а, 6). Предположим, 
что М — несчетное подмножество Е точек разрыва функции ] (57): 


М == Е % И УЕ. МЬ, 


Е=1 К=1 


где М» — множество точек из интервала (а, 6), в которых колебание 
функции не меньше СЕ Предположим, что ЕМхь несчетно для & = № 
Тогда существует точка 6 ЁМ», в любой близости которой слева есть 
точки из ЕМу,. В точке & слева колебание функции не меньше о. 9 
противоречит непрерывности слева. Доказано, что множество точек 
разрыва в множестве точек $91-непрерывности функции ](2) при ф(#) =0 
не более, чем счетно. Это утверждение уже неверно для > 
т. е. для симметрически непрерывной функции. Мы построим примеры 
всюду разрывных функций, для которых первая или вторая симметриче- 
ская разность стремится к нулю на множестве, содержащем совершенное 
подмножество (и, следовательно, несчетном). Нриступим к построению. 
Существует множество А, обладающее свойствами: 

1) плоз 4 = 0, 

2) А содержит совершенное подмножество, 

3) А симметрично относительно каждой своей точки (считаем множе- 
ство А лежащим на единичной окружности), 

4) А всюду плотно (это вытекает из свойств 2) и 3)), 

АА А,„,А_„ пусты для некоторого №, где А, — множе- 
ство, полученное из А сдвигом на Й. 


Т Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Такое множество А можно получить, рассматривая, например, сово- 
купность А всех точек абсолютной сходимости ряда 


со ы 

зип! 
У Г у 
П—=1 


ЯЗ: : р дБ 
Свойства 1) —4) здесь выполнены [см. (*), стр. 134, 137, 145]. Далее, 
известно, что множество А точек абсолютной сходимости тригонометри- 
ческого ряда 


со 
уз ал зи т 


п=1 
обладает тем свойством, что из а@А и БЕЛ следует а ЬЕА 
со со 
ось К , 
(выводится из неравенства ь: ав зш п (а+5)| < У | а.зтпа| -- 
П—=1 1—1 


со 
= У | аи зп иб р Отсюда получаем, что из авА, БЕЛ, сЕА следует 


7—1 
с- ЕДА, где И =а-—Ь. Ясно, что множества А и А, либо совпадают, 
либо не пересекаются. А имеет одинаковое строение (конгруэнтно) около 
любой своей точки. Так как для ряда 


со р Г 
511 7. 
>= 


п—1 
тез 4 =0, то найдется такое №, что а + % ЕА иа-+ 2%, ЕА, где а ЕВА. 
Множества АА,, и ААД.,, пусты. А„,А.„, также пусто, так как взаимное 
расположение А», и А», такое же, как у А и А,. Отсюда получаем, 
что А_„,, А, А», не пересекаются друг с другом, так как их взаимное 


расположение такое же, как у А, А,, А», следовательно, выполнено 
свойство 95). 


Покажем, что А», симметрично А„, относительно каждой точки 
2 ВА. Пусть % 6 А и ув А_,. Тогда 
у-+ А, 2% — (У — 2) 6 А, 2, — (у п — 2%) + п, = 2%, —уЕАь,, 


Эа: — 1 
а 22, — у симметрична у относительно х., так как и = то. Обрат- 


ное отношение доказывается аналогично. А_„, и А, всюду плотны 
вместе с А. 


Построим функцию у=/(т): /(2) =—1 при Е А_ь, (42) =1 при 
тЕА,,, /(2) = 0 в остальных точках. Функция /(2) всюду разрывна и 
(+ п) — 2/(2) - /(#—1)==0 (45 (х, й) = 0) 

при х6А. А — несчетное множество. 

Для первой симметрической разности аналогичный пример получается 
проще. Берем множество А. Строим функцию у= / (2): = Ира 
СА, ] (5) =0 при 26СА. Функция 7/(7) всюду разрывна и симметри- 
чески непрерывна в каждой точке множества А. Д7(х, 1) =0 
(() == — я при СА. Конгруэнтность А около каждой своей точки 
дает возможность строить разнообразные виды $‹(й), для которых имеет 
место то явление, которое мы описали для симметрического случая. 
Интересно было бы выяснить, существуют ли такие виды $(1), кроме 
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— 


Ф (1) =0 и Ф(й) = —й, для которых множество точек разрыва | (х) нё 
может быть несчетным. | 
$4 

Перойдем к вопросам Ф-дифференцируемости. Если функция у = 7 (5) 
имеет осычную производную в точке х,, то она не обязана в этой точке 
иметь ф-производную при любом ‹(й). Правда, если Ом (при всех 

ы =. е . 
достаточно малых й и аи — 0), то Ф-производная существует в этой 
у у о } 

же точке и]. (2) =] (1,). Покажем это. Можно считать Г 2) ==: фас- 


сматривая вместо }(х нк в и. 
м (2) функцию /(2) — 7 (5,) (2 — 20)). Если Ф(®) Е 0и 


НЕ = а 1 (#)—1(#—Ф(®)—п)| _ 
Й, в р Г. |<- 

1 (2) —1@—5(®)) +(6) 1 (2) —#—Ф(®—№) Ф®-Ь 
< $ (#) И? |+ ФА в 


Каждое слагаемое правой части стремится к нулю при ^->0; так как 
Г (1) =0, Итф(®)=0, Иш[® (В - А =0, 
^—>0 й—0 
р (1) „ Ф® В 


й в 
обращения в нуль Ф(Й) илиф(й) + йлевая часть неравенства (44) равна 


ограничены. Следовательно, Г. (3) = 7 (2) = 0.В случае 


1(— $ (®)) — 1 (2) $ (®) 
Ф (1) йе 


и, значит, также будет стремиться к нулю при й->0, т.е. и в этом 
случае 
а (2%) =] (4) = 0. 


й 
Для любого Ф(Й) с неограниченным а можно легко построить при- 


мер, где /”(х.) существует, а /,(2.) не существует. Мы построим пример 
для любой непрерывной ф (й), где это будет выполнено на множестве 
положительной меры (см. $ 5). 

Ясно также, что из Ф-дифференцируемости не следует обычная диф- 
ференцируемость в точке. Нашей основной задачей является выяснение 
условий, при которых из $Ф-дифференцируемости следует обычная диф- 
ференцируемость на множестве положительной меры (теорема 2). 

Докажем несколько лемм. 


ЛЕММА 8. Пусть измеримая на интервале (0,1) функция } (2) имеет 
а, В) 
производную, т. е. 1’ (2) = Ит —— на 
я У : м й >0, ЛЕСЧ р 
Ес (0,1), где О — множество, имеющее нуль своей левой предельной точ- 
В . ин ЧЕ 
кой. Тогда },(1) — измеримая функцил”. 
Доказательство. Пусть 6 Е. Тогда 


/#— (8) Ге -е®-№ _ 


(2) — 1 (— №) 
р, 


или 


измеримом множестве 


- = Им 
7 | п->0, ЛЕО о 
й 1(1—$(®„)) — 1 (#— $ (1) —1,) 
= м > Е 


* Ф (1) — произвольная функция на (0, 5), 9—0; т ф (№) = 0. г. 
0 
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где (й„} — последовательность такая, что Па Рае 0,- 2; О Же 0 
п--оо 

1(х—Ф(1,)) и / (5 —$ (1) — №») — измеримые функции, так как полу- 

чены сдвигом из ] (2)*. 


Итак, /, (2) есть предел последовательности измеримых функций 


1(#—$(1,)) — /(# — $ (и) — №») 
Г. 


п 


Ф, (1) = 


на множестве Ё и, следовательно, является измеримой функцией. 
ЛЕММА 9. Пусть измеримая на (0,1) функция ](7) имеет ф-произ- 

водную на множестве Е с (0,1), шез Е >0, а Ф(Ё) удовлетворяет усло- 

вию 5„. Тогда почти всюду на Е у= [1 (2) имеет асимптотическую про- 

изводную и 

Д? (х, 1) 


„= ®= № 


(О — совершенное множество плотности 1 справа в нуле). 

Доказательство. Возьмем замкнутое множество РС Е (тезР 
близка к шез Е), на котором /,(2) непрерывна по Р (так как, по лем- 
ме 8, /, (2) — измеримая функция) и где стремление 


г —1@&—=Ф® 1 Е 
1(#— $ (1) Ф (№) =>. (2) 


будет равномерным по х при й —0 (#60), если х—Ф(№) ЕВ, х—Ф(й) — 
— РЕВ и В (см. лемму 1) имеет полную меру. Последнее условие будет 
выполняться согласно лемме 3**. Пусть 1; — точка плотности множества 
РВ и % ЕВ. Положим 


х=ж-Ф(й), 2=жЖ— ИВ. 


Рассмотрим те значения й, для которых 
2 + Ф(п) =хЕР. 


Множество соответствующих значений 2=1,— й обозначим через НУ, 
Аналогично, пусть Н% — множество тех = х-й, для которых 
А+ Ф(В) ЕР. По свойству ба функции Ф(й), либо НУ имеет слева 
от 2) нижнюю плотность больше нуля, либо Н® обладает тем же свой- 
ством справа от 2. Пусть, для определенности, Ну, обладает упомяну- 
тым выше свойством. Тогда этим свойством обладает множество Невой 
(9>, — множество значений х,—й при №60), так как Ох, имеет в 2 
плотность 1 слева. Берем любое 2 =, — 6 Нх,ВО,.. Когда 2->х., оста- 
ваясь на НхВО.., то 
7 (=) — 1 (2) г (о) ак 
Я, —2 Ф 


и Ё (#—Ф(1)) — В # @] + (®) — Л, (в) 0, 


где = - $(й) ЕР. Это следует из того, что х—5()=жмЕВ и 
х—$(й) —#=2ЕВ, №ЕО и, следовательно, 


* Мы можем считать } (2) равной нулю вне интервала (0,1). 


** Лено, что можно считать. Ф (1) непрерывной по множеству О, переходя, если 
нужно, к его подмножеству также плотности 1 справа в нуле. 
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1(# —$Ф(й)) т Ф (й) — 1) — 7. (2) 
равномерно по 2(хЕР) при й->0 (#->0 при &->х)); Л, (2) > 1. (2) по 
определению множества Р, так как 2—1), ибо —ж=5(й)->0 при 
й 0, ахЕР, ж ЕР. Следовательно, / (1) имеет производную вл. по множе- 
ству нижней плотности больше нуля слева от х,, которая равна 2.(%о). 


Если же НУ, имеет положительную нижнюю плотность справа от %., то, 
рассуждая аналогично, докажем, что ](5) имеет производную, равную 
7. (2%) по множеству положительной нижней плотности справа от %. 
Итак, почти в каждой точке х, множества РВ существует либо произ- 
водная по НУВО,„, либо по Н%ВО,,. По теореме А. Я.Хинчина — А. Дан- 
жуа [см. (2), стр. 426], отсюда следует асимптотическая дифференци- 
руемость ](5) почти всюду на РВ. Этим, очевидно, доказана асимптоти- 
ческая дифференцируемость (5) почти всюду на Е. Ясно также, что 


1. (®) =, (а) 


почти всюду на Ё, так как асимптотическая производная и производная 
по множеству положительной нижней плотности совпадают в точках их 
существования. 

ЛЕММА 10. Шусть }(2) непрерывна в точке х., а $(®) непрерывна 
и монотонно не ‘убывает на (0, 8) ($(0)==0). Если существует }, (хо), 
то }(2) имеет в т, производную слева, которая равна |» (х,)*. 

Доказательство. Если $(й)=0О для всех достаточно малых 
й>0, то лемма доказана, так как в этом случае [, (2) есть производная 
слева от }(5%) в точке 2. Поэтому можно предположить, что Ф(й) 0 
в окрестности нуля справа. Ф(й) -- й — монотонно возрастающая и непре- 
рывная функция. Возьмем < 1.. Подберем #, >0 так, чтобы х = — 
—$(11) —#, (х взято достаточно близко от 4). Аналогично найдем 
такое й,>0, чтобы х-+ й! =2—9(#.) — 1. ит. д. Мы получим, после- 
довательность положительных чисел йЙ;, {[=1,2,..., удовлетворяющих 
условиям: 


ЕЙ, + №5 № №: = м — (+1) — 4, 6 =1,2,3,..... 


[©] >) 
Ряд У сходится, так как У < — 1. Далее, 
1=1 8—1 


> йа = 2 — 2, 

так как Ф(#:) +й;->0 при #—> со. Имеем: 
1 (2 — $ (#;)) — 1 (0 — $ (в) — №) 

В. 


1 


== р (20) - = (№), 


* Аналогичную лемму можно доказать для дифференцируемости справа, если 
предположить монотонность ф(й) = $ (В) + №, $ () < 0. Наложенные на ф (1) ограни- 
чения существенны. Например, для случая симметрическои дифференцируемости 


(‹ (@)==— >) лемма неверна. 


где Итз(й) =0, а так как 
й-—0 
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\—ф (й;) — 2 —Ф (1+1) += И: +1, 
то 


1 (= — Ф (11) — й; ы Я (20 Ф (®;) й;) уе 1. (90) и 5 (1). 


р 


В силу непрерывности ] (57), получаем: 


1() + У [7 (2 — 9 (и) — м) — 1 (2, —Ф() — М] = 
=1 
= 1 (2 — $ (йи+1) — Аа) —/ (4%) (при п-—> 5). 
Это вначит, что 


(ар) = 1) + УИ фо ын) — Вы) — а) м = 


= 
=1(2) + У, № (7, (4) + = (№)), | 
1=1 
Ч. 6 | 
со | ы | 
2) — 1 (2) = 1.2.) (%о — 2) + Уи = (№). (45) | 
1=1 
Заметим, что й; >й, >... >й;>.... Действительно, из 
35 —— Ф (1: А, Ба. (Р++1) — +1 
следует 
$ (й) — Фи +1) = Вы > 0, 
Ф (й:) > $ (#141), а в силу монотонности Ф(й) получаем 1; > №. 
Но 


Уре (®;) = (2 — 1), 
=1 
где |0| < ах |=(й;)|. Кроме того, тах |(й;)| стремится к нулю при 
151< < 


1<1<< 
1—7, так как 


Пе (й) =0 я На шах № = Цой, =0. 


х—>хь 1<1<< х- хо 
Итак, из (45) следует, что 


) — 1) _ 


0 —х 


Хи) в, Бо РОЯ — 7) 
х- Хо 

Лемма доказана. 

Теорема 2 будет доказана в предположении, что Ф (й) обладает свой- 
ствами бои ба. Покажем, например, что ф (#) ==Сй” (х > 0) обладает этими 
свойствами. Достаточно взять Ф(й) =/”. Проверим свойство 5. Берем 
замкнутое множество Рос (0, 6), шезР›> (1 —0)5*. При «1 имеем: 


1 
* Положим р, О«ь 5 ‚ таким малым, чтобы 1 — о’ р. 
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ь 
шезф (Р) = \е ()ав> \ Фа) о’ (вай = 
р ь-шезР 6—1 2)ь 


= ()ьь = 5* (1—9), 


тез ф (Р) _ 5“ (Е — р”) а 
ее Ня 
При «>. 1 
шезф (Р) > шезР >> (1 — в)5, 
тез ф (Р) (1—6 (1 ь 1-ь 1 
ф (5) — ть — 25 НО (при в ф(5) > 06. 


Свойство к доказано. Докажем свойство ба. Если фЕЕЙ”, то 
ф'— функция того же типа*. Если Р — замкнутое множество плотно- 
сти 1в нуле, то оно отображается в множество положительной нижней 
плотности в нуле функцией ф'==/”. Действительно, при х<\1 это уже 
было установлено выше рассмотрением функции $(й)==й” при «<. 
Пусть теперь ф1==й”, «>.1. Если Рс [0, Ф(5)], шезР>> (1 —р)Ф(5), то 


шез Р (1—2) Ф (6) 
пез 0-1 (Р) = \(еуа» — \ (“’ав> \ (и*’аь = 
72 0 0 


= [(4 — 0) Ф(6)Г = (1 — р)" В 


тез Ф-1 (Р)__ (1—в)° В _ ее 
р ши ( >в 
(при достаточно малом 0). Свойство ба доказано. 
Рассмотрим основную теорему о Ф-дифференцируемости. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть у=)1(х) измерима по Лебегу на (0,1) и имеет 
Ф-производную 


7.(#) = пм р 


вп->0,и69 

для всех ХЕЁ, шезЕ`>0, причем ф(#) обладает свойствами ра 
Тогда }(2) имеет обычную производную почти всюду наЕ и (=) = },(2)***. 
Доказательство. Так как $Ф(#) измерима, то, не уменьшая 
общности, можно считать Ф(й) непрерывной на О по этому множеству. 
По лемме 3, существует совершенное множество Р < Е, где шезР близка 


к шезЁ, на котором: 


а) в те —_ стремится к /,(2) равномерно по 2 при 
#0, АЕО, если х—5(й), х—9$(й) —й остаются на множестве В 


полной меры, определенном в лемме 1. 


* Через $-1 мы обозначаем обратную функцию для $. 

** О, как и раньше, — совершенное множество, имеющее нуль своей точкой 
правосторонней плотности. 

*** Теорема верна также тогда, когда Ф(®) удовлетворяет одному из условий я 
пли В. В случае В /(х) непрерывна почти всюду на Е по теореме 1, а по лемме 10 
{(=) имеет производную слева почти всюду на Е, т. е. является Ф-дифференцируемой 
при $ (#) ==0, а $ (й) ==0 обладает свойствами би 5, так как в этом случае 
ф (#) == 1. В случае х надо воспользоваться леммой 5. 
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Кроме того, мы можем предположить, что 

6) /,(5) непрерывна на множестве Р по этому множеству. Это воз- = 
можно по теореме Н. Н. Лузина, так как согласно лемме 8 ], (2) — изме- | 
римая функция. Наконец, по лемме 9, можно считать, что 

в) на всем множестве Р }, (2) =], (2). 

Пусть а — точка плотности множества Р. Покажем сначала, что } (1) 
дифференцируема по множеству В в точке а. Предположим противное. 
Тогда существует такая последовательность 2: —>а, 21 ЕВ, что 


7 (2;) — / (а) 
х, —а 


>, 


где в не зависит от РУ". уменьшая общности, мы можем считать, что 
и у 
Дод = 0 


(это достигается заменой ](2) на (2) — 7, (а) (т — а)). Можно предно- 
лагать, кроме того, что х; >а для всех #. Если существует аналогичная 
последовательность 2,< а, то надо вместо /(7) рассмотреть функцию 
/(—2): эта функция имеет $Ф1-производную при $==—9(#й) —й = 
— —$(%) (ф=ёф +й==—9(й)), причем ясно, что $: (й) обладает свой- 
ствами ба и 5 одновременно с $(й). Для /(— 1) выполнены все условия 
теоремы 2, и последовательность 2; < а перейдет в последовательность 
— я; > —а, т. е. мы получаем то же неравенство. Для определенности 
предположим, что 


7 (2;) — 7 (а) 
т. —а т (46) 
( ‚ 1 @)-—7@ \ 
случай ое ЗВ — = рассматривается аналогично „. 


Обозначим через А множество всех точек х, для которых 


7 (2) — 7 (а) < 


= — 


5 


Так как (а) =0, то В имеет в точке а плотность 1. 
# х 
Рассмотрим положительное ‚число 8, удовлетворяющее следующим 
требованиям: 
А 
1) для любого 0< 6<06, средняя плотность множества ВВ в 
| ь 2 и 
(а, а--5) больше 1— 55 (0 взято из определения свойства О-В 
2) для любого 0 < 8 + М, где 


М = шах( зар |$(П)|, ие |Ф (№) )), 


ЖЕ 0<&< 


2 
средняя плотность множества Р в (а, а 5) больше 1 — 5; 


3) множество О имеет в любом интервале (0, 5), 0 < 8<6,, среднюю 


плотность, большую, чем 1 Е 
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—- й) 


4) <-6 при всех 0 <й <, А ЕО, хЕР, |1—а| < + М, 
о еВ. + —Ф(#) —ВЕВ. 

Последнему условию можно удовлетворить в силу равенства Ль(а) = 0 
и условии а) и 6) для множества Р. Кроме того, мы можем выбрать о 
таким образом, что 

5) некоторая точка х; из последовательности {2;}} будет центром 
интервала (а, а--8,) (х; 6 В). 

Обозначим через Ох; множество, конгруэнтное (©, но сдвинутое на х;. 


5 
Средняя плотность О„,ВВ в (= х; + 2 ) удовлетворяет неравенству 


ие о. 
:. 


20 бо 
4 4 


5 а — 
То же имеем в интервале (#—-2, 2) для „ВВ, где @..; симметрично. 


@»х, относительно х;, т. е. 


ь 5 | 1 5 
шез 9..8 (2; Ч, =. 28» (1 5) . 


9) 4 @ 
5 ЕЕ Ее. (48) 
ие 54. 
Обратимся к свойству 5. функции ©(#). Положим в = №. . Пусть й 


е б 
пробегает множество тех значений между 0 и № для которых 


т, — РЕ Ох,ВВ. 


Обозначим это множество через Н,. Аналогично, через Н. обозначим 
множество тех значений й, для которых 


2, —№60,,ВВ и яв (2; — 4, 2}. 


Пусть ИН: Нл Тогда 


шез Нз о СИ о 
бо Ев, й 
-}- 


следовательно, можно взять замкнутое множество Н с Нз, удовлетворяю- 


щее условию 


т — 
Е 
По свойству КУ имеем либо 
_ шезФ(Н) _ р Ь 49 
ее © Же (49) 
ег 
либо 
_ пез ф (В) _ р (А и 50) 
а в. (50) 
т 


0о<<-—- 
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Т. Если выполнено (49), то множество К” точек 2; + Ф(#), где ЛЕН, 
имеет внешнюю меру больше р зир |9()| и зар [$(й)| >66. 


ре 0<18< — 
0<1< 4 4 


Покажем, что у К? и Р существуют общие точки. В самом деле, 


Кс [;— зар |$Ф(®)|, &- нае | (#) |], 


0<1<-—- о=й< = 


4 
тез К°>р зар |9()|>52 зар 1Ф()]> (зар |9(®)| +59). 
0<и< —- 0<и< " 0<*<-- (51) 
я г 1, —а 
Далее, в силу условий 2) и 5) для 5, и равенства р = ‚ имеем: 


шез СР [х; — зар |$Ф(#)|, я; зир |Ф(й)|] < 


0<< 0<#< — 
< шезСР[а— зар |Ф(й), х; + зар |Ф(й)]< 
о<и< о<в< 


< и —а+42 вр |9) )= 50542 зар |()< 


[2] 
._\. р 
0<1< т 0 15 а 


< (6+ зар |9(®)). (52) 


<в< —* 
0 о" 


Сравнивая (51) и (52), получаем, что А’ и Р имеют общие точки. 
Пусть х — одна из них. Тогда при некотором й, имеем: 


х; — №, 6 Ох, ВВ, х6ЕВ, х=а+Ф()ЕР, 0< к . (53) 
П. Пусть выполнено (50). Обозначим через А? множество точек вида 
2. +4 (1), где РЕН. Проведя точно те же оценки с заменой ф на Ф, мы 
увидим, что существует /,, удовлетворяющее неравенству 0 < =. и 
такое, что 
, + №6 0„,ВВ, %6В, х=ж (В) = + № + Ф(№®)ЕР. (54) 
Рассмотрим случай (53). Учитывая определение множества А, полу- 
часм: 


= 


96° 


1 (=; — №5) — / (а) (55) 


я — В 


а так как 
1—5 (о) =2, ЕВ, 1—$(1) —№=4; —№ ЕВ, = х; То(по) ЕР, 
О №60, арф и 


то, всилу условия 4) для числа 0,, будем иметь: 


12 —5())—Ге—Ф(%) — №) 


о 


18. * 


5 


5 (56) 


А? (&, В) 


у 


& 1(#;) —1 (=, — №) 
ый т, 
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Так как 2; —№—а>0, то из (55) следует: 


7 (2; — 10) < 1 (а) + (а — 1 —а). 
Из (56) имеем: 
1 (2) < (а; — т) Ее №, 
Ее. 
1 (к) < 1 а) Не —иб---к 1/0 <, 


‘что противоречит (46). 
В случае (54), рассуждая так же, как при выводе неравенств (55) и 
(56), получим: 


(=; + №) — 1 (а) Е 

ет (57) 
1 (2) —Т@; + ь) 

Не |<. (58) 


Из (57) следует: 
1 (3; +1) <1(@- че (® + № — а), 

‚а из (58) получаем: 

7 (<; = 7 (5; 6 №) йа 
ше. 

7 (а) < Ра ить тва), 
“Так как 
бо 5. 

с, ва, 
то 

(1; + 2, —а) <2(5— а) 
и, следовательно, 


7 (2) +9), 


что противоречит (46). Итак, доказана дифференцируемость / (4) в точке 
а по множеству В, причем 
Тв (а) = 0 = 7, (а). 
Докажем существование в точке а обычной производной. Предполо- 
эким, что существует последовательность х,—>а, х.6СВ, для которой 
7 (2) — } (а) 


2, —а 


не стремится к т (а) при #00. Тогда, согласно лемме 1, мы могли 
бы связать с ней последовательность &->а, &@ В, такую, что 


[7 (24) —7 (8) | —>0 
и при этом взять / (&) настолько близкими к /(5.), что 


7 (&) — 1 (а) 


5-2 
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также не стремится к /в(а), что противоречит дифференцируемости 7 (1) 
по множеству В. Так как а есть произвольная точка плотности множе- 
ства Р и мера Р может быть сделана сколь угодно близкой к шезЁ, 
то теорема доказана. 

Теорема 2 дает определенные условия, при которых из асимитотиче- 
ской дифференцируемости следует обычная дифференцируемость почти 


всюду. 
Действительно, если для ЕЕ, шезЕ > 0, функция ](2) асимпто- 


тически дифференцируема (хотя бы с одной стороны), причем множества 
О., по которым 1(1) дифференцируема, конгруэнтны для всех хЕР, то 
1(2) имеет почти всюду на Е обычную производную. Это следует из 
теоремы 2 при ф(й) =0 или Ф (1) = — 1, так как Ф(й) =0 и Ф(й)=— В, 
очевидно, обладают свойствами би и %4. 

Нами был построен пример функции / (2) (см. $ 3), э-дифференцируе- 
мой и не имеющей обычной производной на множестве положительной 
меры, и были указаны свойства полученного сдвига ф(Й). 

В $ 3 мы построили пример ограниченной измеримой и всюду раз- 
рывной функции, которая удовлетворяла равенству 


(2+ —/(1—1)=0 


при хЕА и всех й, где А — несчетное множество меры нуль (содержа- 
щее совершенное подмножество). Ясно, что для этой функции 


А? (2, 1) 


и #®=—5). 


Мы получаем симметрически дифференцируемую на А функцию, не имею- 
щую нигде обыкновенной производной. Этот же пример дает $-диффе- 
ренцируемую на А функцию для других видов ф (й). Такие ф(й) нетруд- 
но построить, пользуясь строением множества А. 


$5 
Построим пример функции ] (5), которая всюду на (0,1) имеет обыч- 
ную производную и не имеет 9Ф-производной в каждой точке множества 


положительной меры, где ф (1) — любая, но наперед заданная непрерыв- 
ная функция, удовлетворяющая условию: 


(Мы одновременно построим два примера, каждый из которых будет об- 
ладать некоторыми дополнительными любопытными свойствами.) 


Рассмотрим последовательности {#}, {=:}, {8}, удовлетворяющие сле- 
дующим условиям: 

$ (6) 
а) Е. монотонно возрастает при возрастании # (0, —>0 монотонно) и 
Ф (0,) 


Пи о -- © (- © для определенности); 


1 со 
6) Ё; и т; монотонно стремятся к -- © при 1->оо, а 0;1:1.->0 моно- 
тонно, причем & > 1, «> 1; 
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в) 
> 5@,) < 64 <, _ 6, < р. (59) 
1=1 1=1 1=1 
Пусзь г; — наименьшее из целых чисел, превосходящих в . Тогда 
$9; 
1 
ел (60) 


я Для каждого { разделим отрезок [0, 1] на 27; равных отрезков 
Д; и на каждом из них поместим концентрический интервал 8 


{Е=1,2,...., 2г;), удовлетворяющий условию 
теб 6: — 40: 1;;. (61) 
Из (59), (60), (61) получаем: 
со 2Т; со 27; 
тез У УХ У шез& = 
1=1 А=1 1=1 й=1 
о с оон а 
‚Е х дб: 2т; < 8 у ев и. + 1) <8 х те х* ит. (62) 
Из (62) следует, что 
со 214 
[0 1-28 
1=1 К =1 


— замкнутое нигде не плотное множество положительной меры. Для каж- 
дого : отрезок длиной р, = $(9,), помещенный в любом месте отрезка 
[0, 1], содержит, по крайней мере, один из интервалов № строго внутри 
себя, так как из (60) следует, что 


1 
и 


Ё &А . 
т. е. р, более чем в два раза длиннее Д,. Интервалы 0, для разных # 
могут перекрываться. Пусть 


со 211 


со 
ча Г 
9 — 9 
хуя 
ВЕЕТ 


= 
где с; — неперекрывающиеся смежные интервалы множества Р. Для каж- 
дого 9; моно подобрать наименьшее из чисел И для которых 


не пусто. Это число обозначим через &;. Тогда 


О, = ©. 
> © 
В середине каждого о; поместим интервал о, длиной 4 0... 
Хотя бы один из интервалов 6" содержится в с, поэтому, согласно 
ы 


(61), 9; < о,. 
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а) Построим первую функцию у=](2). Пусть 7{2) = Ву при 
со 
сё — 5, и пусть в каждом с, функция будет отличной от нуля- 
И | р 
В центре с; положим ] (2) = в... Далее, на каждой половине с; допол- 
ним функцию до линейной и непрерывной, а потом около концов 9, и 
около его середины слегка подправим функцию, чтобы она имела произ- 
водную на всем с’, причем на концах интервала и в его середине пусть 
производная будет равна нулю. Оставим функцию линейной на двух 
отрезках с, и с” слева и справа от центра. Пусть каждый из этих от- 
резков по длине больше 6;,. Считаем, что на 5, выполнены неравенства 


Угловые коэффициенты линейных частей графика на с; можем считать 
равными 


-- шез с; 5 -4 9, 

Таким образом, /(2) построена. Она имеет всюду производную (это 
очевидно для всех точек с;). На концах с; односторонние производные 
(левая и правая) соответственно на правом и левом концах равны нулю. 
Пусть 5 ЕР (теперь мы не рассматриваем упомянутые ранее односторонние 
производные на концах с;). Тогда 


(= в) — (=) | _ (В) 
В А 


Если /(х-+Ю=0, то х- АЕ 5, (при некотором 7), 90 <1(2- 1) < 


<ИЙ, и 
/ К 
тезс. — шезс. шез 5;. —46,. 40; 1; <, —460,. 
р 7 1 1 1 1 
2, 
откуда 
ген —1@)| ыы 1 
Г Е а 1 
$11; 1; 2[т;. — 


При А —>0 будем иметь 1; —> ©, так как Р нигде не плотно. Следо- 
вательно, 


(№) — { (<) 
Г 


>0 при й->0. 


"п ры а - / 
Гаким образом, /’ (2) =0, если хЕР. Покажем, что почти всюду на Р 
отсутствует 9-производная. Положим 


" Е, 


< со 
< 
1=К 


где Е; есть множество точек 2, для которых хЕР, х—ф (6:) ЕСР. 
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Легко доказать, что 
По шез А; = 0. 


1> © 


В самом деле, пусть з >> 0 — произвольное число, а (и, В) (В >) 
— смежные интервалы множества Р. Тогда существует такое число п, что 


со 


№ [В—=;|< 5. 


и 


По определению множества Ё;, имеем: 


Е =Р. У, (&-9(6:), В (6). 


Ч: 


Пусть & = & ($) так велико, что при # > & выполнены неравенства: 
5 . 
тез [(; -- $ (8), В; - $ (9;)) — (%, В] < 5_ прим. 
Это возможно в силу того, что 
Ит ф(6;) = 0. 
1> с 


Тогда при {> & имеем: 


тез #; < № тез Р . («, НФ (6:), В; Но (6:)) + 
ИЕ 


= М ше (а, + (9), Вто У У вже =е 
1=п-1 1 д=т- 


Этим доказано, что шез Ё; 0 при 1-ъсо. Ясно, что шез Ё = 0. 

Пусть хх @Р— Е и является левосторонней предельной точкой Р. 
Множество таких 2, имеет меру, равную шезР. Для 5) существует 
такая последовательность 9„,, что 


—$(@.,) ЕР 
(так как 2 ЕЁ), причем мы можем предположить, что 
т: < т <тз<. 

Отрезок [2 — © (б,), 2] длиной ф (би) содержит внутри себя интервал 
р ‚› удовлетворяющий условиям 

$1 й о 

ту, о, (< № ев т < шез ба 
где 


152, 15159, 


Точки 2—9 (8) и 2, —$(9,) — бы, лежат левее интервала с; и, 
следовательно, левее интервала °,. При этом длина с; больше 0,, и, сле- 
довательно, больше д, так как #; < т». Пусть № пробегает все значе- 
ния от 0„, до 0. Так как ф(й) — непрерывная функция й и расстояние 


между я, — ©(1) -й и ж—$(й) убывает с уменьшением 1, то найдет- 
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а 
ся положительное значение й=й, < би, < в, для которого обе точки 
2% —$(й) —№ и %—$(11) попадут на в,, где 71(2) линеина. 

Мы будем иметь: 


ов) ео Е ыы: 


Аналогично, найдется такое положительное й. < 9, ‚ что 


те 


ее) оО Ее 
1 


по 


Итак, для би, найдены #й, < би, № < ‘„, с указанными свойствами. 
При 0", —0 (& —> со) и со и [,; > о, т. е. 

——— А В Д? (5, №) 

А а 


йо 1+0 


Итак, дифференцируемость функции всюду не гарантирует даже конеч- 
ности ф-производных чисел на положительной мере. 

6) Построим вторую функцию у = { (52). Все остается так, как в слу- 
чае а), но на о, функция определяется так, что ее график представляет 
катеты равнобедренного прямоугольного треугольника, гипотенузой ко- 
торого служит 9’, подправленные в середине и на концах ©, таким об- 
разом, чтобы всюду существовала производная. ] (5) имеет всюду обычную 
производную и 

По аи 8. а а И = 


И й > Гр 


ве. 


на множестве положительной меры. Таким образом, наличие конечных 
ф-производных чисел на множестве положительной меры не гарантирует 
существования $-производной ни на каком подмножестве положительной 
меры. Таким образом, для Ф-производных неверна теорема, аналогичная 
теореме Н. Н. Лузина — А ’Данжуа для обычных производных чисел. 


Поступило 
23. У. 1957 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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А. Г. ПОСТНИКОВ 


УСИЛЕННЫЙ ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ ВЫБОРКИ 
ИЗ РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа посвящена обоснованию статистического метода вычисления 
интегралов произвольной кратности. Для этого служит теорема, разви- 
вающая (в частном случае) результат Гливенко об эмпирической функции 


распределения. 


Предварительно напомним введенное Н. М. Коробовым (1) понятие 
вполне равномерно распределенной последовательности *. Пусть имеется 
последовательность вещественных чисел, взятых с отрезка [0, 1), 


& = 1, о, %з, ... (1) 


(х обозначает всю последовательность (1)). Зададим любое натураль- 
ное $>1 и рассмотрим последовательность точек 5-мерного единичного 


куба: 


о И А 


Последовательность (1) называется вполне равномерно распределенной, 
если при любом $>.1 последовательность точек (2) равномерно распре- 
делена в единичном кубе $-мерного пространства. По определению (5 = 1), 
всякая вполне равномерно распределенная последовательность равномерно 
распределена на отрезке [0, 1). Однако эти понятия не совпадают: су- 
ществуют последовательности, равномерно распределенные, но не вполне 
равномерно распределенные, например последовательность дробных долей 
{10}, где 0 — иррациональное, равномерно распределена, но последова- 
тельность точек ({78}, {(п + 1)0}) не будет равномерно распределенной 
в единичном квадрате. Н. М. Коробов построил разными способами впол- 
не равномерно распределенные последовательности [см. (*), (*)]. 

Пусть случайная величина & имеет функцию распределения Ё (5), 
определенную следующим образом: 


и при х< 0, 
й (2) = {т при От 1, 
1 при 132 


(равномерно распределенная на отрезке [0, 1) случайная величина). 


* Данное здесь определение отличается от определения Н. М. Коробова, однако 
эквивалентно этому определению, как показывает критерий Вейля для многомерного 


равномерного распределения. 


8 известия АН СОСР, серия математическая, № 3 


434 А. Г. ПОСТНИКОВ 
чаи 

Пусть произведено неограниченное количество независимых испыта- 
ний над этой случайной величиной, в результате которых получена после- 
довательность чисел 


О = 1, 05, 3, зоне (3) 


По теореме Гливенко [см. (3), стр. 328] имеет место следующий уси- 
ленный закон больших чисел: с вероятностью, равной единице, последо- 
вательность (3) является равномерно распределенной на отрезке [0, 1). 
Мы установим усиление этого усиленного закона больших чисел. 

ТЕОРЕМА. С вероятностью, равной единице, выборка (3) из равномер- 
но распределенной на отрезке [0, 1) случайной величины образует вполне 
равномерно распределенную последовательностьъ. 

Доказательство. Обозначим через 6 какой-либо интервал с от- 
резка [0, 1), через |5| — его длину, а через АД. = (5.6»...5,) обозначим 
фиксированный параллелепипед в единичном кубе 5-мерного простран- 
ства, определенный тем, что его первая координата принадлежит 01, 
вторая — 6, и т. д. Через |Д.| = |6.|...| 05| обозначим объем Д.. 

Пусть [>21 — натуральное число. Рассмотрим единичный куб в 
15-мерном пространстве. Пусть какая-либо точка этого куба имеет 
координаты 


(ж, >, Е 0, зу Сы В, оз, ... (1—1) 1 а | 4). 


Сгруппируем координаты по $ штук: 


(91, 0-, АИСЬ Я (3), 


где 
0х == (кв-л 4 в кз) 


— точка единичного куба $-мерного пространства. Обозначим через 
(1) 
Ал, количество этих точек, попавших в Д,. Если 9, %,, ..., и; явля- 


ются первыми [5 членами последовательности &, то обозначим эту вели- 
(1) 
чину через Ал, (<). 


ЛЕММА 1. Пусть г>1— целое. Мера Лебега точек единич- 


ного куба [5-мерного пространства, для которых | 5) — ИА, г ‚не 
. 6 
4 


И 
превослодит >. 
Р 2 
Доказательство. Сосчитаем меру Лебега множества точек 
[5-мерного единичного куба, у которых в представлении (0., О., ..., (01) 


на определенных местах (пусть таких мест будет А) происходит попа- 


дание в Д,, а на остальных — не происходит. Обозначим единичный куб 
через Ё. Очевидно эта мера равна: у 


о \..\ дача ааа рб Пе 
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{каждый интеграл 5-кратный). Поскольку. эти А мест мы можем С” спо- 
собами расположить в [-членной скобке, то искомая в лемме’мера равна 


} ' у } 
Г=. ХМ СИА (АГА. 
=0 
№— 145 1> 1 


Напомним оценку этого выражения. Очевидно 
| 
я 
<-> А, САРА, |". 
К=0 


Выражение, стоящее в правой части, вычисляется точно. Мы получаем: 


> ра 
5114,1 4—1 4,4 +3(—21 44а —| 4, |)) < г. 
Во множество последовательностей вещественных чисел, взятых с от- 
резка [0, 1), введем преобразование ‚ТГ: если В = Вь Вь, В, ..- такая 
последовательность, то 


ТВ = В, Вз, Ва, 


Если 9} — некоторое множество последовательностей, то Г обозначает. 
образ этого множества при преобразовании Т; Т`19 обозначает полный 
прообраз 'этого множества. Так, ТВ есть множество всех последова- 
тельностей В, В, В», ..., где В, — любое число, О<В < 1. й 

Для того чтобы говорить о вероятности того события, когда беско- 
нечная выборка принадлежит некоторому множеству носледовательностей, 
нужно определить меру множеств последовательностей. Пусть >. 1 — 
любое натуральное. Рассмотрим сначала множества последовательностей," 
удовлетворяющие следующему требованию: вместе с одной последова-. 
тельностью 


Вл, В», 5) В», Виа, 


множеству пренадлежит любая последорательность с теми же самыми А 
начальными членами Ви, В», ..., Вк. Мерой такого множества естествен- 
но считать* лебегову меру точек (Вл, В», ..., Вк) К-мерного пространства. 
Заметим, что для множеств с таким требованием справедливо равенство 


тез Г 9% = пез 9%. 


Мероопределение для множеств, удовлетворяющих указанному требова- 
нию, может быть распространено на классы‘ множеств, являющихся пре- 
делами монотонных последовательностей таких множеств. При этом ра-. 


венство 


шез Т 9% = тез 


сохраняется. | 
ЛЕММА 2. С вероятностью, равной единице, 


А(О (а) | 
м —— НА. 
1 


8+ 
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7 
Доказательство. Зададим натуральное г >1. Обозначим через Е 
множество тех последовательностей “, для которых 


Очевидно 


Бет 7= 


со 
шез Е < Им м шез Ёу. 


1, 


Роли мы докажем, что ряд У шез Е, сходится, то тем самым будет 


т 1 
доказано, что шез Ё = 0. Но поскольку — может быть сколь угодно 


малым, то отсюда будет следовать лемма. Мера Ё; равна мере множе- 
ства тех точек [5-мерного пространства, для которых справедливо нера- 
венство 


ГАО ОНА, 


со 
г4 1 
й которая по лемме 1 оценивается числом 4. Поскольку ряд р у схо- 
=1 


— 


дится, то лемма доказана. 
Обозначим через Мх (х, А,) количество попаданий точек, образован- 
ных из последовательности (3) 


(хз, 5,...) ;) (хо, з,..., 5+1) ЖЕ («х, их, -..) их 1), 
ВА 
ЛЕММА 3. С вероятностью, равной единице, выполняется равенство 
№ х (а, А.) 
| р 15.“ 


Доказательство. Наряду с последовательностью &« [см. (3)] 
рассмотрим последовательности Га, Т*,..., Т° 1х и сгруппируем в них 
члены по $ штук: 


Й ’ ’ 7 


ии .. И лы а Ирена *° тов >29 
То = а ож ие "“ : 
ри о Е очи 2 Кз+2 '°* Ч ка и 
"$—1 : ' 7 й 
т © — 0;... 055 —1 аз... 5-1 + -- Киз... (+2) 8—1 +. .- 
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Мы видим, что ` 


|: = | 


Мх (а, №5) = Ад’ (®) НАХ (Та) +... + Ам (Тв) +0(3). 


Далее, по лемме 2, при Е я | 
х 
д (Та) 
тез Я | Им а Г. 
Тла \Х>о — / 


Но, по замечанию 0б инвариантности меры, 
[] 
$ 
Ад 


пе АЕ А; шевЯ [и А, | 
Т)“ \ Х-< : , | : 


Поэтому с вероятностью, равной 1, выполняется соотношение: 


А: 
ов 


Рассмотрим рациональные параллелепипеды Л, = (5,...5.), в которых 
интервалы 06:,...,0, имеют рациональные концы. Таких параллелепипе- 
дов для $=1, $=2 счетное множество, следовательно, их вообще 
счетное множество. Поэтому с вероятностью 1 


для любого рационального параллелепипеда. Но, в силу аппроксимации, 
если последовательность такова, что для любого рационального парал- 
лелепипеда ДА, 


то тогда и для всякого параллелепипеда 


М№х (а, А 


С ) 
И —5 А 


Хо 

Теорема доказана. 
Известно, что если О\, О5,..., Ор,...— последовательность точек, 
равномерно распределенных в единичном кубе 5-мерного пространства, 
и / (2) = / (21, 2.,..., &) — интегрируемая по Риману в этом кубе функ- 


ция, то 


438 А. Г. ПОСТНИКОВ 


Поэтому доказанное в настоящей работе свойство выборки может служить 
обоснованием статистического способа вычисления интегралов произ- 
вольной кратности. 

Это исследование, по-видимому, без особого труда может быть рас- 
пространено на выборку из случайной величины с произвольной функ 
цией распределения. 


Поступило 
15. У. 1957 
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Л. М. ГЛУСКИН 
О МАТРИЧНЫХ ПОЛУГРУППАХ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе дана характеристика полугруппы С” (Ё) всех квадратных 
матриц над телом Ё при помощи ее подполугруппы С" (Р), состоящей из 


всех матриц ранга < 1. Показано, что полугруппа С1 (Р) является вполне 
простой. Полученные результаты использованы для доказательства теоре- 
мы 0б изоморфизмах матричных полугрупи С} (Р). 


Полугруппой называется множество со всюду определенной на нем 
однозначной бинарной ассоциативной операцией. 

Непустое подмножество А полугруппы 9 называется ее левым идеалом, 
если ЗАСА. Аналогично определяется правый идеал. Множество, одно- 
временно являющееся и левым и правым идеалом полугруппы 5, назы- 
вается двусторонним идеалом (обычно его называют просто идеалом). 

Если полугруппа 5 содержит идеал, состоящий из одного элемента 0, 
то 0 называется нулем полугруппы о. 

Ненулевой (левый, правый, двусторонний) идеал А полугруппы 5 
называется минимальным, если он не содержит отличных от нуля и А 
(соответственно левых, правых, двусторонних) идеалов полугруппы 5. 

Идеал А полугруппы 5 называется плотно вложенным в 5 [см+ 
(1), (2)], если он удовлетворяет следующим условиям: 

а) всякий нетривиальный * гомоморфизм полугруппы 5 индуцирует 
нетривиальный гомоморфизм полугруппы’ 4; 

6) если какая-нибудь полугруппа Т содержит 5 в качестве собствен- 
ной подполугруппы и А является идеалом Т, то для Т существует 
нетривиальный гомоморфизм, индуцирующий изоморфизм полугруппы А. 

Всюду в настоящей работе через Л обозначено тело, т. е. кольцо, 
в котором мультипликативная полугруппа Мь является группой с внешне 
присоединенным нулем **: через С,(Р) обозначена полугруппа всех 
квадратных матриц порядка п с элементами из Р ранга < г. 

ЛЕММА 1. Пусть О — подполугруппа полугруппы С» (Е), содержащая 
СЪ(Е). Пусть, далее, некоторая полугруппа 5 содержит Ри в. (Е) 
является идеалом в 5. Тогда существует гомоморфизм полугруппы 5 
в С"(Е), индуцирующий тождественный автоморфизи полугруппы тд 


* Не являющийся изоморфизмом. 
** Иначе говоря, Мг = А (0, где 4 — группа, 9 — нуль полугруппы Мр. 
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Доказательство. Пусть а — любой элемент из 5. Обозначим 
через еж матрицу из С» (ЕР), в которой элемент, стоящии на пересече- 
нии 1-й строки и К-го столбца, равен 1, а все остальные элементы 

- — енаенк © Сь(Ё) при 
равны нулю. Так как С„(Ё) — идеал 5, то —@к = енаекк > р 
Е=1,2,...,п. Легко видеть, что ен@лкекк = @к, ПОЭТОМУ @к = бикёк, 
где ак КР. Таким образом, любому элементу а полугруппы 5 соответ- 
ствует единственная матрица 


са = [аш |6 (Е). 
Очевидно, что ф| | = |0*| для любой матрицы | |6 Л. 


Пусть теперь а, 6 — любые элементы из 5. 


фа= [ак] Ф6 =|Ви|, $(46) =|А|, ета = к 


Из ем (ета) =е„„а следует, что ук = 0 при р г. В то же время 


г«@из == ет | к | @55 — Фу @тг @ @зз — 0бтз @тз 
И 
@тт @ — @лт | Ак |. 
Точно так же 
фев == | Вх | @зз. 


Отсюда и из ем[ак|, |Вж|6-з © С» (Е) имеем при г, $ =1,2,..., п: 
п 
Л.з ев = @лт (аБ) @зв — (+ а) (Без) = (хх [ к | () В: | езз) == (> и; @тз- 
1=1 
Следовательно, 


Хз = > “Вуз 
7=1 
т. е. о (а6) = ха:$6, и отображение х является, таким образом, гомо- 
морфизмом. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть С» (ЕР) — полугруппа всех матриц порядка пс 
элементами из тела Е. Полугруппа 5 тогда и только тогда изоморфна 
полугруппе С.(Ё), когда она содержит плотно вложенный идеал, изо- 
морфный С (Е). 

Доказательство. Покажем сначала, что С" (РК) является плотно 
вложенным идеалом для С» (Ё). Очевидно, что все (^ А 
идеалы полугруппы С» (ЁР). Пусть ® — произвольный нетривиальный гомо- 
морфизм полугруппы С2(Ё). Тогда найдется пара матриц | бык | 

В «|6 С» (Е) такая, что 


|аак | 55 [Ва Фонк| = Ф И Ве | 


и, значит, можно выбрать, по крайнем мере, одну пару индексов у, $, 
для которой %,. = В,г. Отсюда следует, что 


тз @тз, Виз ерз ® (# (Е), 0.3 @тз = Ве ет 
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Ф 6». Ф| Иа „3, Ф (лв @»з) == © (В, 2), 
т, е. ф индуцирует нетривиальный гомоморфизм полугруппы Сл (Е). 

Пусть Т — произвольная полугруппа, содержашая С” (Г) в качестве: 
собственной подполугруппы, и (1 (ЕЁ) — идеал Т. Из леммы 1 вытекает 
существование гомоморфизма Т в полугруипу С»(Ё), при котором 
фк | =|х«| для любой матрицы | | © Съ(Р). Если а— какой-либо: 
элемент из Г, не содержащийся в С. (Ё), и фа=|аж|, то ха = Фик | м 
ф — нетривиальный гомоморфизм Т, индуцирующий изоморфизм на (% (Е), 
в частности и на (1 (Е). 

Таким образом, Сь (Е) является плотно вложенным идеалом полу- 
группы С» (Р). Если ф — изоморфизм С» (Ё) на некоторую полугруппу 5, 
то, пользуясь определением, нетрудно проверить, что ФС\(Р) является 
плотно вложенным идеалом полугруппы ©. 

Обратно, пусть А — плотно вложенный идеал некоторой полугруппы &' 
и ф— изоморфизм А на а„(Е). Тогда изоморфизм Ф можно продолжить. 
до изоморфизма Ф всей полугрунны 5 на некоторую полугруппу фб =, 
содержащую С, (ЁР) =ФА=ФА в качестве плотно вложенного идеала. 
Из леммы 1 следует, что существует гомоморфизм Ф полугруппы 5 
в С»„(Ё), индуцирующий тождественный автоморфизм на С%(Ё). Из: 
условия а) тогда вытекает, что ф является изоморфизмом. 

Следовательно, 5 изоморфна некоторой подполугруппе ф5 = 5’ полу- 
группы С» (ЁР). Допустим, что 5’ — собственная подполугруппа Си (Е). 
Так как ФА = А является плотно вложенным идеалом полугруппы 
фу =.5’ и в то же время идеалом полугруппы С» (ЁР), содержащей 5’, 
то, по условию 6), должен существовать нетривиальный гомоморфизм 
полугруппы С" (Е), индуцирующий изоморфизм на С» (Е). Но это невоз- 
можно: мы доказали, что С\(ЁР) плотно вложен в Си(ЁР), а по усло- 
вию а) всякий нетривиальный гомоморфизм полугруппы С»„(Р) должен 
индуцировать нетривиальный гомоморфизм Сь(Ё). Таким образом, 
5’ = Св(ЁЕ) и отображение фо является изоморфизмом полугруппы © на 
С. (Е). Теорема доказана. 

Замечание. Пусть К — произвольное кольцо с единицей 1, Р-под- 
множество кольца К, содержащее 0 и 1 и замкнутое относительно сло- 
жения и умножения в А. Теорема 1, как легко заметить из ее доказа- 
тельства, справедлива для полугруппы С»(Р) всех матриц порядка п 
с элементами из Р. В частности, она верна для полугруппы всех мат- 
риц порядка п с элементами из произвольного кольца с единицей и для 
полугруппы всех матриц с неотрицательными элементами [см. (3)]. 

Теорема 1 дает описание полугруппы Съ(Е) при помощи ее подно- 
лугруппы (1 (Е), более естественное, чем в работе (“). Последнюю полу- 
группу мы сведем ниже (теорема 2) к хорошо изученному классу вполне 
простых полугрупи [ем. (5)]. 

Полугруппа называется вполне простой, 
мальный левый идеал и минимальный правый идеал. Всякую вполне 
простую полугруппу можно описать следующим образом. Пусть @ — груп- 
па с внешне присоединенным нулем о: [, Л — два множества индексов. 
Каждой паре индексов 161, ЛЕЛ поставим в соответствие элемент 


если она содержит мини- 
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Да —ддАдАд———_о——о—о—о—ы_— 
ре С так, что для любого Г 61 (аналогично для любого ЕЛ) найдет- 
ся индекс ^@Л (16 /), при котором р = 0. Обозначим через 


я = (С,4, А.Р) 


множество всех троек (а, #.)), где а С, ЕЕГ, ЛЕЛ. Все тройки (0, 1^)) 
отождествляются между собой (обозначим их всех символом 0). 5 являет- 
ся вполне простой полугруппой относительно действия 


(а, 11.) (6, 74) = (арм, 4). (1) 


0 служит нулем 5. 6 не содержит отличных от 0 и 5 идеалов. Обратно, 
всякая вполне простая полугруппа изоморфна некоторой полугруппе 
5 = (С, Г, Л, р›.) только что описанного типа. 

Пусть г;, 2 — любые ненулевые элементы из’С, ф — изоморфизм Ка 
на 4’, а 1-5, /^->^'— взаимно однозначвые отображения Г и Л на 
некоторые множества /’и Л’. Каждое из отображений полугруппы 
5 (С, Т, Л, р1) на полугруппы 5 (С, [, Л, 44) и 5 (С', Г, Л’, 4+): 


8 (а, 2) = (тай, Й), 4); = БР, (2) 
ф (а, #^) = (фа, Г№), 4, = Фрм (3) 


является изоморфизмом. Всякий изоморфизм полугруппы 6 является 
произведением изоморфизмов типа (2) и (3). 

Следующая ниже теорема обобщает конструкцию А. К. Сушкевича ($). 

Пусть А, (Р) — п-мерное линейное пространство над телом Ё, 
В» (Е) — сопряженное с ним пространство [см. например, ()]. Каждому 
одномерному подпространству В; с А„(ЁР) взаимно однозначно сопоста- 
вим некоторый индекс 1 и, аналогично, каждому одномерному подпро- 
странству В, < В, (ЕР) — индекс *. Из каждого подпространства А; < К,„ (Е) 
выберем произвольно один вектор х;, а из № с В,(ЁЕ) — вектор у». 
Обозначим через /к (Лк) множество всех таких индексов # (соответствен- 
но }\), через [у, х] — скалярное произведение векторов у, х. 

ТЕОРЕМА 2. Полугруппа Съ(ЁР) изоморфна вполне простой полугруппе 
5 = (Ме, ТЕ, Др. [Уж ). 

Доказательство. Пусть е,,е,,..., е, — произвольный базис в 
В» (Е), е,....е,..., е. — биортогональный с ним базис в А, (Р), 
А = |а | — любая ненулевая матрица из полугруппы С» (Е). По усло- 
вию, гапо А =1. Среди векторов 


ъ 
Ае, = Хеаж (=1,2,...п) 

1=1 
по крайней мере один отличен от нуля и все Ае,; коллинеарны. Поэто- 
му координаты этих векторов, т. е. элементы ак матрицы А можно 
представить в виде а; = Ми, где 6;, к ЕЕ и по крайней мере одно из 
произведений &7и отлично от нуля. По построению множеств /%, Л®,. 
найдется (и притом единственная) пара индексов #6 /р, ЛЕ Л*№ такая, 


что 
п 


и 

изн Е , 
Хань, Е 
ПЕИ 9=1 


МАТРИЧНЫЕ ПОЛУГРУППЫ 443 


где с, с’ЕР, произведение а == сс’ отлично от нуля и определяется для 
данной матрицы однозначно. Таким образом, для каждой ненулевой 
матрицы А = |аж |6 (* (К) существует единственная тройка (а, #^) 6 5к. 
Нулевой матрице сопоставим элемент 0657. 

Обратно, для любой пары ненулевых векторов 


п п 
Л / Й 
х: = Зее, (Е), у = У уе, Ан (Р) 
1—1 1=1 
и элемента а6 Ё найдется единственная матрица А=|аж| Е Сл (Ё’) такая, 
что @ж = бак. Нулю из 5р соответствует нулевая матрица из (1 (Е). 
Если теперь 


А= ба, В=| Е | 


т. е. матрицам А, ВЕС» (Е) соответствуют тройки (а, й), (5, ти) 6 51, то 


АВ ва (У Е) = [а [улхи] 6 
т=1 


и матрице АВ соответствует в 5» тройка 


(а ул, х] В, 44) = (а, 2) (6, тр) 


{см. (1)]. Теорема доказана. 
Замечание. При отображении (2) в полугруппе 5 (Мь, [ь, Ль» 
[Ул, х:]) каждый элемент р»: = [у», х;| переходит в 


Перт = ВТУ ХР, И 


Иначе говоря, каждый вектор у» Е В, заменяется вектором Бу», а век- 
тор х; 6 А) — вектором х:’;. При этом тройка (а, #) перейдет в тройку 
6 (а, 2^) = ("71 ар‘, Й). Но обе эти тройки соответствуют одной и той же 
матрице |2;4% |6 С» (Р). Таким образом, отображение (2) сводится к 
тождественному автоморфизму полугруппы С» (Е). 

Пусть ГР и Н— два тела. Их нуль и единицу обозначим одинаково 


через 0 и 1; пусть е, е,,..., е и е,е›,....е, как и раньше, 
й 
обозначают биортонормированные базисы пространств А„(Р) и В, (Е), 
й / Й 
а В, В... В и В, ЬВ,,..., В, — биортонормированные базисы  про- 


странств А, (Н) и В»(Н). Тогда всякая пара векторов хе А»„(Ё) и 
уеА, (Е) может быть записана в виде: 


п п 
/ 
х = я ез, у= о "кк. 
1=1 


К=1 


Если ф — однозначное отображение в Н, то обозначим 


ху = У в (55), Уу= 2 Ф (1) В». 
7 =1 Е 
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Каждой матрице С = |сж|6 С„(Ё) обычным образом поставим в соответ- 
ствие линейные преобразования С пространств А„(ЁР) и В,(1) так, что 


п п 
й ) ’ 
Се, = Х ес, еб = 1 се, 
тт 


Тт=1 


ЛЕММА 2. Пусть фЬ— изоморфизм Мк на Мы, х—>х? и уу? — 
взаимно однозначные отображения пространств И (Р) и В, (Е) в В, (НУ 
и В,(Н) такие, что для любых хе В,(Е), уе В, (Е) 


[5®, х?] == ф ГУ; х]. (4) 


Гогда: 

1) Ф является изоморфизмом тела ЕЁ на Н, 

2) существует такая обратимая матрица АВ @ь(Н), что х® = =А\х , 
у® = учА. 

Доказательство. Очевидно, что фО=0, $1 =1. Пусть 


= УШа, Фо (5% 
Тт=1 Т=1 


Из (4) имеем при 7, Ё =1,2,..., п: 
[$1 ==4, если =, 


Ва == 69: ©] —= Ме. 
>. пРоотОВОЯЕ т ВАЙ (40 =0, если 7 = #. 


Таким образом, если А =|аж|, то |6ж|= А1, и для любых 
п п 
х’ = 2 Вод (м У ы 1, В, 6 В, (Н) 
получим: 


п в 
[у'А-, Ах] = [УХ (в, 4), ХУ (АщъЕ|= 
11 К—1 
т т д п 
= [Уч Уд, У у В] = Х аще, = У ЧЕ у, к. 
= о К=ЕГ=1 АК, т=1 9=1 
Отсюда и из (4) при любых х6 АД, (Е), уЕД, (ЕР) следует: 
[узАТт, А х®] =ф[у, х]. (6 
Из (5) и (6) имеем (/=1,2,..., п): 
[УЗА", В, — [У?АТ, Ае?] — ф [У, е;] == ф (9;); 
т. е. узА "= уу и, аналогично, Ах? = х,. Таким образом, 


уз == УзА, о Ху- 
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'Воспользовавшись снова равенством (6), получим: 


у? п 
\ = г 
ф» мя; =Ф[у, х] = [у?АТЬ Ах] = [уф ху] = У $. 
1—1 1=1 

Положив =» =1, 1;=0 при 7>>2, имеем отсюда при любых 
ВЕР: 


ф(&-ь) =$(5) (5), 


и ф — изоморфизм не только Мк на Мн, но и тела Е на Н. Лемма 
доказана. 

ЛЕММА 3. В Сь (Е) существует п различных ненулевых идемпотентов, 
попарные произведения которых равны 0, и не существует системы из 
большего количества аннулирующих друг друга ненулевых идемпотентов. 

Доказательство. Пусть ]1, ]›,..., [к — ненулеьые идемпотенты 
из (% (В тори Ул и 7-Е (ар чл )ь Тодда Хх, 
и у»; образуют биортогональную систему вектсров из В» (К) и В, (В). 
Следовательно, А < п. В то же время езе., =0 при 7,5=1,2,...пи 
7 == $. Лемма доказана. Впрочем, ее утверждение следует и из работы (8) 
4ем. лемму 2.3] *. 

Назовем множество ненулевых идемпотентов Дл, [»,..., [и @ С» (Е) 
чепью, если каждый идемпотент (1=2,3,....Ё) лежит над р: 
и6м (ыы т. ©. 


7 == Ра ДР = ВЛ Е т 


Число А назовем длиной цепи. 
ЛЕММА 4. Максимальная длина цепей в С»(ЁР) равна г. 
Доказательство. Воспользуемся леммой 2.1 работы (8): если 
АЕС» (Р) — идемпотентная матрица ранга $<.г, то существует такая 
‚обратимая матрица С из Сь(Р), что 


Се — в Г (7) 


‘Здесь через №; обозначена единичная матрица порядка $, через О,— ну- 


„левая матрица порядка 5. 
Если /;_,/:— два идемпотента из цепи, гапо /; = $, С — обратимая 


‘матрица из Си(Р) и 
т: Е 
(С. 171: = ( А 


то из == ДР = 1 следует, что 


СС = (2 а 


где А, — идемпотентная матрица порядка $. Если бы гапя А; = $, то мы 
‚имели бы А, =ЁЕ., =). Следовательно, гапб А, = гапв /1— < $5. 


* Результаты указанной работы справедливы для ряда матричных полугрупи 
‚с элементами из произвольного эвклидова кольца К, коммутативного или некомму- 
т 
тативного [см. (10), $ 108], в частности и для С, (ЕЁ). 
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Таким образом, в цэпи ]и, [»,.-., п нет двух матриц одного ранга, и 
если все элементы цзпи содэржатся в С»(Ё), то максимальная длина цепи 
не может быть большо г. В то же врэмя матрицы вида (7), где 
с к г, образуют цэнь длиной г. Лэмма доказана. 

‚ ТЕОРЕМА 3 [см. (9)]. Для того чтобы полугруппы @ъ(Ё) и Съ(Н} 
при п>.2 были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы т= п, 
г =зи тело ЕЁ было изоморфно телу Н. Всякий изоморфизм ф полугруп- 
пы @„(Ё) на полугруппу @„(Н) имеет вид 


Фи | = А [фл [А, (8) 

где ф — изоморфизм Е на Н, А — обратимая матрица из Сь(Н). 
Доказательство. Достаточность условяй тзорэмы очэвидна: если 

ф — изоморфизм тела Ё на тело Н, А — обратимая матрица из @,(Н), 
то. отображение (8) — изоморфизм С@„(Р) на С„(Н). Докажем необходи- 
мость этих условий. Пусть Ф — изоморфизм полугруппы С@„(ЁР) на полу- 
группу Си(Н). Из леммы 4 следует, что г=з. Полугруппа Сл (Е) 
является единственным ненулевым минимальным идеалом полугруппы 
СТ(Е), поэтому 

ФС» (Е) = Ст(Н). 


Из леммы 3 следует, что т = п. 
Пусть для любой матрицы |;азх | 6 @» (Е) 


Ф| Вами | = [а "к |. (9) 
Установим, как и при доказательстве теоремы 2, изоморфизм 0 и 0” 


полугрупи С» (Р) и Сь(Н) на вполне простые полугруппы 5 = 5 (Мк, 11, 
АЕ» [Ух, х: |) ИН ==: 5 (Мн, Ти, Ан, [У»», Хх: |): 


6х, |= (а, 2), @ базу, | = (а’, #^), 
где 
м п 
х \ > г - 
Хр == еее = р В) 
= -1 
п п 
/ \\ ’ / 
и - уе» У» 2 т) ы 


т 7=1 
Отображение $, = 0'Ф9" является изоморфизмом вполне простой полу- 
группы 5ь на бн. В силу замечания, сделанного после теоремы 2, можно 
считать, что $, имеет вид (3), так как отображение (2) приводит к 


тождественному автоморфизму полугруппы С» (ЁР). Таким образом, для 
любого элемента (а, #\) 6 5 


(а’, Г) = 1 (а, #) = (фа; ф, $), (10) 


где ф — изоморфизм Ме на Мн, а 1-5 =, 9) = ^" — взаимно. 
однозначные отображения Г» на Гн и Лк на Лн. При этом для любых 
Ф = Хх, и . . вы. 
векторов х} =х»„ и уу =у,) имеет место равзнетво: [у?, х?] =ф [у, ‚Х, |. 
ее ^ : ; < 
Отображения х,—х?, у, —>у? можно продолжить до взаимно одно- 
к "; 
значных отображений пространств А,(Р) и В, (ЁР) в В,„(Н) и В, (Н)- 
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Именно, при любых а, БЕГ будем считать 


(ха)? = х?.фа, (5.у,)° =фЬ-у®. 
Тогда 


[(Ру,)®, (х;а)?] = [$6 -уз, х?. фа] = фЬ-[у?, х?]-фа = 
= фб-Ф [у,, х,] -фа=ф (6 [у,, ха) = ф[Бу, ‚ х, а] 


и свойство (4) сохраняется для продолженных отображений х. Из леммы 2 
следует, что ф — изоморфизм Ё на Ни 


х=А*(х,)» = (у,). 4, (11) 
где АЕС»(Н). Обозначая по-прежнему 
А = [а] Ат = [6 | 


получим из (11): 


ы = 215,96, = Уфа, 


$=1 


а отсюда и из (9), (10) для любой матрицы |&;ач» |6 Сь(ЁР) будет следо- 
вать: 


ФИЕат, | = [&;- фа, = 


Ч | > 6". ф (5,) -фа-ф (4) -азл| 


= 41$ (б;ам») | А, 


т. е. для любой матрицы из С1(ЁР) доказана справедливость  соотно- 
шения (8). 


Если теперь Х =|хд|— любая матрица из С„(ЁР), то отображение: 
ф-Х =А.-ФфХ.А" есть также изоморфизм С, (РГ) на С,(Н) и при этом 
Ф.|аж| = |Фаж| для любой матрицы из С» (Е). 

Пусть 

Ф. | т. „1 — = | т |. 
Тогда при $, {=1,2,..., п имеем: 
хыеы = е,з | 2 [ен = Ф (е, | 2х |еи) = $ (ыеы) = фа еыь 
т.е 


деф, Аааа ии Фан = Ат фе А, 


что и требовалось доказать. 

Из доказанной теоремы следует [см. (3), (3)] 

ТЕОРЕМА 4. Всякий автоморфизм полугруппы С,(ЁЕ) имеет вид (8), 
где х — автоморфизм Е, АЕ С» (Е). 

Теоремы 2 и 4, так же, как и теорема 1, остаются справедливыми 
для полугруппы (/»(Р) всех матриц порядка п с неотрицательными эле- 
ментами из произвольно расположенного поля [см. (*)]. 


Поступило 
12. 11. 1957 
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Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 


ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ ПРОЦЕССОВ 
В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 


(П редставлено академиком А.А. Дородницыным) 


В работе изучены оптимальные процессы в линейных системах. 
Доказано существование оптимальных процессов в таких  систе- 
мах и найдены уравнения для оптимальных управлений и оп- 
тимальных траекторий. Рассмотрена также задача синтеза таких систем 
с одним управляющим параметром. 


Введение 


В теории автоматического регулирования большое значение придается 
максимальному повышению быстродействия различного рода регуляторов 
и следящих систем, другими словами, наиболее быстрому или, как 
принято говорить, оптимальному осуществлению процесса регулирования 
и слежения. Ряд других технических задач также приводит к задачам, 
в которых экстремируется время. 

Довольно обширный круг технических проблем этого рода уклады- 
вается в следующую математическую задачу, изученную в работе (*). 

Изображающая точка (вектор) х = (2",..., 1”) п-мерного фавового 
пространства Х движется согласно уравнениям 


\ 


Е (1) 
Здесь (и1,..., и’) = и — управляющие параметры. Если задан закон 
управления, т. е. заданы г функций и! (1),..., и’ (1) из некоторого клас- 


> ; 0 
са функций, то система (1) при заданных начальных условиях 17 (15) = 41 
однозначно определит движение точки д в фазовом пространстве. Класс 


функций, в котором выбираются управляющие функции и! (1,..., и’ (1, 
> ., * 

зависит от конкретной технической задачи. Совершенно естественным 

условием является требование, чтобы вектор [м (1) = (и (1)... и’ (1) 


т-мерного пространства принадлежал некоторой фиксированной замкнутой 
области этого пространства, например тг-мерному единичному кубу 
[ий (#)| <1,1=1,...,г. Физический смысл этого условия ясен: некото- 
рые из управляющих параметров, или даже все, не могут принимать 
сколь угодно больших значений; например, управляющим параметром 
может являться количество подаваемого в двигатель топлива ит. д. 
Но в общей математической постановке задачи область изменения век- 
тора и (#) не обязана быть всегда ограниченной. В частности, она может 
совпадать со всем г-мерным пространством. 
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Далее, управляющие функции и'(1),..., и”(1) могут выбираться в 
классе кусочно-непрерывных функций с конечным числом точек разрыва. 
Это соответствует «безынерционному» управлению — управляющие пара- 
метры в данном случае могут мгновенно перескакивать с одного значе - 
ния на другое. Однако в ряде технических задач приходится учитывать 
«инерцию» некоторых управляющих параметров и поэтому некоторые из 
функций ий (1) в этом случае нужно считать непрерывными и кусочно- 
гладкими с ограниченной производной. 

Класс векторных функций ч(), в котором выбираются управления 
для данной задачи, назовем классом допустимых управлении. 
Этот класс будет точно определен ниже для изучаемой нами задачи. 

После того, как класс допустимых управлений определен, основная 
задача, которая здесь ставится, формулируется следующим образом. 

В фазовом пространстве Х заданы две точки %, &; требуется выб рать 
допустимое управление и (1) = (и (1,..., и’ (1)) так, чтобы фазовая точка 
прошла по траектории системы (1) из положения & в положение & за 
минимальное время. 

Искомое управление и ({), если оно существует, назовем оптималь- 
ным управлением, соответствующую траекторию — оптимальной 
траекториеи. 

Задача, которой интересуются в теории автоматического регулирова- 
ния, носит несколько более конкретный характер и может быть сформу- 
лирована следующим образом. 

Из любой наперед заданной точки фазового пространства Х нужно 
попасть в начало координат за минимальное время, двигаясь по траекто- 
рии системы (1) при помощи допустимого управления. 

Вообще говоря, из любой точки фазового пространства Х невозможно 
попасть в начало координат допустимым управлением. Обозначим через 
М множество тех точек пространства Х, из которых можно попасть в 
начало координат оптимальным управлением. Тогда существует опреде- 
ленная на множестве М векторная функция 


ое вы о. (2) 


значения которой лежат в области допустимых значений управления и 
и которая удовлетворяет условию: если двигаться по траекториям 
системы 

я = (х, и (х)), х(0)=ЕЕМ, 
то фазовая точка х из любого данного начального положения &Е М 
попадает в начало координат в минимальное время. 

Нахождение функции и (х) носит название синтеза оптимальной 
системы. При помощи этой функции строится оптимальное вычисли- 
тельное устройство для заданного регулирующего устройства. Назначе- 
ние вычислительного устройства в системе автоматического регулирова- 
ния можно описать схематически следующим образом [см. (?)]. 

Пусть задана часть системы автоматического регулирования, состоя- 
щая из регулируемого объекта и регулирующего органа. Эта часть 
имеет 7 входов и и выходов. Входные величины — это управляющие 
функции и (!),..., и" (Г), выходные величины — регулируемые фазовые 
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координаты 4" (1),..., 2" (1); связь между величинами ии 2 в задается 
системой (1). Нужный режим состоит в том, чтобы все фазовые коорди- 
наты 2‘ в течение всего процесса работы объекта равнялись нулю. 

Выходные величины (2, . .., 2") =х подаются на вход вычислитель- 
ного устройства, выход В соединен со входом регулирующего 
органа. Получается замкнутая система автоматического регулирования. 
Если в результате внешних воздействий фазовая точка смещается из нача- 
ла координат в положение х = (2",..., 2”), то на вход регулирующего орга- 
на через вычислительное устройство подаются величины (и\ (х),..., и’ (х)) = 
— ч(х), определенные формулой (2) и возвращающие фазовую точку в на- 
чало координат в минимальное время. 

В настоящей работе изучен случай линейного регулирующего органа, 
т. е. изучена система 


т 
я = У, о 
&=1 


= 414” + Ми --,..- Ми", * И, 
которую мы будем записывать в векторном виде: 
х = Ах и -... + Ьи". (3) 


Здесь х — вектор п-мерного фазового пространства Х, А — фиксирован- 
ное линейное преобразование этого пространства, Ь; — постоянные век- 
торы этого пространства. Классом допустимых управлений является 
класс кусочно-непрерывных функций, по модулю не превосходящих 1: 
|7 | <1. Без последнего ограничения на управляющие функции задача 
для уравнения (3), вообще говоря, не имеет решения: из любой точки &, 
фазового пространства Х можно попасть в любую другую точку &, 
за сколь угодно малое время, однако при стремлении времени перехода 
к нулю соответствующие управления становятся по модулю сколь 
угодно большими. 

Теорема существования, которая доказана в $ 3, заключается в сле- 
дующем. 

Если из точки & можно попасть в точку & некоторым допустимым 
управлением, то из & можно попасть в & и оптимальным управлением. 

Это управление оказывается релейным, т. е. управляющие функции 
и] (1) принимают значения -Е1 и имеют конечное число скачков. 

В $1 получены уравнения для оптимальных управлений и траек- 
торий. 

В $2, на основе результатов $ 1 и $3 (теоремы существования), 
изучена задача о синтезе оптимальной системы (3) при г =1. 

Теорема существования, доказанная в $ 3, имеет не только матема- 
тический интерес. Будет доказано, что оптимальное управление и?, 
7=41,...,г, для уравнения (3) можно всегда искать в классе релеиных 
управлений. Поэтому не исключен случай, когда существует последо- 
вательность релейных управлений и, К =1,2,..., переводящих фазовую 
точку по траекториям уравнения (3) из положения & в положение &, 


* В дальнейшем мы постоянно будем придерживаться тензорных обозначении. 
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соответственно за промежутки времени к, где Ц >Ь>.. тЫ 
1. ->Т, и не существует допустимого управления 8; ра 1 Ру 6р6- 
водящего фазовую точку из положения Е в Ё за время Т. В этом 
случае из «минимизирующей» последовательности управлений и} нельзя 
выделить подноследовательности, сходящейся к некоторому допустимому 
управлению и, так как это управление переводило бы фазовую точку 
из положения & в положение & за время Т. Следовательно, число точек 
скачков управления и неограниченно возрастает вместе в номером ки 


релейное управление из; на некоторых участках времени перехода из 5 
в & или даже в течение всего времени перехода, начинает «дрожать» 


с высокой частотой. 

Таким образом, оптимального перехода из положения % в положе- 
ние & достичь нельзя, но траектория будет тем ближе к оптимальной, 
чем чаше будет «дрожь» управления и) на соответствующих участках 
времени перехода. В теории автоматического регулирования такие режи- 
мы работы хорошо известны и называются скользящими режимами. 

Поэтому теорема существования оптимальных процессов для систе- 
мы (3) эквивалентна следующему утверждению: 

В линейных системах оптимальный режим ни на каком участке 
времени не может быть скользящим. 

Можно рассмотреть более общую задачу и считать, что некоторая 
часть управляющих функций и’(Г) выбирается в классе непрерывных 
кусочно-гладких функций с ограниченной по модулю производной, т. е. 
считать, что соответствующие и’ обладают «инерцией», а другая, «безынер- 
ционная» часть управлений подчинена прежним условиям. В некото- 
рых случаях одна из этих частей может вовсе отсутствовать. Результаты, 
относящиеся к этому общему случаю, будут опубликованы отдельно. 

Методы настоящей работы являются естественным развитием методов, 
опубликованных в работе (1). Настоящая работа выполнена в семинаре 
Л. С. Понтрягина по математическим проблемам теории колебаний и 
автоматического регулирования. 

Я приношу глубокую благодарность „1. С. Понтрягину за внимание 
и большую помощь, которую он оказывал мне при выполнении настоя- 
шей работы. 


$ 1. Уравнения для оптимальных управлений и оптимальных 
траекторий в случае одного управляющего параметра 


1°. Постановка задачи. Обозначения. Задано линейное 
дифференциальное векторное уравнение с одним управляющим (скаляр- 
ным) параметром и: 
х = Ах Би. (4) 
Здесь х — изображающая точка (вектор) в п-мерном фазовом прботаа 
стве Х, Ь — фиксированный вектор этого пространства, А — линейное 
преобразование пространства Х, не зависящее от времени. Управляющая 
функция и выбирается в классе кусочно-непрерывных функций (с конеч- 
ным числом точек разрыва на каждом ограниченном интервале времени), 
по модулю не превосходящих 1: |и| <1; будем называть такие управ- 
ления допустимыми управлениями. 
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Формулировка общей задачи. В фазовом пространстве зада- 
ны две точки $, 6; требуется выбрать такое допустимое управление 
и =и(1), чтобы изображающая точка х(Р), двигаясь по траектории 
уравненил (4), перешла из положения & в положение Е, за минимальное 
время. 

Такое управление, если оно существует, назовем оптимальным 
управлением, соответствующую траекторию —онтимальной тра- 
екторией. Будем также говорить, что фазовая точка совершает опти- 
мальный переход из положения & в положение & по траектории уравне- 
ния (4) за оптимальное время. 

Введем ряд обозначений, необходимых для дальнейшего изложения. 

Векторы из фазового пространства Х назовем контравариантными; век- 
торы из сопряженного с Х пространства назовем ковариантными. 

Обозначим через $, (#),..., $. (К) контравариантные векторные функ- 
ции, образующие фундаментальную систему решений уравнения х = Ах. 
Через $1 (№,..., $" (#) обозначим ковариантные векторные функции, двой- 
ственные, соответственно, функциям $; (В: 


«Фо =#. 
Имеем: 
ф; = — Аф,, И, (5) 
Я (6) 
где А’— линейное преобразование, сопряженное с А. 
Чтобы доказать формулу (6), т. е. то, что вектор-функции 4 (#) 
удовлетворяют сопряженному к (5) уравнению (6), продифференцируем 


©? 


соотношение $» (#)-% (1) =06.. Мы получим: 
(р (И.Ф (Оу = фе (В. 9 О = 
= АО оО =. ОАО = 
=. (0). (А’9 (+40) =0. 


Так как это равенство справедливо для бою Е. оо И © 


справедливы тождества: 
Е 
Обозначим скалярное произведение вектор-функции $’ (1) с вектором Б 


через | | | 
О = м 


я. „4 ю то 
Решение уравнения (4) с начальным условием х (0) =$ = $» (0)5* запи 
тется тогда в виде: 


х (В =. (В (Е \ И” (<) и (<) а<) = $» (® (© - \ Ф” (=) -Би (<) 4®). (7) 
0 0 
Как известно, каждая из функций 1 (И, 5 =1,..., п, является реше- 
нием уравнения и-го порядка: 
| ^^ ВЕ (8 = 0, (8) 


ре К — тождественное преобразова- 

где р — оператор дифференцирования, Е — тожд ь . 

ние, | А’ рЁ| — характеристический многочлен преобразования — 2. 
? 
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2°. Условие невырожденности. Уравнение (4) назовем невы- 
рожденным, если вектор Ь не лежит ни в каком инвариантном под- 
пространстве размерности «<и—1 преобразования А. В противном 
случае уравнение (4) назовем вырожденным. 

Мы покажем сейчас, что если уравнение (4) вырожденное, то либо 
время перехода из & в &, не зависит от выбора управляющей функции 
и (1), либо задача сводится к аналогичной задаче для уравнения мень- 
шего порядка. 

Допустим, что Ь СУ, где У — инвариантное подпространство размер- 
ности < и -— 1 преобразования А. Представим фазовое пространство Х 
в виде прямой суммы Х =У+- и каждый вектор хе Х—в виде суммы 
х=у-+ 1, где уЕУ, хЕЙ. Уравнение (4) перепишется так: 


х=у+2=Ау- Би -{ А2, 


где ЛуЕУХ, БиЕУ. Оператор проектирования на подпространство У 
параллельно подпространству обозначим через Рг;, на подпростран- 
ство Й параллельно подпространству У — через Рх,. Имеем: 


Ртих = у= Ау-+- Би + Ри, Ах, Ргох = = Рг.Аз = Вт, 


где В-— некоторое линейное преобразование, действующее в подпро- 
странстве Я. 
‚ Пе г х т т 
Пусть требуется из точки & = (уо, 20) попасть допустимым (не обя- 
зательно оптимальным) управлением в точку &, = (у;, 71). Соответствую- 
щую траекторию уравнения (4) обозначим через х(® = (У(Ю, 2({)), где 


(у (0), # (0)) = (у, 25), (у (#1), #(11)) = (Ул, 24). 


Векторная функция #() является решением уравнения # = Ве, не 
зависящего от выбора управляющей функции м (1. 

Если ВБ % = 0, то для разрешимости задачи необходимо, чтобы выпол- 
нялось равенство 2=12., так как независимо от выбора управления 
мы будем иметь тождество #(1)==2. В этом случае задача об опти- 
мальном переходе из точки (ус, 2) фазового пространства Х в точку 
(у1, 2.) по траектории уравнения (4) сводится к задаче об оптимальном 
переходе из точки у, фазового пространства У в точку у, по траектории 
уравнения 

у = Ау-+ Би -- Рг. Аж = Ау-+Ъи-а, 


где Рг, Аж = а — некоторый постоянный вектор пространства У. Это 
уравнение можно исследовать буквально так же, как и уравнение 
вида (4), не содержащее вектора а. Впрочем, если преобразование А 
рассматриваемое в инвариантном подпространстве У 


‚ не вырождено 
в нем, то а = Аа,, и мы имеем: 


у = (у + а,)' = А(у-+а,) + Би. 


: 

Если В -Е 0 и существует траектория 2(1) уравнения #= Вх, соеди- 
) 

няющая точки 2% и 7:, то время перехода из 2% в #2 и, следовательно 

время перехода фазовой точки х из (2, Уо) в (7,, у) не зависит вх 
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выбора управляющей функции и (1), если, конечно, этот последний пере- 
ход вообще возможен, так как нужно еще попасть из ув у. 

В дальнейшем изложении будем считать, что уравнение (4) невырож- 
денное. Из невырожденности уравнения (4) непосредственно следует 
линейная независимость векторов Ъ = А°Ъ, АЬ, А?Ъ,..., А” 1Ъ. Отсюда 
легко вывести, что функции й' (1) =%'(В.Ь, #=1 
неино независимы. В самом деле, пусть 


е-жй, (СМ. 10, 1) ЛИ. 


с. В (2) == с Ф(рьВ 50, 


ГД Со, х =1,..., п- постоянные; тогда 
Бы п—1) 
Бе С ра 
Из этих равенств и формулы (6) следует: 
ЕКА Е 

Так как векторы Ъ, АЪ,..., А” ТЪЬ независимы, то мы имеем:с„ 6” (В==0, 
а так как векторы $” (№, «=1,..., п, образуют фундаментальную систе- 
му решений уравнения (6), то с, =... = с, == 0. 

Из линейной независимости функций /^ (#),...,№”(#) следует, что они 


образуют фундаментальную систему решений уравнения и-го порядка (8). 

3°. Необходимое условие оптимальности. Пусть & — не- 
которая фиксированная точка фазового пространства Х. Обозначим 
через < (1), > 0, множество точек пространства Х, до которых можно 
дойти в точности за время & если двигаться по траектории уравне- 
ния (4) при помощи произвольного допустимого управления с началь- 
ным условием х (0) = &%. 

Множество @(Ё выпукло при любом #20. В самом деле, пусть 
и, и, — два допустимых управления и пусть соответствующие им траек- 
тории х, (1), х.({) уравнения (4) удовлетворяют начальным условиям 


х, (0) = х. (0) = $; 
тогда х, (И ЕО (1, х,(06О( при любом #20. Произвольную точку 
отрезка, соединяющего точки х, (1), х›(1), можно представить в виде 
лх, (их, (0), 
где ^Ки=1, ^>0, и> 0. В эту точку можно попасть из точки & за 


время #, двигаясь по траектории уравнения (4), при помощи управле- 
ния Ли, + ии», так как соответствующая траектория имеет вид [см. фор- 


мулу (7)]: 
1 
еее О Е ль) 45) = 9, (0 (6 + Ишь 45) + 
0 
1 
нь (0 (6+ ыы <) = Ах, (1) + вхо (0, 


где ф. (0)& = & — начальная точка траектории; управление и: -- ви 
допустимо, так как | м: + ши» | < ^ [и | + и || < Аи = Ч 
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Пусть теперь и (#) — оптимальное управление, х (1) — соответствующая 
оптимальная траектория уравнения (4), соединяющая заданную точку $5 
с некоторой точкой & пространства Х; кроме того, пусть 

х (0) ==) =&. 

Управление и (1) и траектория х(1) являются оптимальными на любом 
отрезке 0О<Е<Т., где Т, <Т. В самом деле, если в точку х(Т,) 
можно попасть из точки & за время Т, —®, =>0, при помощи допу- 
стимого управления 5 (#), 0<Е< Т, —з, то в точку х(Т) можно будет 
попасть за время Т—е при помощи допустимого управления (1), 
ОТ где ш() =5(0 при 9<Е<Т, —в и ш (д =и (+ =) при 
ТГ —=<1<Тр—е, что противоречит допущению 06 оптимальности 
траектории х({) на отрезке 0<Е<Т. 

Мы докажем сейчас, что через точку & = х(Т) можно провести опор- 
ную гиперплоскость Р к выпуклому множеству © (Т), т. е. что & лежит 
на границе множества © (Т). 

Легко видеть, что при любом [< Т точка х(Ё) является граничной 
точкой множества © (1) и потому через нее можно провести опорную к 
© (1) гиперплоскость. Если это не так хотя бы для одной точки х (#1), 
+ <Т, то окружим х() шаром, целиком лежащим в множестве © (1), и 
отметим в шаре какую-нибудь точку х(Ё-- =) траектории, где з > 0 (та- 
кой шар найдется, так как точка х (1) является, по предположению, внут- 
ренней точкой множества © (1)). Так как шар целиком лежит в множе- 
стве О(, то из зочки & до точки х(Ё-®) можно дойти допустимым 
управлением за время { <Ё-е, что противоречит оптимальности траек- 
тории х(8. 

Итак, можно выбрать последовательность времен #,—>Т и поеледова- 
тельность гиперилоскостей Р», проходящих соответственно через х (#,) и 
опорных к О© (1.); кроме того, можно считать, что последовательность 
гиперплоскостей Р,; сходится к некоторой гинерплоскости Р, проходящей 
через точку & = х(Т). Гиперплоскость Р и является опорной для мно- 
жества < (Т). 

В самом деле, обозначим через Х, ковариантный вектор, ортогональ- 
ный к гиперплоскости Рх и направленный в противоположную от мно- 
жества © (1.) сторону, т. е. если уЕО (&,), то (у—х(&,)) Хх, <0. Можно 
считать, что Х,->Х, где У ортогонален к Р. Обозначим, далее, произволь- 
ное допустимое управление через и (1) - би (1), где и (Е) — рассматрива- 
емое оптимальное управление, ди (1) — произвольное допустимое «возму- 
щение» управления и (1); через х (1) -|-6х(1) обозначим соответствующую 
возмущенную траекторию с начальным условием бх (0) = 0. 

При любом <Т точка х(&) + 5х (1) 6 О (1) и х(&) ЕР,, следова- 
тельно, 5х (1) Хх < 0. Переходя к пределу при А-><, мы для любого. 
допустимого возмущения ох получим, что 6х(Т).х < 0, т. е. что гипер- 
плоскость Р, проходящая} через ‘(точку х(Т), является? опорной 
для О (Т), и, следовательно, сама точка х(Т) лежит на границе множества. 
(ТГ). 

Покажем, что опорную гиперплоскость Р в точке х (Т) и ортогональ- 
ный к неи вектор Х всегда можно выбрать таким образом, чтобы кроме 
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неравенства 9х(Т).х<0 выполнялось еще неравенство 
х(Т)-х = (Ах(Т) + Ъи(Т)).х>0. 


Для этого докажем, что луч, содержащий фазовую скорость х (1) и 
выходящий из точки х(Й при О<Е<Т, пересекается с множеством 
$2 (#} только по граничным точкам последнего. 

Это утверждение легко доказать для # <Т, а затем, путем предель- 
ного перехода, вывести его для Ё = Т. 

Допустим, что луч 9,› содержащий вектор х (1), ге 7. ин 
дящий из точки х(!), содержит внутреннюю точку у множества © (0. 
Так как (1) выпукло, то весь интервал луча 4, между точками у и 
х (1) сплошь состоит из внутренних точек множества 42 (1). Далее, вектор 
фазовой скорости х(#) отличен от нуля. Следовательно, найдется такой 
момент времени Г, Ё < Г < Т, что х(Г) ЕО (1, а это невозможно, так как 
1 <Е и траектория оптимальная. 

Итак, луч 49, не содержит внутренних точек множества © (#). Теперь. 
возможны два случая: либо прямая @:, содержащая луч 4,, пересекается 
с @(0 по внутренним точкам последнего, либо нет. В первом случае 
очевидно, что ковариантный вектор УХ,, ортогональный к произвольно вы- 
бранной опорной гиперплоскости Р; множества © (Г) в точке х (1) и на- 
правленный в противоположную от © (1) сторону, удовлетворяет неравенству 


(5х0. 
Во втором случае опорную гиперилоскость Р; можно выбрать так, чтобы 
она содержала прямую 0,. Следовательно, в обоих случаях неравенство 


х (1).Х, > 0 
можно считать выполненным. 


Взяв последовательность #,->7 и выполнив аналогичную конструк- 
цию для каждой точки х(1,.), получим в пределе неравенство 


х(Г)-х> 0. 


Сформулируем теперь доказанное необходимое условие полностью. 
Пусть и (Г) — оптимальное управление, х (1) — соответствующая опти- 
. а |5 
мальная траектория уравненил (4), соединяющая точку % с точкой 1 
фазового пространства Х: 


0=ь хРеь, «151. 


Тогда через точку &, = х(Т) можно провести опорную к (ТГ) гиперплос- 
кость Р таким образом, что если обозначить через Х, ковариантный век- 
тор, ортогональный к Р и направленный в противоположную от мно- 
жества © (Т) сторону, то будут выполняться неравенства: 


ох (Т)-х < 0, х (Рух Ах (Г) Би(Т)Х) >90 


при любом допустимом возмущении ох (1) оптимальной траектории х (1). 
4?. Уравнения оптимальных управлений и оптималь- 
ных траекторий. При помощи сформулированного необходимого 
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условия легко получить уравнения для оптимального управления и (1) и 
: .’ . > ‚3 > 
оптимальной траектории х(, соединяющей точку & = х(0) с точкой 
Е =х(Т), О<Е<Т. Для этого воспользуемся неравенством 6 х (Т).Х<0. 
Очевидно, возмущение вх (#) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
бх = Дах + би 
и начальному условию 9х (0) =0. Поэтому, на основании формулы (7), 
имеем: 


= \ с 41°. Бби4< = \ с.й’виал < 0, 
0 0 


где с» =Х-$ (Т), «=1,...,п, одновременно в нуль не обращаются и 
№? (1) = $* (0-6 


(см. и° 1). Функция с„А” (1) тождественно в нуль не обращается, так как 
с. не все равны нулю, а функции /” (1) образуют, в силу невырожден- 
ности уравнения (4), фундаментальную систему решений уравнения п-го 
порядка (8) (см. п° 1—2). Неравенство 

И 

\с«й”виат < 0 

0 
справедливо при любом допустимом возмущении би (Г) оптимального 
управления и(!). Отсюда следует, что при положительных значениях 
функции с„/” (1) возмущение ди (1) может принимать только значения, не 
превосходящие нуля, а при отрицательных значениях функции с„й“()— 
значения неотрицательные. Так как условием допустимости возмущен- 
ного управления и(#) {+ 8и({) является неравенство |и (В) и (#|<1, 
то мы получаем следующее уравнение для оптимального управления и(®): 


и (= щие. (1) = ое, (5 — оо Ь бт (9) 


Функцию, принимающую только два значения +1, будем называть в 
дальнейшем релейной. 


Ковариантная вектор-функция с.” () =$(Р) есть решение уравне- 
ния (6): 


$=— 4% (10) 


и имеет простой геометрический смысл: вектор Ф(®) в каждый момент 
времени #, 0 < ЕТ, однозначно определяет ортогональную к нему ги- 
перилоскость Ре, проходящую через точку 2(1) и опорную к © (В, и на- 
правлен в противоположную от множества 62 (Е) сторону. В самом деле, 
при любом допустимом возмущении ди (1) имеем: 


1 1 
5х (1)-6 (В = (0-9, (0 \ Зи = с5%? (6). (6) \9°-ь аи ат; 


0 0 
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в силу взаимности систем {4” (#)} и { (1)}, «=1,. 


Сом 


..п, (см. 15 1) имеем 
(0 =8, 


1 


[2 
5х (И. (В = 2." -Ь диай — \$-Ъ дит. 
0 0 


С другой стороны, из уравнения (9) и неравенства [9 (В и (|< 1 


следует, что $18 п би (1) = —9в14(1)-Ь и, следовательно, 8х (#)-$ (#)<0. 
В частности, Рт = Ри == У. так как 


ФСГ) = с." (Т) = (х.9-(Т)) 9" (Т) =Х 


(в силу взаимности систем {$ (Т)} и {$"(Г)}, «=1,...,п). 


> З ее = с -) 
В конечной точке & = х(Т) выполняется неравенство 4 (Т)-х(Т) > 0 
тем. `т*э), 
Мы докажем сейчас, что вдоль всей оптимальной траектории х (1) 
скалярное произведение %(1)-х (Г) постоянно и, следовательно, 


$ (0-х (0) = с0пз6 >. 0. [С 


Скалярное произведение 
(0-х =$ (0. (Ах + Ъи (1) 


непрерывно, так как, в силу (9), и(Г) может делать скачок лишь в тот 
момент, когда (И. =0. Поэтому постоянство скалярного произведе- 
ния будет следовать из обращения в нуль его производной по времени. 
В силу уравнений (4), (9) и (10), имеем: 


($ (®)-(Ах(й -Е Ъи (1) =$(0.Ах() $0. Ах) + 
+ $()-Ъи (д) =— 4’ (Ах) + (0-А(Ах (И Би (0) + 
+ (— 4$ (2).Ъи (1) = —$(0.4*х (9 $0. 42х (1 + 
$ (1). АБи (1 —9(0.АВи (0 =0. 


Объединяя условия, выраженные в уравнениях (4), (9), (10), (11), мы 
приходим к следующему предложению для определения оптимальных 
управлений и оптимальных траекторий, выходящих из заданной точки 
Е фазового пространства Х. 

Все оптимальные управления и (Г) и соответствующие им оптималь- 
ные траектории х (1), выходящие при &=0 из точки $, содержатся в 
множестве управлений и соответствующих им траекторий, получаемых 
при решении следующей системы уравнений: 

Ах х (0) =, 

$ == =, ф, | 
и (Е) = 01$ (В-Ь, | 
$ (0)-х (0) =$(0)-(Ах(0) + Ъи (0)) > 0. 
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Поскольку нас интересует не сама вектор-функция $Ф(), а только 
управляющая функция и(!) = 19 (0.Ъ, мы всегда будем вектор 
$ (0) =с„$” (0) предполагать нормированным, т. ©. предполагать выпол- 
ненным равенство 


УХе=1|5(0)|=1. 


Меняя всевозможными способами начальное значение % (0) (но так, чтобы 
сохранялось неравенство $ (0)-х (0) > 0), мы получим некоторое мно- 
жество управлений и траекторий, выходящих из точки &, которые на- 
вовем экстремальными управлениями и экстремальными 
траекториями,; среди них будут и все оптимальные управления и опти- 
мальные траектории, выходящие из точки 4%. 

Если известно, что из точки & можно попасть в некоторую точку &, 
фазового пространства Х оптимальным управлением и что существует 
только одна экстремальная траектория, по которой фазовая точка мо- 
жет попасть из & в &, то эта последняя и будет оптимальной траекто- 
рией, а соответствующее экстремальное управление — оптимальным управ- 
лением. Этот случай имеет место при синтезе оптимальной системы, 
который изучен в следующем параграфе. 

Система уравнений (12) в точности выражает принцин максимума, 
сформулированный в работе ('). Он заключается в следующем. Первые 
два уравнения системы (12) можно записать в виде гамильтоновой систе- 
мы с гамильтоновой функцией Л (х, %, и) =%. (Ах + Би) =%х. В самом 
деле, имеем: 


. ЭН до» : 

х = д = ах ®`(Ах-+ Ъи)) = Ах + Ви, 
. 9Н д ай: ь 
$=—= =— ($. (Ах ЕЪа)) ==. А’фх = — А’. 


Уравнение и (#) = з1юп $ (1) .Ь эквивалентно следующему условию: в каж- 
дый момент времени # управление и(Ё) принимает допустимое значение, 
при котором функция Н =%.(Ах-+{ Би), рассматриваемая как функция 
аргумента и при фиксированных значениях х, %, принимает максималь- 
ное значение. Это условие и является принципом максимума. 

Наконец, из формулы (11) следует, что вдоль всей экстремальной 
траектории гамильтонова функция Н (х(В, %(1), и(1)) = сопз6 >> 0. 


$ 2. Синтез линейной оптимальной системы 
с одним управляющим параметром 


о г и рат 

1. Постановка задачи. В теории автоматического регулиро- 
вания интересуются оптимальным переходом по траектории уравнения 
(4) из произвольного начального положения в начало координат (см. 
введение). 

В этом параграфе теорему существования оптимальных процессов для 
уравнения (4) мы будем предполагать доказанной (см. $ 3, по 2), 

В ® 2 этого параграфа показано, что из любой точки фазового про- 
странства в начало координат может вести только одна экстремальная 
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траектория уравнения (4), которая, следовательно, будет и оптимальной 
(см. $ 1, 5 4, $ 3, по 2). Поэтому можно не делать различия между 
экстремальными траекториями, ведущими в начало, и соответствующими 
экстремальными управлениями и оптимальными траекториями и управ- 
лениями. 

В п> 3 будет изучено множество тех точек фазового пространства, из 
которых можно попасть в начало координат донустимым и, следова- 
тельно, оптимальным управлением. Обозначим это множество через М. 
Оказывается, что М является выпуклой областью фазового пространства Х. 
Если собственные значения преобразования А устойчивы, то множество 
М совпадает со всем пространством Х. 

На основании теоремы единственности экстремальной траектории, ве- 
дущей в начало координат, мы можем заключить, что вдоль такой 
экстремали соответствующее экстремальное управление и (1) определяется 
однозначно как функция точки траектории, за исключением лишь тех 
точек траектории, которые соответствуют моментам скачка управления- 
Таких моментов конечное число (на конечном отрезке времени), так как 


и (Г) = 9101$ (В -Б 


[см. (12)], а функция Ф(П).Ъ тождественно в нуль не обращается и яв- 
ляется решением линейного уравнения п-го порядка (8) с постоянными 
коэффициентами. Безразлично, какие значения мы будем приписывать 
управлению и({) в момент скачка; для определенности будем считать, 
что в этот момент и =0. 

Следовательно, множество Л однозначно разбивается на три непере- 
секающиеся части: М =М. |) М_| Моно следующему признаку: если точка 
экстремальной траектории х( 6 М,, то и(1=1, если х(/ЕМ_, то 
и (1) = —1, наконец, если х (1) 6 Л/ь, то вэтот момент и (1) делает скачок. 

Размерность множества ЛМ,, очевидно, не превосходит п — 1. 

Таким образом, мы получаем однозначную функцию и(х), определен- 
ную ма множестве Л/ условиями: 


и (х) =1 при хе М,, и(х) =—1 при х@М_, и(х) =0 при х@ Мо 


и обладающую тем свойством, что если двигаться по траектории уравнения 
х =Ах + Ьи(х), х(0ЕМ, (13) 


то мы попадем из х(0) в начало координат по оптимальной траектории 
уравнения (4) в оптимальное время. 

Нахождение функции и (х) называется синтезом оптимальной системы, 
описываемой уравнением (4) (см. введение). 

Если задана функция ©(х), удовлетворяющая условиям: 


2 (х) > 0 при хЕМ., 2(х)<0 при х@М_, о(х)=0 при х@М,, 
то и(х) = зюпе (х). 
Для нахождения функции © (х) очень удобно изучить структуру «мно- 


жжества точек переключения» функции и (х) = 151 0 (х), т. е. множества ЛМ. 
Это изучение, так же как и приближенное вычисление множества Мо, 


можно провести при помощи системы (12). 
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Если преобразование А имеет действительные собственные значения, 
то множество Ло точек переключения является (п — 1)-мерной гиперпо- 
верхностью, которая разбивает множество М на две связные области 
М, и М_. Эта гиперповерхность, а также способ ее построения были 
впервые обнаружены А. А. Фельдбаумом [см. (*)]. Мы дадим ее пара- 
метрическое представление в 7? 5. 

Система второго порядка 


Хх =, 


‹ 14 
и= 2+ ау-+и ни 


была изучена Визва\ [см. (5)]. В зависимости от собственных значений 
0 ка 
24 
чения М,, которое в этом случае является линией на фазовой плоско- 
сти х, у. 
Полное изучение системы (14) при помоши уравнений (12) представ- 
ляет собой совершенно элементарную задачу. 


матрицы 


он нашел множество М и множество точек переклю- 


В общем случае множество Мо. является псевдомногообразием и его 
можно вычислять приближенно при помощи формул (12). 

2°. Теоремы единственности. Докажем две теоремы един- 
ственности. 

Пусть ил, и, — два экстремальных управления, переводящих фазовую 
точку по траектории уравнения (А) из данного начального положения & в 
начало координат за промежутки времени В, соответственно. Соот- 
ветствующие траектории имеют вид [см. формулу (7\)]: 


х, (=. (1) (= + "Виа, х (11) = 0, 


ха (И) = 9+ (0 (2+ | 4*-Вий т), х() = 0, 


>. —э- ФФ —. 


где фи (0) * =. Тогда оказывается, что Ц =, и (== и (1, х (= 
==х.(® при О<Е<н=Ь. 
Пусть & <Ь. Имеем: 


| ь 


ха (6) = хь (6) = Фе) (е + ше) 9х (6 ) (+ 4 ша) = 0. 


Векторы $„.(, «=1,...,п, линейно независимы при любом &, 
следовательно, мы получаем п равенств: 


ь #, 
На + увы = + фи, 4 = 0, А т 
0 | 


откуда 


© 
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Управление и» ({) экстремально, поэтому найдется такое решение 
$(() = с." (4) 

второго из уравнений (12), что и» (#) = 101% (1) -Ь = 901 с,ф* (В .Ъ. 

Свернув вторую систему равенств с с„, получим: 


ь 14: 
с. \ 9% Ъ и. = \.Ф*: Би 


0 0 


г 
>. 
а 
|| 

.—>“ 

-е- 
= 
с 

Е 
>. 
| 


ре. * 
- <=\ 9. маиф-ь = \|-Ь 145. 


Но равенство 


совместимо с неравенством #1 31 лишь при условии & = и и! (= 
==и. (#) = 101 $ (И) -Ь, что и доказывает наше утверждение. 

На основании сказанного в $ 1, 75 4, мы можем поэтому отожде- 
ствлять экстремали, ведущие в начало координат, с оптимальными 
траекториями. 

Вторая теорема единственности формулируется следующим образом. 

Пусть и, и› — два оптимальных управления, переводящих фазовую 
точку по оптимальным траекториям уравнения (А) из данного началь- 
ного положения & в положение & за оптимальное время Т. Соответ- 
ствующие оптимальные траектории обозначим через 


1 1 
ха (0) = 9 (0 (& + | 9*-Би.4т), —хь (0) = 9. (6 + фьш <), 
0 0 
где $„(0)% =&. Тогда оказывается, что и! (Р==и,(№, х, (К ==х.(1),. 
и Л. 


Имеем: 
т Т 


хЕ(Г) = хь (Г) = фе (Г) (8 + | 9" иаат) = Ф» (Г) (& + Ви, ая). 


0 


Векторы $. (Т), «=1,...,п, линейно независимы, следовательно, мы: 
получаем систему из п равенств: 

т т 

ре- Бинт = | ФБ, Е 

0 0 


Конец доказательства полностью совпадает с доказательством предыду- 
щеи теоремы. 

3°. Изучение множества М. Через М (Т), Т >20, обозначим 
множество точек фазового пространства Х, из которых можно попасть. 
в начало координат по траектории уравнения (4) при помощи допусти- 
мого (не обязательно оптимального) управления за время < Г. Множе- 
яжество ЛМ совпадает с объединением всех М(Т) для Т>.0. 

Докажем, что множество М(Т) выпукло и замкнуто для всякого, 
Т > 0. (М (0) совпадает с началом координат.) 
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Пусть из точек &, & фазового пространства Х можно попасть 
в начало координат по траекториям уравнения (4) при помощи допусти- 
мых управлений и!, и за промежутки времени 1, #5, соответственно. 
Можно считать, что & =$5, так как в случае неравенства 1 < 65 можно 
взять допустимое управление из, определенное на отрезке времени 
0<#<Ь при помощи равенств из () =, (И при ОЗЕЗВЬ, из (И ==0 
при & <1<Ь, и переводящее фазовую точку из 2 в начало координат 
за время #5. Но тогда из любой точки отрезка 


№: и, ^+{и=\1, №20, и20, 


можно попасть за то же время & = в начало координат при помощи 
допустимого управления и, -- ри» (см. аналогичное рассуждение в $ 1, 
йа). 

Замкнутость множества М(Т) следует из теоремы существования 
(см. 8 3, ло 2). В самом деле, пусть &,..., 8, ...— последователь- 
ность точек, сходящихся к точке & фазового пространства, и пусть 
каждая точка & 6 М (Т). Покажем, что и точка & Е М (Т). 

Через их обозначим допустимое управление, переводящее фазовую 
точку из положения &;, в начало координат за время &;. < Т. На осно- 
вании теоремы существования, управление и, можно считать оптималь- 
ным, так как при замене допустимого управления оптимальным управ- 
лением время перехода из точки &; в начало может только уменьшиться. 
Далее, можно считать, что +—$< 7. Согласно формулам (12), 


ик (Р) = 9101, (Е.Б, 


где функция $; (| .Ъ отлична от тождественного нуля и является реше- 
нием линейного уравнения п-го порядка (8) с постоянными коэффициен- 
тами. 

Как и прежде, обозначим через й* (8) = 4*(1).Ъ, «=1,...,п, фун- 
даментальную систему решений уравнения (8). Имеем: 


фк (2) -Ь = Ссоьй* (2). 


Коэффициенты сх, «=1,...,пП, при каждом Ё=1, 2,... можно счи- 
тать нормированными: 


м 
Сык = 1, 
&=] 
так как мы интересуемся только функциями их (1) = вп с.ьй” (В). Поэтому 
можно предполагать, что при А-> со коэффициенты сх —- 6х, ЕАСИ 
При А-> со получим: 


‚Фа (6) -Ъ = сай (Е) — йа (1) = с, (В. = (.Ъ, У е=. 


&=1 


Для последовательности оптимальных управлений их (1) = $14, (В.Ь 
имеем при Ё-> со: 


ик (1) = 911 с.кйя (1) — “вп с.й* (Е) = 31% (8.6 = и (2), 


где 9 (1) = с»ф* (1) — некоторое решение второго из уравнений (12). Тра- 


Е И о ЗЕ РЕ 32 
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ектория, соответствующая управлению и» (1), имеет вид [см. формулу (7)]: 
# 


хе (6) = 9» (0) (&& + ша, 


0 


=“ 
где $» (0) ск = &. Траектория, соответствующая управлению и (1) с на- 
чальным условлсм х (0) =, имеет вид: 


: 
хе. (= —- \уь ит) : 
0 
где $. (0) =” =. Следовательно, управление и\(!) переводит фазовую 


точку из положения & в начало координат за время $<Т, так как 
имеем: 


х(5) = х(5) — жк (1) = Иша (х (5) — хь (8) = 


$ 


= Пт (+ ($) (=* — &) + $» ($) \фе-ь (и — и) а) =.0 


Е- © 
0 


Из формулы и (1) = 901% (1 .Б и из теоремы единственности для экс- 
тремальных управлений, доказанной в 7° 2, следует, что управление и (1) 
оптимально. 

Можно доказать, что множество М(Т) при любом Т`>0 содержит 
внутренние точки. Отсюда и из выпуклости и замкнутости множества 
М (Т), ТО, следует, что М (Т) гомеоморфно п-мерному шару, а его 
граница © (7) гомеоморфна (п —- 1)-мерной сфере. 

Покажем, что топологическую сферу 5(Т) можно характеризовать 
следующим образом: точка фазового пространства принадлежит множе- 
ству © (Т) тогда и только тогда, если из нее можно перевести фазовую 
точку в начало координат при помощи оптимального управления за 
оптимальное время Т по траектории уравнения (4). 

Если из некоторой точки & можно попасть в начало координат допу- 
стимым управлением, то & можно окружить такой окрестноетью 0, что 
из любой точки окрестности /) также можно попасть в начало коорди- 
нат некоторым допустимым управлением. Докажем это. Обозначим 
управление, переводящее фазовую точку из положения $ в начало, через 
и (1), время перехода — через Т. То же самое управление за то же время 
Т переведет фазовую точку из произвольного начального положения 
Е ЕД в точку &, лежащую в любой наперед заданной окрестности 
начала координат, если лолько окрестность 0 достаточно мала. Но на- 
чало координат является внутренней точкой множества М(Т) при 
любом Т`>0. Следовательно, из & можно попасть в начало допустимым 
управлением и, значит, в начало можно попасть допустимым управле- 
нием из произвольной точки & 6). 

Пусть точка &65(Т). Окружим ее окрестностью 7 указанного свой- 
ства и выберем в Ш последовательность точек $»ь-—$ при А и 
таких, что ни одна точка & не принадлежит множеству М (Т). Через 
и; обозначим оптимальное управление, переводящее фазовую точку из 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


466 Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 

положения &; в начало координат за время 1»; очевидно 1; > Т. Рассуж- 
дения, аналогичные проведенным выше, позволяют сделать допущение, 
что ил (К ->и (0) и 1—5 >Т при № —> со и что управление и (1) является 
оптимальным управлением, переводящим фазовую точку из положения 6 
в начало координат за оптимальное время $27. Но из точки & можно 
попасть в начало координат некоторым допустимым управлением за 
время Г, следовательно, 5 =], и в одну сторону наше утверждение 


доказано. 

Пусть теперь из точки & можно попасть в начало координат при 
помощи оптимального управления и(#) = 019 (0.6 за оптимальное 
время ТГ; покажем, что & 65 (Т). Соответствующая оптимальная траек- 
тория имеет вид: 

1 
х (К =. (1) (= -- "Бы 4=) | 
0 
Функция %(0.Ъ, как решение уравнения (8), определена на рсей оси 
— © <{1< + и потому релейную функцию и (1) = 90% (0.Ъ можно 
рассматривать на всеи оси. 

Пусть Т, — любое положительное число; очевидно, из точки х (— Т,} 
фазового пространства можно попасть в начало координат за оптималь- 
ное время 7, -Т при помощи оптимального управления 


и (Е) = $1009(0-5Ъ, —Т <-Т, 


причем оптимальная траектория будет иметь тот же вид: 
| 
х (=: (0 (= -- \ $" -Ъиа=) . 
0 
однако теперь ее нужно рассматривать на более широком отрезке вре- 
мени — Г, < Е.Г. 

Допустим, что точка & является внутренней для множества М (Т); 

тогда при достаточно малом Г, > 0 точка 

—тТ, 

х(-Т =. (= 7) (#+ }\ чз ыы) ем (т). 

0 
Поэтому из х(—Т,) можно попасть в начало координат за время Т, 
а с другой стороны, на основании вышесказанного, оптимальное время 
перехода из х(— 7,) в начало координат равно ТГ, +Т>Т, что проти- 
воречит определению оптимального времени. 

Полученная характеристика множества 5(Т) позволяет нам сделать 
следующее важное заключение: при 7, < Т, сфера 5 (Т,) лежит строго 
внутри сферы 5 (Т.). 

Множество ЛМ получается объединением всех М (Т) по всем РН 
Следовательно, М — выпуклая область, так как каждое множество 
М (Т) вып ‚ли &6/ Й 
т не Е если $ @ Л (Т,), то & является внутренней точкой для 

А 

Если собственные зн б Й 

знач 
ы ения преобразования А устойчивы, т. е. имеют 
отрицательные деиствительные части, то М совпадает со всем фазовым 
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пространством Х. Это следует из того, что при Г-> оо расстояние от 
начала координат до множества 5(Т) также -> со. Докажем это по- 
следнее утверждение. 

Если решать систему (12) с начальным условием х(0)=0, то в 
качестве начального значения Ф (0) = с„ф” (0) можно взять любой отлич- 
ный от нуля ковариантный вектор, так как в этом случае 


$ (0)-(Ах (0) - м (0)) = $ (0)-Ъм (0) = $ (0)-ь вв $ (0)-5>0. 


Как было сказано в $ 1, л® 4, вектор $(0) можно предполагать норми- 
рованным, т. е. считать выполненным равенство 


УХ е=10)|=1. 


Соответствующая экстремальная траектория имеет вид: 
ГА 
х (1) = $» (0 \ $*-Ь зв ф. ВЧ. (15) 
0 


Мы будем рассматривать х (1) также при отрицательных значениях &. 

На основании теоремы единственности /° 2 и теоремы существования 
$ 3, ^° 2, при любом Т>.0 выражение (15), рассматриваемое на отрез- 
ке —Т<1<0, дает нам оптимальную траекторию уравнения (4), 
ведущую из точки х(—Т) в начало координат; соответствующее опти- 
мальное управление будет и( =9ют9(.В, —Т<Е<О0, а опти- 
мальное время перехода равно. ТГ. Следовательно, все множество 
5 (Т) можно получить, если в формуле (15) подставить вместо # время 
— Т и всевозможными способами менять начальное значение Ф (0). Так 
как 4(0) мы предполагаем нормированными, то вектор 9(0) должен 
описать (п — 1)-мерную сферу в сопряженном к Х пространстве. (Нужно, 
однако, иметь в виду, что получаемое отображение этой сферы на топо- 
логическую сферу 5 (Т) не является гомеоморфизмом.) 

Итэк, мы получаем следующее представление точек множества 5 (Т): 

РАНЕ —т 


п \ 9” Би -Ь 4 =+(—7)\ = Бззии (с048:Ъ) ах, 


где $ (0) = с,” (0) пробегает (п — 1)-мерную сферу. 

Если преобразование А имеет устойчивые собственные значения, то 
собственные значения преобразования — А’ неустойчивы. Поэтому при 
{> — со функция $(1]->0 экспоненциально, равномерно относительно, 
начальных значений 4 (0), заполняющих (п — 1)-мерную сферу. Имеем: 

т 


Ф(—Т)-х (—Т) = свф8 (— Т) $ (— ТГ) \ "Бот ФЪа< = 


т м 
т. \ с. 6%. Б 51от (с. В) 4х = \ 6.6 | 4 < 0. 
0 0 
Следовательно, при 7-—> со выражение $ (— Т)-х (— Т) > а равномерно 
относительно выбора начальных значений ф(0)» тде = За 0. 


Другими словами, при ТГ —>со расстояние от любой точки х(— Т) мно- 
7 
+ 
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жества 5(Т) до начала координат стремится к со равномерно относи- 
тельно выбора этой точки в множестве 5 (Т). 

4°. Вычисление функции и(х). Из сказанного в конце 1? 3 
получается следующий способ приближенного вычисления множества 
Мо и функции и (х). 

Мы должны решать систему (12) на отрицательной полуоси — со < 
<1<0 с начальным условием х (0) = 0; начальное значение 9 (0) должно 
пробегать всю (п — 1)-мерную сфэру начальных значений в сопряженном 
к Х пространстве. При каждом выборе начального значения % (0), т. е. 
при выборе решения % (1) второго из уравнений (12), мы получаем по- 
следовательность времен 0 >В >Ё>>..., которая можэт быть и беско- 
нечной и которая состоит из всех нечетнократных нулей функции 
ф(1Г)-Ъ на всей отрицательной полуоси времени; другими словами, 
числа Ё; дают все моменты скачков оптимального управления 

и (В) = 100% (0.Ь 
на отрицательной полуоси врэмени. Очевидно, значения х(#) @ Мь, & = 
За, 

Для значений {, лежащих между 1; и В, точки х (2) принадлежат, 
в зависимости от знака функции % (Г) -Ъ, либо множеству М,, либо мно- 
жеству М-. 

Если это вычисление проделать для начальных значений % (0), доста- 
точно густо расположенных на сфере начальных значений, то мы можем 
‘получить довольно точное представление о функции и (х) и о множестве 
Мо. 

Следовательно, предлагаемый метод исследования функции и(х) и 
множества Мо основывается на изучении распределения действительных 
нулей функций 


ФЕ -Ь=с.ф* (-Ь=с./* (В,  Уе=А, 


в зависимости от коэффициентов с„, х =1,..., п, другими словами, на 
изучении распределения действительных нулей рэшений линейного урав- 
нения п-го порядка (8) с постоянными коэффициентами. 

Если рассматривать самый общий случай произвольных комплекс- 
ных собственных значений преобразования А в п-мерном пространстве, 
то можно доказать, что множество Л. является (п —1)-мерным псевдо- 
многообразием и что М, и М_— связные множества. То, что в этом 
общем случае не получается более ясной картины структуры множеств 
М,, М_, Мо, объясняется чрезвычайно сложной зависимостью действи- 
тельных нулей функции с, /* (Е) от коэффициентов с„, х =1,..., п. Функ- 
ция С„/”([) в этом случае есть, очевидно, квазимногочлен с комплекс- 
ными показателями. 

Однако приближенное вычисление при помощи системы (12) функ- 
ции и(х) для любого уравнения (4) с численными коэффициентами, по- 
видимому, не вызовет никаких затруднений. 

Если собственные значения преобразования А действительны и раз- 
личны, то любое решение уравнения (8) имеет вид: 


С-й (2) = а , 
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где ^„ — действительные числа. В этом случае корни функции с» (1) 
очень просто зависят от козффициентов с., и можно без труда получить 
результаты, сформулированные в по 1, 

То же самое можно сказать и о нулях решения с./“ (1) Гуравнения 
(8) при и =2, незатисимо ст характера собственных значений преобра- 
зования А. 

5°. Пример. Рассмотрим случай действительных собственных зна- 
чений преобразования А. Для простоты будем предполагать, что собет- 
венные значения простые и отрицательные. Множество М совпадает в 
этом случае со всем пространством Х. 

Докажем, что множество точек переключения М, является гинерно- 
верхностью, разбивающей пространство Х на две связные области М, и 


Зе 
Любое оптимальное управление имеет в рассматриваемом случае 
вид: | 
и (В) = оп с.е^“" , 
ГДЕ са, №», «=1,..., п, — действительные числа. При доказательстве мы 
используем известный факт, что квавимногочлен с„е“® при действитель- 
НЫХ С„, А» может иметь не более (п — 1)-го нуля, если учесть кратно- 
сти, и что любое наперед заданное распределение этих нулей можно по- 
лучить соответствующим подбором коэффициентов с», “= 1,..., п, при 
любых попарно различных фиксированных показателях Л», и =1...., П. 
Обозначим через В\ следующее решение уравнения (4): 
А 
х( = 9 (0 | $* Бои т, — о << 0, 
0 
а через А! — решение 
{ 


ВНИИ \ 9. Бот ит, ° — со <<. 
0 
Эти решения дают нам оптимальные траектории, ведущие в начало 
и соответствующие оптимальным управлениям 
и, (= эртен=1, в (= — щей = —1. 
Вдоль каждой из них управление не делает ни одного о 
Сформулированисе свойство о нулях квазимногочлена с.” позво- 
ляет так подобрать оптимзльное управление вида 
Я (2). ре се”), 
чтобы оно имело на полуоси — со <1< 0 единственный скачок в лю- 
бой наперед заданный момент & = &, где совершается скачок со значе- 
ния +1 на значение —1, если двигаться в сторону уменьшающихся {. 
Если выпустить фазовую точку в момент { =0 из начала координат по 
соответствующей управлению 
и (Е) = $161 (сели - сое^#!) 
траектории и наблюдать за ней при уменьшающихся 1, то точка будет 
двигаться сначала по А\ (в обратном направлении); после первого 
(и единственного) скачка управления и (#), который, в силу произвольно- 
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сти 10, может быть совершен в любой точке траектории В, фазовая 
точка сойдет с р: и никогда больше на нее не попадет, в силу тео- 
ремы единственности для экстремалей (РА 

Симметричное построение можно провести для кривой В‘. 

В силу однозначной определенности экстремалей, мы получаем дву- 
мерную поверхность А?/равбитую линией Л” —=1' А ва две области 
В*, В*. Область ПВ” заполнена теми частями оптимальных траекто- 
рий, которые начинаются в точках В` и описываются фазовой точкой 
после первого и единственного скачка оптимального управления 


и (1) = 910 (сели -{ сое^=!) 
со значения — 1 на значение --1 (если двигаться в сторону уменьшаю- 
щихся 1). А” определяется симметрично. 
Очевидно, любая точка этой поверхности при п 2.3 может служить 
местом скачка некоторого оптимального управления и т. д. 
Таким образом, мы получаем последовательность вложенных друг в 
друга поверхностей: 
рее нлеяе 


Поверхность А* имеет размерность Е и разбивается на две связные 
р : я 
области В., В' поверхностью В’ ". Область В, заполнена оптималь- 


ными траекториями, которые начинаются на В’ \, если двигаться в 


сторону уменьшающегося времени, и соответствуют оптимальным управ- 
лениям вида 


р 
и (Г) = 9101 о се’, 
ЮУ 


принимающим вдоль этих траекторий значение - 1; на этом значении 
и (1) стабилизируется при изменении Е от О до — < после (1 — 1)-го 
скачка, который совершается в момент отрыва фазовой точки от поверх- 
ности А". 


ИЕ: п—1 п—1 — 
Любая точка областей А, , В”  гиперповерхности В" " может 


служить местом (п — 1)-го и, следовательно, 


последнего скачка управ- 
ления 


т 
и(Ё)= р сие’. 
&=1 


п х 
В совпадает со всем пространством Х, области т: у 
областями М., М_. 


Путь чина. А. 


совпадают с 


.... 1 удовлетворяют условию: 
Он еь 


Существует оптимальное управление 


уд 
ея О Г) == 510 Усе”! : 


&=1 


имеющее скачки на полуоси — ©о<<0 лишь в точках поза в 
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Из и следует, что каждую точку гиперповерхности переключе- 
ния А можно записать в виде: 


1 


С Е т \ а <) ат, 
0] 


м Е соответствующим образом подобранные 
< 

числа. Наоборот, всякая такая точка х (1... 1,1) ЕВ” \". Тем самым 

получено параметрическое представление гиперповерхности А" * 


е 


п—1 
уе р, Н) \ $" -Би(н,..., в ©) 4“ = 
0 
ь ь О 
= Е Фа (1) (у-ва 9 ъаз-... и) \ $. ь 45), 
0 ы 1 
т—2 
(16) 
где параметры Ц(,,..., и подчиняются единственному условию: 


ое. 


$ 3. Слузай нескольких управляющих параметров. 
Теорема существования 


1°. Обобщение на случай нескольких управляющих 
параметров. Развитые в $ 1 методы без изменения переносятся на 
линейные системы с несколькими управляющими параметрами. Поэтому 
здесь будут кратко сформулированы лишь основные определения и вы- 
писаны уравнения для оптимальных управлений и соответствующих им 
оптимальных траекторий. 

Пусть задано линейное дифференциальное векторное уравнение с г 


управляющими параметрами и\,..., и": 

= Ах + 61... + Би". (НО 
Как ив $1, здесь х — вектор в и-мерном фазовом пространстве Х, 
Ь,,..., В, — фиксированные векторы этого пространства, А — линейное 
преобразование пространства Х, не зависящее от времени. Управляю- 
шая вектор-функция и = (и',..., и’) выбирается в классе кусочно-непре- 
рывных вектор-функций, каждая из координат которых в любой момент 
времени не превосходит по модулю 1: |ш |< 1, Г =1,..., г; такие управ- 


ления назовем допустимыми. 
Основная задача ее так же, как и в $1: в фазовом 
пространстве Х заданы две точки 6%, &,; требуется выбрать такое допу- 
стимое векторное управление и == (и! (1),..., и" (1)), чтобы изображающая 
точка х(#), двигаясь по траектории уравнения (17), перешла из поло- 
жения & в положение & за минимальное время. 
Уравнения для оптимальных управлений и оптимальных траекторий 
мы, как ив $1, напишем для невырожденного случая. 
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Уравнение (17) назовем невырожденным, если каждая из следующих 
’ систем содержит по п линейно независимых векторов: 


Ь,, Абель А"—1,, 7 == ОН Г 


Следовательно, если уравнение (17) невырожденное, то каждая из сле- 
дующих / систем содержит по и линейно независимых функций (см.$ 1): 


№! (Е) == 91 (0. №,..., (И = 9" (-№Ш, 1=1,..., Г. (18) 


Оптимальные управления и соответствующие им оптимальные траек- 
тории невырожденного уравнения (17), выходящие из заданной точки $ 
фазового пространства Х, определяются при помощи следующего пред- 
ложения. 

Все оптимальные управления (и1(1...., и’(1Р)) и соответствующие 
им траектории х (1), выходящие при Е =0 из точки & фазового прост- 
ранства уравнения (17), содержатся в управлениях и соответствующих 
им траекториях, получаемых при решении следующей системы уравне- 
ний: 


х = Ах - Би +. -НВ’ь ж(0)=5% 
у ЕЕ А’Ф, (19) 


01 = 8101 .Ь,, 
$ (0) - (Ах (0) - Ъ,и1 (0) + ... + Ъ, ит (0)) >>. 0. 


Так как функции (18) линейно независимы и |4 (0)|-Е 0, то уравнения 
из (В) = 1104 (1) -Ъ; = 8100 ся (1) - 5 = вп с,й# (1, Е=1,..., Г, 


однозначно определяют управление (и! (1),..., и" (1). 

Две теоремы единственности, доказанные в $ 2, 71° 2 и играющие 
важную роль при синтезе оптимальной системы, очевидным образом 
переносятся на случай уравнения (17). 

2°. Теорема существования. Пусть &, & — две произвольные 
точки фазового пространства Х, соединимые траекторией уравнения (17) 
при помощи некоторого допустимого управления (и? (1),..., ит(1)). Тогда 
существует оптимальное управление, переводящее Ффазовую точку из 
положения & в положение & по оптимальной траектории. 

Доказательство *. Прежде всего мы расширим класс допусти- 


мых управлений (и" (1),..., и" (1)) в уравнении (17). Именно, управление 
(ит (1),..., и” (1)) назовем допустимым, если каждая из функций ий (1), 
г=1,..., Г, измерима и почти всюду не превосходит по модулю 1: 


[и | <1. Соответствующее решение х({) уравнения (17) есть абсолютно 
непрерывная вектор-функция, и равенство (17) справедливо почти всюду. 
Необходимые условия (19) остаются справедливыми и при таком 


расширении класса допустимых управлений, если считать, что равенства 
(19) выполняются почти всюду. 


* Данное здесь доказательство существенно проще первоначального. На возмож- 
ность такого упрощения мое внимание обратил А. Ф. Филиппов. 
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Другими словами, если (и? (#),..., и" (#)) — оптимальное управление в 
классе измеримых управлений, удовлетворяющее почти всюду неравен- 
1 
ствам [и |< 1, &=1,..., г, и переводящее фазовую точку х(Ё) уравне- 
ния (17) из положения Е, в положение &, по оптимальной траектории, то. 
найдется такое решение ф( 30 уравнения $ = — А’, что почти всюду 
1 Вы * . 
и (1) = от ф (И.В, Е=1,..., Г. (20) 
Это можно доказать, очевидным образом видоизменив соответствующее 
доказательство из $ 1. 
1 т 
Пусть (ик ((),..., и (#)), А =1, 2.,..., — последовательность допустимых 
(измеримых) управлений, переводящих фазовую точку х (1) из положения; 
бо в положение & по траектории уравнения (17) и минимизирующих 
время перехода. Назовем такую последовательность минимизирующей 
последовательностью. 


Время перехода, соответствующее управлению (ил, (1),..., и (1)); обо- 
значим через #, нижнюю грань времен перехода из & в & — че- 
Г в окаЕ ‚ле 
р Так как последовательность (и (#),..., ит (1)) минимизирую- 
щая, то 

Пт = ИВ 
- со 


Соответствующие траектории уравнения (17) имеют вид (см. форму- 


лу (7)): 
хь (0) = фа (0+ 9". +... + и) 4%. (21) 


0 


Так как „7 при А->ъ < и ШТ, то точка 


т 
хь (Г) = 9. (Г) (& + \ $*. ий +... + 4 
0 
определена при любом № и х‚,(Т)—>& при №->оо, ибо х»ь (1) =& при 
любом К. 

Мы покажем сейчас, что существует допустимое управление (и (1), 
... ит (№)) (в классе измеримых управлений), переводящее фазовую точку 
из & в & за время Т. Тем самым теорема существования будет дока- 
зана, так как, согласно равенствам (20), почти всюду 

И ВОВ, =, ОА 
и, следовательно, релейное управление 
(5101ф.Ь,,..., оф. Ь,), О<ЕЗТ, 
переводит фазовую точку по траектории уравнения (17) из положения $. 
в & за время 7. 

а рассматривать функции и (0), ПЗ А, 
—=1, 2...., как элементы а пространства [7 ‘интегрируемых с 
квадратом функций, определенных на отрезке 0 <Е<Т. Каждая из 
функций и, (1) принадлежит шару радиуса УТ этого пространства, 
так как 


А 


У ИК 
12 =. 
т = т 
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Так как шар в гильбертовом пространстве слабо компактен, то суще- 
ствует такая измеримая вектор-функция и(й = (и? (узле @уговко 
ий (Е), =1,..., г, принадлежат шару радиуса УТ, что к этой вектор- 
функции слабо сходится некоторая подпоследовательность последователь- 
ности управлений (и (1),..., ит(1)). Обозначим эту подпоследователь- 
‘ность через 

(1 (#),..., 2" (1)), #=1, 2,.... 


Из определения слабой сходимости следует: 
ра 
У ео. +ь 0) 
# 0 
\ 4% (В. (м (+... + Ви" ()) 4, &«=1,..., п, 
0 
при &-> со. 
С другой стороны, при Ё -> со 
> 
ФГ) | $" Фор + +686 
0 
и, следовательно, 
т 
$» (Т) (&= + | ариев ана, 


0 


Таким образом, измеримое управление (и1 (1),..., и’(1)) переводит фазо- 
вую точку из положения & в положение & за время Т (см. формулу 
{21)). 

Для окончания доказательства надо еще показать, что почти всюду 
на отрезке 0<Е<Т имеем: || <1, #=1, ..., г. Допустим противное; 


пусть на множестве @ положительной меры имеем, например, и! (1) > 1. 
“Тогда на © выполняется неравенство 


ш( —ш (м () —1>>0. 
Обозначим через ](1) характеристическую функцию множества @: 
„{ @) =1 при 66, 1@ =0 приё @ ©. Следовательно, 
т т 
Иш | УС (1) — 10) 4> \дошо-о@= 
о о 
= #0 —04>0, 
© 
что противоречит утверждению о слабой сходимости последовательности 
(в а! (0) 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова Ак. наук СССР 26.УП.1.57 
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В. С. ВЛАДИМИРОВ 


ОБ УРАВНЕНИИ ПЕРЕНОСА ЧАСТИЦ 


(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


Устанавливается справедливость теории Рисса — Шаудера — Радона 
для интегро-дифференциального уравнения переноса частиц, рассматривае- 
мого в любом пространстве ®., 1 р= оо. 


р’ 
1. Основные предположения и обозначения. В работах 
{") и (°) изучалось интегро-дифференциальное уравнение переноса частиц 


= (5, огаа $) -ф= ^ в (р, 5, 5') 5 (5',Р) аз’ + Е(5,Р) (1.1) 
О 

в предположении, что свободный член Ё($5,Р) принадлежит функцио- 
нальному пространству ® вещественных функций, суммируемых с квад- 
ратом на © Х С с весом а(Р). Однако в ряде задач функция Ё, харак- 
теризующая интенсивность источников, не принадлежит пространству 9, 
обладая при этом естественным свойством интегрируемости на ФхХС 
с весом а(Р). 

В этой работе мы будем изучать уравнение (1.1) в предположении, 
что Ё принадлежит пространству %›, р 2.1, комплексных функций, р-я 
степень модуля которых суммируема на © Х С с весом а(Р). Норму в 
%» (9. =5) введем по формуле: 


2 
ПАЬ = \ а (Р)| Е (5, Р) ?азар®, ЕЕ5» р<х, 
[< 
ПВ Ору В) В ыы, 
(3,Р)воха 

Все определения и обозначения, которые будут использованы в этой 

работе, подробно разъяснены в работах (1) и (®). 
Мы будем изучать уравнение (1.1) при следующих предположениях. 
В уравнении (1.1) © обозначает множество всех единичных векторов 
направлений $ в И-мерном эвклидовом пространстве А»; С обозначает 
открытое ограниченное множество в В». Предполагается, что почти все 
прямые линии, имеющие с С общую точку, пересекают (С по конечному 
числу интервалов. Обозначая через т. ортогональную проекцию С на 
плоскость, перпендикулярную направлению $, и через п:.о — одномерное 

множество, получающееся от пересечения прямой 


{О Е, — © <<}, АЕ 
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с С, получим при каждом $ разложение С на декартово произведение 


п; И Пз О: 


б=льХ пь,0. (1.2) 
По предположению, для почти всех точек (5, О)ЕОХ т, 


№($,0) 
о= У {0-Е Н ($, 0) << (8,0), ны. (1.3) 
1 
Формула (1.2) выражает взаимно однозначное преобразование точек 
РЕС в точки (0, =) Ст. Х т.о по формуле 


Р=о-+#: (1.4) 
для функций Р ($, Р), суммируемых на © ХС, имеет место равенство: 


\ Е (5, Р) @аР = \ Е (5, 0 + 25) аза04Е (1.5) 


оха ОХл хп; 0 


и обратно [см. (1)]. Границу С будем обозначать через Г, диаметр 
С — через 4. 

Коэффициент а(Р), входящий в уравнение (1.1), предполагаем веще- 
ственным, измеримым, почти всюду положительным и ограниченным в С, 
0 < а(Р) <х. Кроме того, предполагаем, что 


Л 
| () ВРК ее. (1.6) 


Символом (5, стай о) обозначено скалярное произведение векторов $ и 
ота4ф в В», 


ы д д х 
(5, ста4 у Р Заре, ЕЕ $ ($, 9 + 6$), (1.7} 
$=1 Е: 


где [|= мР=о-. 

Относительно функции 0 (Р, $, 5'), характеризующей закон рассеяния 
частиц, предположим, что она вещественна, измерима на ОХхХОхХС и 
при почти всех (5, Р) из Ф х С удовлетворяет условиям: 


\16(Р, 5, 5) 145’ < Вы, (10(Р, 5', 5) | 45’ Во» (1.8) 
|) а 


где «„ обозначает площадь поверхности единичной сферы в ИА,. Даль- 
нейшие предположения о функции 6 будут вводиться по мере надобности. 

В уравнении (1.1) 7. — некоторый комплексный параметр. 

2. Постановка задачи. Определим класс функций Оь, в кото- 
ром будем искать решение уравнения (1.1). Множество функций О» бу- 
дет одновременно и областью задания линейного дифференциального 
выражения [ф, стоящего в левой части уравнения (1.4): 


1 
== - ру ($, втад®) + 9. (2.1} 
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К классу О» отнесем функции ф, обладающие при почти всех ($, 0)6 
Е.Ф Хх т, следующими свойствами [см. (1.3): 
1) 9(5, О + 5) абсолютно непрерывна на замкнутом множестве 


пы = У {ОЕ ВЕ); 


% 


1 = 


2) $ (5, О + #5) удовлетворяет граничным условиям: 

а) (5, 0-49 =0. 

0) ф (5, О 5) = © ($01 35), 1=1,2,...,М--4. 

3) Функция ф такова, что © 6$,. 

Имеет место вложение Д, в Фр. 

ЛЕММА Г. Если оО», то $695, причем имеет место неравенство 


п | < (1 — 2—4) |191. (2.2) 
Доказательство проводится по схеме, аналогичной доказательству 


леммы 1.2 работы (*). Пусть ФЕД». Обозначая [о через Ё, КЕ», полу- 
чим при почти всех (5, О, Е) из О Хх, Х п.о: 


уе м 


Е 
2 (5, 0-89) = \ «0-3 Е(8,0 +79 ехр| = 


а(0 + #5) 4" 3} 
=: $ 


При этом мы считаем, что функция а(Р) продолжена нулем на все 
пространство А». 
Докажем, что Фр. В силу (2.3) имеем: 


1= \ \ 40+68)|96,0 +8) 24340 = 


Применяя к внутреннему интегралу неравенство Гельдера, получим: 


т 
1< } } «@+ы. 
ОЖтз & 


С 
(( а(0- $) |Е (8, 9 +3)? р [— 1 (0+ #5) и] а} 


1 
а(0+#) 4 | 4} 4440 < 


ем 


р а(90+ Рз)ехр| — 
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‚ М В 
<и-емра \) С а0+ь){| «(9 +9) Е.О. 
ЯХтз Е, ее 


ме —_ем 


. ехр | —\ «(9+ :5) 42] а’ аа < 


ТУ 


<а-ем»р } озера = 


ЯЭХт: Е, 

=а-емр \ (0+8) 8,0 + в) Фаза0 = 
ОХ; Хпз,0 

=И-емр | а(Р)|Р (в, Р) Разар = (1 —е РЕВ. 
оха 


Мы воспользовались здесь неравенствами (1.11) работы ("), а также ра- 
венством (1.5). 

Таким образом, доказано существование повторного интеграла от 
измеримой неотрицательной функции 


а(0+ 5) |2 (8,045) 7. 


Из теоремы Фубини и из (1.5) следует, что функция а(Р)'ф(5,Р) Р 
суммируема на ОХ Си 


Иер = \ а(Р) | (5, Р) Р 45аР = 
оха 


= \ ооо рав 1-е) Е. 


ОХл,Хл.0 


Лемма доказана. 

Множество функций Л» линейно и содержится в Эр. Из условий 1)—3), 
а также из (1.6) следует, что О, плотно в». Линейное дифференциаль- 
ное выражение /[ф вместе с областью его задания О, определяет линей- 
ный оператор /., действующий в пространстве Эь. 

Обозначим через 5 оператор, стоящий в правой части уравнения 
Сыр: 

5Е = \ 0(Р, 5, 5) Е (5', Р) 45". (2.4) 


[Ф) 


При помощи введенных операторов Г, и 5 запишем уравнение (1.1) 
в форме: 


Го = оф, О, (2.5) 


Поставим задачу: найти функцию Ф из ДО», удовлетворяющую урав- 
нению (1.1) почти всюдув ОХ С. 
Подробности по поводу постановки задачи для ‘уравнения (1.1) при 


—=2, а также свойства решений уравнения (1.1) можно найти в рабо- 
тах м 
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НЕЕ 


Цель настоящей работы состоит в установлении справедливости тео- 
рии Рисса — Шаудера — Радона для задачи (2.5) при любом РГ. 

3. Свойства операторов /, и 5. 

ЛЕММА ИП. При любом Е ЕФь существует единственное решение ф. 
из Пр уравнения [6 =, которое при почти всех (5, Р) Е Ох С дается 
формулой: 


а 


РЕБЕ = а(Р— 8) (5, 0—6) ехр[ — (а(Р— #5) 4 (3.1) 
0 0 
Оператор Г/" ограничен в $», причем 
|1. (3.2) 


Доказательство. Лемма [ является следствием леммы [. Из. 
(2.2) следует, что уравнение 7/5 = 0 имеет в О», только тривиальное- 
решение ф = 0. Следовательно, оператор [7 " существует. Из (2.2) сле- 
дует оценка (3.2). Формула (3.1) следует из (2.3) и (1.4). Лемма дока-- 
зана. 

Пусть ФЕ У, и ФЕФ», *. Обозначим 

(„= \ а(Р)о(з, Р) $5, В) азаР. 


ох 


р х 
Определим оператор /,, сопряженный с Г, при помощи соотношения 


(2, $) = (, [`9), (3.3) 


справедливого для всех ф из Ор и для Ф из области определения. опе- 
* 
ратора С **. 
Обозначим через (Г оператор 


ОЕ (5, Р) =Е(—3,Р), 
действующий в любом ®,, р > 1. Очевидно, что 
В 7 а ый (3.4), 
ЛЕММА Ш. Существует оператор [/, сопряженный с Г, причем 


= 01. (3.5) 


а Г Ор 
Область определения оператора есть И Бу». 


* Здесь и в дальнейшем р’ обозначает число, сопряженное с р, 


1 1 1 ео 
= | и чу = Е] = 
и р р 
г 33 Оле ут С» 
** Ввиду нерефлективности пространства $. формула (3.3) определяет при р =©5 
некоторое сужение сопряженного оператора. 


* Е2 
*** []/ действует в Эр 
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Доказательство. Область определения оператора Г, Эр, плотна в 
-®,. Поэтому существует оператор [^, сопряженный с Г. 
Докажем сначала, что формула 


(16, $) = ($, 020) (3.6) 


справедлива для всех ф из Ор и ф из ИБ. Для этого достаточно уста- 
новить, что 


([е, ИФ) = (0 $14), ФЕВ», ФЕН. 


Действительно, принимая во внимание (1.3), (1.5) и (2.1), а также 
условия 1)—3), получим, как и при доказательстве леммы 2.2 работы (*): 


([е, (ф)= ) [(5, ста Ф) + а(Р) 5] $ (— $, Р) 4заР = 


Оха 
М № 
д 5 
#] 2 \-жФ( 9+) фз, 0 - =) 44540 + 
Ви; 


ы. ) а (Р)®(— 5, Р)®(5, В) @заР = 


оха 
м 1 
=-\ У} 26.0 +) $5048) 44840 + (0,9 = 
Е Е. 
М ТП; 
=} >} 0+9=96.08) 454840 + 0,9) = 
@Хль 11 я 


= \ (©, чааф а(Ф)Яо(- з, Р)азаР = (0, 4). 


оха 


Пусть теперь для некоторой функции ф из Ф» нашлась такая функ- 
ция ф, = СФ из Фу, что при всех ф из Др имеет место равенство: 


(Г, $) = (Ф, фи). (3.7) 


В силу леммы П, функция ф = 0 "ОФ, принадлежит ИД». По дока- 
занной формуле (3.6), имеем: 


(Г, фо) = (+, ОГФ) = ($, $). 
Отсюда и из (3.7) следует, что 
(19,%— 4$) =0, ФЕШ,. 
Но по лемме И, область значений оператора Г, совпадает с Ур. Поэтому 
%=% ф=070$ =. 


Лемма доказана. 


Изучим теперь свойства оператора 5, определенного формулой (2.4). 
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ЛЕММА ТУ. Оператор 5 действует в любом Ф,, р>1, ограничен 
причем | 


15 < Вю». (3.8) 


Доказательство. Пусть РЕУ,. В силу свойств функции 0 (Р, $, 5') 
и в силу теоремы Фубини, интеграл (2.4) существует при ночти всех 
(5, Р) и является измеримой функцией на Ох С. 

Докажем, что 5РЕУФ,. Принимая во внимание (1.8), получим из 
(2.4) с помощью неравенства Гельдера: 


[57 = \ а(Р) [52 Р4заР < 
эха 
<} ®(Р) [Р.Р 145" азаР < 


< } «(2 [\ 8,5)" 


оха о 


: [18 (Р, ®, ПЕ (5, РР 8  азаР < Ро | РВ. 
о 


Лемма доказана. 
Ив (3.2) и (3.8) следует, что оператор Г/ “5 ограничен в 9», причем 


|218 [№ < ве, (1 —е`”). (3.9) 
Отсюда следует 
ТЕОРЕМА Г. При условии 


1% | Ве (1 — е-“4) < 1 (3.10) 


существует единственное решение х задачи (2.5) при любом Е из Фь, 


у 


р>.1. Это решение удовлетворяет неравенству 


1-2“ 
р: . 
о (3.11) 
Доказательство. В силу леммы ПШ, задача (2.5) эквивалентна 


уравнению 
е=^Ё 15 + Г "Е. (3.12) 


з (3.9) и (3.10) следует, что уравнение (3.12) имеет единственное ре- 
шение фх такое, что 
РИ Ь : 
1— || В®, (1—е 99) 


|=, < 


Для получения неравенства (3.11) достаточно применить неравенство 
(3.2). 

4. Свойства оператора // "5. Для того чтобы выйти за пределы 
круга (3.10), подчиним функцию 0 следующему условию: она является 
суммой конечного числа слагаемых вида 6 (Р) 0 [(5, 5')] ее 


в (Р, з, 3") = 8 (Р, и) = Ж6(Р)6 (и), и= (5,5), (4.1) 


-ы Этому условию удовлетворяет большинство практически важных законов рас- 


сеяния. 


З известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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где функции 6 (Р) измеримы и почти всюду ограничены на (1, а функции 
0 („) интегрируемы на промежутке (—1,1). 
При этих условиях имеют место очевидные формулы: 


050 =5, 5 =5. (4.2) 


Оказывается, что квадрат оператора // "5 вполне непрерывен в Фр. 
Более того, имеет место 


ЛЕММА У. Оператор 51/7 "5 вполне непрерывен в пространстве Фр- 
Доказательство. Из (2.4) и (3.1) при любом Ё из %р имеем: 


Гр = \ а(Р—&). 


оо 


Е 
` ехр | —\«(Р—#5) 4 | 6[Р — &5, (5, 5) 18 (5, Р — 5) 4'4, — (4.3) 


0 
и ы 
Е \ \ фа(Р— в) ехр| 3 \ (РЁ) 4] 6 [, (5, 5/1 . 
оо 9 0 
0 [Р — 5, (5', 5")] Е (5', Р — &5') 45'445'. (4.4) 


Повторный интеграл в (4.4) существует при почти всех (5, РЕ Ох С. 
В силу теоремы Фубини, этот интеграл можно рассматривать как крат- 


ный по области Ох Ох (0, а). Вводя в (4.4) новые переменные интег- 
рирования Р и Ё по формулам 


т О 2 ао > бя ИТ 
Р—# 
получим: 


бе \ а(Р’)- 


ехс 
1 


‚вр —|Р— Ра АО а} [ Р.(& о | 
8 [Р, (ЕР Р(’, РРР НОР ЧаВО) 


Обозначая 


К (3, Р; 5", Р’) = ПЕ Е = : 
(3, Р;з', Р’) о[Р, (5, тер) 8 [2 (5, в) К (Р.Р), 
, (4.6) 
К (Р, Р*) = ехр {— Р-Р ар + (1—9 7] 4 || Р-Р’ |", 
0 
запишем (4.5) в виде: 
Л а 
ко \ а(Р’) К (3, Р; 5', Р’) Е (5', Р’) 45'аР". (4.7) 
Оха 
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Таким образом, оператор 51[/"5 является интегральным с ядром 
К ($, Р; 5’, Р’) по весу а(Р’). 

В силу (4.1), для оаатоьскьа леммы достаточно установить пол- 
ную непрерывность оператора 5)“ 5 при условии, что функция 0 (Р, в) 
имеет вид 6 (Р) 6 (в). 

По условию, 6 (и) принадлежит 2 (—1,1). Поэтому существует по- 
следовательность ограниченных функций 0, (4) такая, что 


И 
= \ |0 (№) — 6% (м) [4% —0 при А -> оо. (4.8) 
—1 


Операторы 5 и ядра К, соответствующие функциям 6(Р)9, (и), будем 
обозначать индексом А: 5» и Ку. 

Докажем, что операторы 5»[/ 5, вполне непрерывны в пространстве 
Эр. Для этого используем теорему о полной непрерывности интегральных 
операторов [см., например (3), теорема 3] *. Из (4.6) следует, что при 


р 


\ Рек, Вар ГагаРА \ а, РЗ Ро Гозар 
< оха 
и (почти всюду в ФхХ С) ограничены. Поэтому операторы 
5+1, “5, являются вполне непрерывными в любом 9», 1<р<о 
Докажем, что оператор 5// “5 может быть анпроксимирован сколь 
угодно точно по норме в 9› вполне непрерывными операторами 5%. “5%. 
Отсюда и будет следовать полная непрерывность оператора У 
Принимая во внимание (3.2) и (3.8), получим: 


|152 °5 — бы 15 |< | (5 — 58) 15 р 1522 (5 — 5 Ь + 
+ | ($ —5%) 2" (5 — 5%) ь< (1 — 299) (2 Во, + |9 — к [ь) 15 — 5. 
Но в силу (1.8) и (4.8) имеем: 
15 — 5+ | зщ (Р) \ 108, 5) — 


[9 
1 


— 6» [(5, 5) 49 < С | 18) — (|4 = Саи. (4.9) 
— 1 
Поэтому 
|529 — 5%, 5х | < Слек —>0 при #— оо. 


Лемма доказана. 
с 
Интересно было бы выяснить, будет ли сам оператор Е © вполне 
пепрерывным ** в Эр? Во всяком случае имеет место 


* Нетрудно убедиться, что в этой теореме условие $ >> # можно заменить на более 


слабое условие $ =. з 
** Нетрудно видеть [см. (1), стр. 44—45], что при п =1 соответствующий оператор 


Г/15 вполне непрерывен в любом %,„, 1 р= со. 
3* 
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ЛЕММА УГ. Оператор [5 вполне непрерывен в Эр, если 
Е 2 
арк? при п=2 и ты < ро2 прп >": (4.10) 


Доказательство. При р=2 справедливость леммы установлена 
в лемме 3.2 работы (?). Поэтому для доказательства леммы достаточно 
[.*5)* в 5 
установить полную непрерывность оператора ( )/" в р, если 


2п 


2<р<3 пип=2 и2<р<-— т прип>2. (4.11) 

В силу (3.5) и (4.2) имеем: 
([.1$)* = 5" ([/*)* = 509 =05ЕТ0. (4.12) 
Пусть 9х, А =1,2,..., — последовательность операторов, построенная 


при доказательстве леммы У. Тогда, в силу (3.2), (3.4), (4.9) и (4.12), 
имеем: 


(7 5)" — (2 “9 )" ь = |052 © — 05, "О 1ь < Сек—>0 при #-> оо. 


Фиксируем любое № и докажем, что оператор (Г, "5»)” вполне непре- 
рывен в Ф,, если р удовлетворяет условиям (4.11). При доказательстве 
мы будем следовать методам и результатам, изложенным в работе (“) 
(гл. 1, $ 4). 

Заметим предварительно, что из доказательства леммы 3.2 работы (?) 
следует, что оператор [см. (4.12)] 


[о О ое 2 
— интегральный с ядром Тк, удовлетворяющим неравенству 
Та, Р.Р 


Отсюда и из теоремы 1 работы (3) следует, что оператор (2 "5 к)" [115 
ограничен и действует из Фр в За, где 


| 
г при пач при п> 2; (4.13) 


д = 


7 — достаточно малое положительное число. 


Пусть М — множество, ограниченное в У›. Из неравенства Гельдера 
следует, что множество М ограничено в %,. Пусть ЕЕМ. Обозначим 
через (@хС);, 1=1,2,..., множество тех (5, РР Е ОХС, в которых 


ое ор о НЕ В (4.14) 
Пусть { — фиксированное число. Введем функцию 1 ($, Р) равенством 


ем 3151 (Г *5,)* Е, если (з, Р) 6 (Ох), 
ы если (5, Р)(Охб),. 
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Тогда отсюда, а также из (4.14) будем иметь: 
2 шез(ох@), «(ГЫ Ю, В) = (Р, Ге 5аВ) КПРЫЕ А 8ьВ | < 
1 
бы ЕВ (В, (715) [15,8 < 


1 


Аа ВУ У, ВМ Аж 1 
Се ("5 р [а < СВ | = С, тез (© х би 


или 
_ _ 224 
тез (5% жа); <С.2 затР-ч. (4.15) 
Возьмем з > 0. Выберем целое число & так, чтобы 
с -3) 
у а = (4.16) 
= 5-1 


В силу (4.11) и (4.13), такой выбор сделать можно (при достаточно 
малом 7). Пусть 


ВЕ (4.17) 


Тогда для любого множества В < ОФхС, шез В 5, в силу (4.14) — (4.17) 
имеем: 


\ (271 5," Е РазаР <\ РзаРЬ У \ (2715) ЕР ар < 
В В = (ОЖа) 


22 (5) 
<Е- с ра 2 Багр—а’ 2 и. 
= 


Таким образом, функции 
о > Ре. 


имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы. Но оператор 
(7 '5») вполне непрерывен в 95. По лемме 4.1 работы (*) множество 
функций 

(ие ов е М = 


компактно в ®,. Поэтому оператор ([/'5»)” вполне непрерывен в Фр. 
Следовательно, оператор (// "5)* также вполне непрерывен в ®›. Лемма 
доказана. 

5. Рассмотрим однородную задачу, соответствующую задаче (2.5): 


[о = №9, ФС Ор. (5.1) 


Назовем собственным значением № уравнения (5.1) то комплексное 
значение параметра ^, при котором это уравнение имеет ненулевое реше- 
ние Ф из Ор — собственную функцию, соответствующую собственному 
значению №. 

Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА П. Множество собственных значений {№} не более чем 
счетно (может быть пусто) и не имеет точек сгущения на конечном 
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расстоянии; собственные значения вещественны и удовлетворяют нера- 


венству 
№ [Вел (1 —е 4) > 1. (5.2) 


Каждому собственному значению соответствует конечное число линейно 
независимых собственных функций; все собственные функции вещественны 
и принадлежат пространству Эо». 

При ^ = № существует ограниченный в Эр» оператор (Ё — №5) 1, т.е. 
задача (2.5) имеет единственное решение при любом Ё из Фр. 

Для того чтобы задача (2.5) имела решение при № =, необходимо 
и достаточно, чтобы для всякой собственной функции Фо, соответствую- 
щей собственному значению "5, имело место равенство 


(Е, Оф) = 0. (5.3) 
Наконец, в достаточно малой окрестности собственного значения №9 


оператор (Г, — №5) 1 представляется в виде ряда: 


ЕЕ [= и 


(^ — №0) 


сз аланы Бр Арма 1-20 2 акров 5.4) 
И Ета 0 1—7) +.. : , (5. 

сходящегося по норме операторов в %5; операторы Гь, К=—т, 
—т-1,..., —1,0,1,... действуют в любом Эр, 1 < р< оо, причем 


операторы с отрицательными индексами конечномерны. 


Доказательство. В силу леммы И, задачи (2.5) и (5.1) соответ- 
ственно эквивалентны уравнениям: 


ФЕЛХЁ "64+ 1, (5.5) 
Фо == №2 "5, Фр. (5.6) 

В силу (4.12), уравнение, сопряженное с (5.6), имеет вид: 
29 = №50 Ё "О, 69, (5.6°) 


По лемме У, оператор ([/'5)? вполне непрерывен в %,›. Поэтому 
радиус Фредгольма оператора // "5 равен - оо [см. (5)]. Следовательно, 
как показал Радон (5) [см. также (5)], для уравнения (5.5) (и сопряженного 
с ним) имеет место теория Рисса — Шаудера. Сформулируем интересую- 
шие нас положения этой теорий в применении к уравнению (5.5): множе- 
ство собственных значений {7.} не более чем счетно и не имеет точек 
сгущения на конечном расстояний; каждому собственному значению 
принадлежит конечное число линейно независимых собственных функций; 
при ^ == № существует ограниченный {в Ф› оператор (Г—^Г/ 5) ", где 
1 — тождественный оператор в пространстве 9,5; для того чтобы уравне- 
ние (5.5) при Х =). имело решение, необходимо и достаточно, чтобы 


для всякой собственной функции $, уравнения (5.6“), соответствующей 
собственному значению 7. имело место равенство 


Ра (5.7) 


* При р=осо услювич (5.7) только необходимы (см. примечание ** на стр. 479). 
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|: ры малой окрестности собственного значения у оператор 
(Г — Г, 5) представляется в виде ряда: 


а С С 
(р Р-н ДЕ С 
ел вы Х— №)" За Е 
++ и-м-+...], (5.8) 
© ходящегося по норме операторов в р; операторы С»,  =1, 2,..., т, 


— конечномерные. 

Из теоремы Г следует, что собственные числа . удовлетворяют нера- 
венству (5.2). 

В силу (3.5) и (4.2), оператор (5 симметризует слева "5: 


О АЕ ВЮ ВИТ СВ. (5.9) 
Поэтому все собственные значения № и собственные функции Фу 


вещественны. 
Докажем теперь, что все собственные функции уравнения (5.6°) при- 


падлежат пространству ЭФ». Пусть 20, =1, 2,...,0о,—все линейно 
независимые собственные функции из %, уравнения (5.6”), принадлежащие 
собственному значению ^о. Пусть среди них функции 5%, & =1, 2,...,р, 


0, <, принадлежат Э., а остальные — не принадлежат пространству 9». 
Согласно теории Рисса — Шаудера, необходимыми условиями разрешимости 
в Э» уравнения 
= № "бо Р,, Е, Ее, (5.10) 
являются равенства: 
(Ез, 5@)) =0, Ё=1, 2,...,р. (5.11) 


С другой стороны, Ё, 69,. Поэтому необходимыми и достаточными усло- 
виями разрешимости уравнения (5.10) в %, являются равенства: 


(Е 59) =0, &=1, 2,..., р, 


возможные, в силу (5.11), только при р = 1. 
Докажем формулу: 
5 = 05%, Ё=1, 2,...,6, (5.12) 


связывающую все линейно независимые собственные функции уравнений 
(5.6) и (5.6*), принадлежащие собственному значению 5. Действительно, 
принимая во внимание (4.2), из (5.1), получим: 
Обо 099, = ЗОРТОИ5 

Отсюда и из доказанного следует, что (59, Е Э» и имеет место равенство 
(5.12). Докажем, что формула (5.12) дает все линейно назависимые 
собственные функции. Действительно, из (5.6) следует, что 5%Ф® = 0 
(почти всюду). Далее, из тех же соображений следует, что функции 
(5$® линейно независимы, коль скоро сами функции $) линейно 
независимы. Наконец, число линейно независимых решений уравнении 
(5.6) и (5.6") одинаково. 

Из леммы П, формулы (5.12) и уравнения (5.6) следует, что собетвен- 


ные функции Ф принадлежат У. 
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Пользуясь (5.12), перепишем условия (5.7) в виде ('Р, 05) = 0 
или, в силу (3.5) и (5.6), 


= - 1 
(ГР, (фо) = (Е, ИЕ" ИИ 8) = 5 (Е, фо) = 0, 


что совпадает с (5.3). 

Наконец, вернемся к разложению (5.8). Мы показали, что собственные 
функции Фо и собственные числа 7”, не зависят от р (поэтому достаточно 
рассмотреть уравнение (5.6) в пространстве »»). Левая часть равенства 
в (5.8) не зависит от р и действует в любом Эр; следовательно, операторы 
С, &=—т, —т+1,....—1,0,1,..., не зависят от р и действуют 
в любом ®,. Разложение (5.4) следует из (5.8) и из соотношения 


(БВ = ЕЕ) Г, 


причем в (5.4) положено Г» = Сь/, *. 

Теорема полностью доказана. 

Замечание. Функции ОФ, фигурирующие в (5.3), являются собст- 
венными функциями однородного уравнения, сопряженного с уравне- 
нием (5.1): 

ОГИ = №5ф, ФЕ ОБ. 

Согласно теореме П, все собственные функции уравнения (5.1) при- 
надлежат пространству »». Поэтому для решения однородной задачи 
(5.1) в любом У, достаточно ограничиться одним из р, например р =2. 
Согласно лемме У[, оператор [1.5 вполне непрерывен в %.. 

Пользуясь этим замечанием, укажем два случая, когда собственные 
значения заведомо существуют: 

1) Если функция 6 (Р, в) > 0 почти всюдув СХ (-—И, 1), то уравнение 
(5.1) имеет, по крайней мере, одно собственное значение; при этом наи- 
меньшее (по модулю) собственное значение — положительное и простое, 
а соответствующая ему собственная функция положительна почти всюду 
в ОХС. 

Этот результат следует из теоремы Ентча, обобщенной в статье 
М. Г. Крейна и М. А. Рутмана (7) на вполне непрерывные операторы, 
оставляющие инвариантным конус в пространстве Банаха. Возможность 
применения результатов работы (7?) (стр. 28—60) обеспечивается условием 
9 > 0, согласно которому ядро интегрального оператора ([/" 5)? положи- 
тельно (см. доказательство леммы У). 

2) Если функция 0 (Р, в) =0 почти всюду в @Х(—1, 1) и такова, 
что при любом Ё из $5 имеет место неравенство 


((5Е, Е)>0*, (5.13) 


* В силу теоремы Функа — Хэкке [см. (8), гл. [Х], условие (5.13) будет обеспе- 
чено, если при почти всех Р из С выполнены неравенства (и — 2): 
у 2—1) ага: 
о(Р, — №04 Ши) 2 41 >0, &=040,... 
—1 
и 
где Ср() — полиномы Гегенбауэра. Эта теорема доказана для суммируемых с квад- 


ратом ядер 0 (5). Можно доказать, однако, теорему Функа — Хэкке и для просто сум- 
мируемых ядер. 
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то уравнение (5.1) имеет, по крайней мере, одно собственное значение: 
обозначим собственные значения через, |^, | < | ^ |<...; соответствую- 
щие им собственные функции Ф‚ удовлетворяют условию 


(05$, ф;) м О 


множество собственных значений обладает следующим экстремальным 
своиством: на множестве функций Ё из ®5, удовлетворяющих условиям 


(СоБуав) 4 (Обои Рене ОриинуЕ 91, 


абсолютное значение функционала (7 “5Р, И5Е) достигает на функции 


ЕР = к максимума, равного =, Е =1, 2,...; для любой функции Е 
‘А 
из Ф› имеет место равенство 
т НЕ; 05$) 
#=1 


причем ряд сходится по норме в %.; оператор (2 — 5)" имеет простые 
полюсы, т. е. в формуле (5.4) т =1. 

Эти утверждения следуют из результатов Рида (?) и Д. Ф. Харазова (10) 
о симметризуемых вполне непрерывных операторах. Действительно, из 
(5.9) следует, что неотрицательный оператор 05 симметризует оператор 
Г. *5 слева; из условия 00 и из (4.6) следует, что (5215 +0; 
наконец, 

бо ©) 0. да. 


ибо 99, 0 почти всюду, а тогда © помощью неравенства Рида 
[см. (3), $ 2] получаем: 
0< |5. = (Ф», 0505) ЗИ 5] (9, 05%»). 
Если, в частности, функция 0 четча по ц, 
6(Р, в) = (Р, —в) *, 


то собственные значения ^Х, оказываются положительными, а система 
функций {5%;} полна в области значений оператора 55 [см. (2), теорема 1]. 
Дальнейшие результаты, касающиеся этого случая, изложены з работе (*). 

Автор благодарит Н. Н. Боголюбова за обсуждение результатов 
этой работы. 
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(| — любое натуральное число, 0% р<1, 0<0<2*) при условии: 


где 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 491—514 


СВОЙСТВА ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


Работа посвящена выяснению дифференциальных свойств полигармо- 
нических в круге функций в зависимости от дифференциальных свойств 


граничных функций. 


д и 


— оператор Лапласа. 


Гогда полигармоническая функция, решающая задачу (1.1) — (1.2), 


1 
п (р, КЕ (У 


де У, — единичный круг. 
При р=2 и [=1 мы получаем результат С. М. Никольского (7). 
При р=2 и [/=2 наш результат несколько усиливает соответствую- 
ций результат Т. И. Аманова (1). 
Результат, сформулированный в теореме, не может быть улучшен, 


О О О 
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$ 1. Введение 
Мы будем рассматривать краевую задачу для уравнения 


А'и (о, 6) =0 


(8-0, 1,....1—%), 


то следует из теорем С. М. Никольского (°). 


(1.1) 


(1.2) 


В случае / =1 мы рассмотрим задачи Дирихле и Неймана для урав- 
нения Лапласа в единичном круге. 

Нами доказана следующая теорема, 
результаты С. М. Никольского (7) и Т. И. Аманова ("). 

ТЕОРЕМА. Пусть периода 2* функции 


обобщающая соответствующие 


Отметим, что наш результат при р = Ил г=1— 5 перекрывается с с0- 


тветствующим результатом В. М. Бабича и Л. Н. Слободецкого (°). 
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Он не вытекает из результата этих авторов, так же как из нашего 
результата не следует точно их результат. Отметим еще относящиеся 
к этим вопросам исследования А. И. Кошелева (*), Н. И. Мозжеровой (°) 
и О. В. Бесова (3). 

В работе Кошелева рассматривается случай [=1, когда Фо (6) еи’®. 
(р>1). Для этого случая доказывается, что гармоническая функция, 
для которой и (1, 60) = Фо (8), принадлежит И) (У). 

Из нашей теоремы видно, что если даже’исходить из того, что функция 
Фо (0) принадлежит к более широкому классу Н®., то функция и (6, 0) 
не только дважды обобщенно-дифференцируема, но ее вторые производные 
удовлетворяют интегральному условию Липшипа степени 5. При этом р 
может равняться также единице. 

Замечание. Классы 6 (С) (г>0, 1<р<о) рассматривались 
С. М. Никольским (5), а классы И” (С) (о — целое, 1 < р< оо) — С. Л. Со- 
болевым (°). 

Пусть г=хг- о, где г — целое, 0% «< 1. 

Функция ] (7,/) принадлежит классу Н° (С), если она интегрируема в 
р-й степени на области С вместе со своими несмешанными частными произ- 


9* — : =. 

водными г и (Е =1,2,...,Г) и если при этом для частной производной 
ИЯ 

(7) выполняются соотношения: 


ее - > не т 
Р-Р (\ Ре ь, )— (а, у Раз ау < 


< МЁ|, ебли «<1, 
Ре, д — 29 (в, уе -в Уре, МВ], если «=1, 


каковы бы ни были )>0 ий, удовлетворяющее неравенству |й|<\, 


где С, — область, состоящая из точек С, отстоящих от границы С не 
более чем на 9 > 0. | 


Аналогично определяется класс НГ (С). 

Далее, если функция / принадлежит одновременно классам Н“) (С) и 
НО (С), то говорят, что она принадлежит классу Е” (С) [см. ($)]. Класс 
Н). периодических функций определяется аналогично. В этом случае 
а=С(.=А, где Д = {0< 5, у<о} и ®« — период по д и у. 

Говорят, что функция ], определенная на С, принадлежит классу 
(С. Л. Соболева) И’® (С), если она интегрируема в р-й степени вместе 
со всеми своими обобщенными частными производными до порядка р 
включительно; при этом если ф — любая из ее частных производных 
порядка р, то ее норма удовлетворяет неравенству 


1 = (1$@) 240)? «8 и Зр< о}; 
С 
при р = < 


их В |Ф (9) | 


(нормировку пространства И/® (С) см. в (3), стр. 52—64). 


ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 493 


$ 2. Гармонические полиномы 
Пусть 


Фи (р, 6) = Ур (4 005186 - Ви зщ 4) (2.1) 
0 


— гармонический полином ип-го порядка. Обозначим 


2® 


Фр ш =} 1Фы ©, 0 Р4а8) (8>0), |Фыь = Фи 
Е о 


рр 0. р 


ЛЕММА 1. Для полиномов Ф„ (0, 0) имеют место [см. (")] неравен- 
ства: 


9'Ф, 
де? [гр д < °=7 | Фиг. (в), (2.3) 
.9'Ф, | 
т | <"! [Фы (2.4) 
ЭФ, | 
за" |< (2.5) 
где [—1,2,..., 1< р ©, с, св — константы. 
Будем говорить, что 
т 
ПО, 9 = ХИ Г (о, 0) (2.6) 
к=о 


есть полигармонический многочлен п-го порядка, если 


рб УР = - р" (41° с05 28 -- 61° 51 0) (2.7) 


1—0 


ОИ) 


— гармонические полиномы и-го порядка. 
ЛЕММА 2. Для полиномов (2.6) имеют место неравенства: 


1 
991 
де9 


< НО, (2.8) 


1. (В) 


[991 


и Е (2.9) 


где В > 0 и с зависит от В. 

Доказательство. Заметим, что неравенство (2.9) является оче- 
видным, ибо ПО (6, 0) есть т ригонометрический полином по 0. Докажем 
поэтому только неравенство (2.8). Чтобы избежать громоздких записей, 
ограничимся рассмотрением бигармонических полиномов 


Пао го, 0. (2.10) 
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Мы имеем: 


и 


9п(2) 


1 


Из (2.7) видно, что 


а® = цы Г (р, Е) сов ИЕ, 
0 


ИБ® = и Г (р, дзши@ (&=0,1,...,1—1). 


0 


В силу этого, из (2.11) следует: 


ть 1 те ц ыы ы ь < 1 
. 0 
Но 


а Хи А (6) = [а — в?) 5+ А (0) +5 146) — 
2 [УР + 9 


(2) 
Отсюда, учитывая, что Ш, (0, 6) является тригонометрическим полиномом 
п-го порядка по 8, имеем: 


(2) са: 
= о = \ И: ее. ‚ноги +3 с0$ (2п — #) #4 + 


+2 Пе Е + Узы &—-—_[Г® (о, 8) + Г® (р, 0) = 
0 


>— 1 


2 РУ 

2п (© (2) 2 (2) 

тр сов Мы ,е-- 10 +) Ш, 2+09)-0, (94 — 
0 


[0 


2 
Го 9+г® 6, 8], 


где Р„ (1) — ядро Фейера, О, (1) —ядро Дирихле. В силу обобщенного 
неравенства Минковского, отсюда следует, что 


[оп | о м по 2х 
ея Зет |1, (в) Ня пра (8) ЧЕ - с | Ш |. (в) _ О. (| аЕ-+ 
НН о, Го, Ш (2.12) 


Покажем, что 


‚т, 
ГО ЕГО < ет ШЬ |. (2.13) 


5" = (1—0) Уют АТ (0) У "4 (0) — 2 УРА (0). (2.11) 
1 0 
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Имеем: 
те (ео) (ЕР Е 
= (< а | 
ГР = (< В ре 
Ш =( ` | — 60°) Гу? (©, 0) + ГО (о, в 46 в): Ее 
,” я т | Е. Р тЫ аа + о- Ц РОВ 
Ро ЕО) 22-4) / 


Отсюда следует: 


п Ш 
[4 о + [0 НЫ \ = 
НГ, = (2 ира) < 
0 


+3 РЗ 
хо ОР] до РО р-р 5 
< коекоеа +2 ое ++) Я, 


Таким образом, (2.13) доказано. Из (2.12) следует: 


эп) (2) 
РИ < | Ц, 
в силу того, что 
Й 2" Й 2п 
=} (41 =1, = | |2, (#14 =0 пп). 
0 0 


Дифференцируя (2.10) 4 раз и проводя аналогичные выкладки, получим: 


99п(2) а 2). амп в 
| 005 Па (#40) 51 9 (0 4 + 
дя , 7 
1= 


те 
унии +420], 
0 1 


где 

: —е 1 й ; 

6 (Е) = Уи 03 Е > 0, =} 15°’ © =1 (=1,2,...,9), 
0 0 


^; , — соответствующие постоянные. 


Как при доказательстве (2.13), легко получаем: 


Ш 1) 049) 


п | 
У ГАР (6) + 4? (0 
1 
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Используя обобщенное неравенство Минковского и неравенство (2.13°), 
из (2.14) получим: | 
ап (2) | 
97 


до7 <" Ш _ |2. 


Гл (В) 


Таким образом, неравенство (2.8) при [ =2 доказано. При произвольном 
{ рассуждения аналогичны. 
$ 3. Задача Дирихле 
Рассмотрим краевую задачу для уравнения: 
Ди (0,0) =0 (0<р<1, 0<8<2) (3.1) 
при граничном условии 
и (1, 6) = 9 (0). (3.2) 
ТЕОРЕМА Т. Пусть граничная функция 
Фо (6) ЕН’. (г>0,1<р< о). 


Тогда гармоническая функция 


фен"? (5), 


| 
| 
где У, — единичный круг. | 


Доказательство. Как известно, решение задачи (3.1) при условии 
(3.2) имеет вид: 


2® 


1 ; 
пр, 6) = \ К, 0% (2+6) 4, 
0 
где 


Кд =У сз = У АЗАЕ, (1 (0<3<1, 
0 0 


До = р — реа -- оке. 


Фо (8) — у А (9) = 2} (ак с0з Кб - Бь зщ Аб) 
0 0 


5п = $» (Фо; 8) = У А» (8), (Фо; = Зе. 


0 п 


Легко проверить, чго 


сы (фз = | [Вы (0) — Рь (1 о (+ 6) 4. 
0 


а. 
Отсюда, по обоощенному неравенству Минковского, учитывая, что 


Е 
=) Рафа а 
0 
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получим для 1 “ро: 
* 1 
[с (оз ВУ = (5= 


где В — константа и 


п 


|» (Фо; 8) Рав)” < ВФ |, (3.3) 


. — 


эт 1 

+ 1 га 

Пре = (= 195 (8) 48 
0 


. Далее, так как ФЕ Н®, ‚ то существует [см. (8)] тригонометрический 
полином Г, порядка п такой, что 
м | С 
У: . (3.4) 
Из (3.3), (3.4) и того факта, что *„(Т»; 6) = Г, (0) для всякого тригоно- 
метрического полинома порядка п, следует, что 


ь 1 :. 
[Фо (6) — <» (фз Е < 9. (3.5) 


В самом деле, 
| Ре 2 (Фо) м = | (Фо Я Г») = 55 (Фо ый Т») | < | = Т= |, -- В| Ф:— фа | < 


< (В+ 
Г р 


— 


Построим гармонический полином (2и — 1)-го порядка 


1 С ы 
Ф, (р, 6) = = \ Кб, 9-04) 4 


0 


Гогда 
21 
Е > К (р, №) [Фо (Е 8) — т» (фо; Е 8) @ = 
0 
2п со 
Г = р и: п Д?р"Р #. (2) [Фо (1 Е 0) я (Фо; 1 -- 8) ] бр 
0 
так как т 
7 
фо (6) — ли (фо; 6) = №4 (8) + > Анк (0). 
2% 1 


В силу обобщенного неравенства Минковского, 


Зечан Чр 


—. 
| 


[и — Фи [ь < — (| ыы 


0 


= |0 — < (2) (> Иа — 


0 


"< 


: СР ОГ р-р ь 
< Фо — “в (Фо). Уи" р-р) | № 


со 


* 1 
«ей Е т, 
й п 


\ 


где Г (&) — гамма-функция, с — константа. 


4 Извеслия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Таким образом, 
1 
Ш, —Ф, р, Юр < 2 (рю). (3.6) 


Используя лемму 1 $ 2, из (3.6) методом, которым доказывается об- 
ратная теорема о Е, приближении [см., а (8), стр. 263], 
НР ь 
легко вывести, что и (р, 0) принадлежит классу Н› 2’ функции, опре- 
1 
деленных на кольце 5 <р<1, 0<69<2м, а следовательно, и классу 


к З 
функций, определенных на круге р так как и (р, 9) аналитична Для 
де В 
; (*-+ Е. 1 
Для примера докажем, что и (0, 0) Е Ну». > Положим г- т 1, 


1=1-р а, [ — целое, О <<. Из (3.6) ясно, что функцию и (0, 0) можно 
представить в виде ряда 


и (о, 0) Фо (р, 0) "- у [Ф.. (о, 9) == Ф, 1 (о, 6)]. (3.7) 
8=1 
Пусть. Оз = Ф.. — Ф. 1; тогда 


| 9: | < | = Ф.. [р =Е | и.—- Ф. [р < ао. 


Из (3.7) следует: 
(8), = Хе? (9), (3.8) 


причем ряд (3.8) сходится в метрике Ёр. В самом деле, так как О, — 
гармонические полиномы, то, по лемме 1 $ 2, 


19 ВЫ (1) <“ 19, (1) <” (и>0). 


Таким образом, дифференцирование законно. 
Пусть, например, х< 1; тогда 


| и РЕ Й, 9). еее о. и = ; [0° (о ож й, 6) и Ф (о, 9) 5] |. Ч) 
2 0 а 


Зададим положительное й и подберем к нему натуральное число № такое, 
что 
1 
2. 
Тогда 


Е 
у 2 


< 


Аль й р, 85 |. 


ЕВ 
в 


а 1 © ВЫ (1) < 
М п в же 
< т @—59, 


(8 и м а 


М1 
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< с. 


А. 
$. —> 


ОНО (р, ЕЯ } 4 +62 (М-Е1) а — 


1 
я 


< сй у А о аа АН < си" 
0 


и, следовательно, 
и (о, ) Е Н® |5 <<, 0<0<2*). 


При «= 1 необходимо составить вторую разность для и(0 (о, 0), и про- 

вести такие же рассуждения. | Аналогично доказывается, что и (р, 0) 6 
Но ) 
56 (>). 

Замечание. Нетрудно видеть, что, комбинируя соответствующим 


образом неравенства (2.3) и (2.5), можно, рассуждая, как выше, показать, 
ды 
что любая смешанная производная —— ——— удовлетворяет в метрике Г» 
де*двг—^ 


условию Липшица степени «(х< 1) на кольце о ок или при % = 1— 
обобщенному условию Липшица. 
ТЕОРЕМА П. Для того чтобы гармоническая в единичном круге № 


1 
Е 
функция и (6, 9) принаблежала классу н( >) (У) (7`> 0, 1<р< оо), нё- 
обходимо и достаточно, чтобы существовала последовательность гармони- 


ческих полиномов Фи (6, 0) (п=1,2,3,...) такая, что 
1 2 = ВН 
! р 
арт ( \ \ | (р, 6) — Фи (6, 0) [Ррарав) < ‚ (3.9) 
оо 


Доказательство. Пусть имеет место (3.9). Тогда в силу леммы 
1 $2, как и в теореме Т, доказывается, что 


ве. 9еНи" (У). 


Обратно, пусть 
Е 
ао ен" > р 


В этом случае имеет смысл говорить о значении и (0, 0) на границе кру- 
га, причем, по теореме вложения С. М. Никольского [см. (®)], 


и (1, 0) = ® (8) ЕНЬ. 


Заметим, что значения Фо (0) принимаются в смысле метрики Гр. 
Таким образом, 


2п 


т 
и, == Кб, 0+9 4 
0 
и, рассуждая как в теореме Т, мы получим неравенство (3.9). Теорема 


доказана. 
4* 
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ТЕОРЕМА Па. Для того чтобы полигармоническая в единичном круге 


(ен 
и функция и (6, 0) принадлежала классу Н» ( У (г_> 0), необходимо 
и достаточно, чтобы существовала последовательность полигармонических 
(0 
полиномов Шь (©, 0) (п=1,2,...) такая, что 


у 


—т— 1-- == 

Ш Поь< г (3.10) 

Доказательство. Пусть имеет место (3.10). Тогда, в силу леммы 

2 $2, методом Бернштейна для обратной задачи теории аппроксимации 
легко доказывается, что 


ен" 32 [5]. 


Обратно, пусть 


2. ен” (5). 


} 
Тогда по теореме вложения С. М. Никольского [см. (8), теорема 5.12] 
существуют функции 


ди (©, 0) 


к | = ЕН". (=0,4,..,,1—4), 


р=+ 


По. этим граничным значениям полигармоническая функция и (0, 8) может 


быть записана в виде 
11 


и (6, 0) = № (1— 2°)* чин (р, 0), (3.11) 


0 


где и» (6, 0) — гармонические функции, определяемые по граничным функ- 
циям $, (8). Например, при [ =2 бигармоническая функция 


и (6,6) = (1 — 6?) ил (0,8) + ио (,6), 
где 


по (158) = Фо), ша (1,0) = — 9 (0) + [6 9%] _=$ (9) 


Таким образом, 


2" 


ок (6,1) фи (Е-Е 8) аё ие. Г Фо (Е 8) а. 


=> 


Построим бигармонический полином 


2п № 


ры 
Пе’) = — \ К (0,1) - <, (фз Е 6) &--- Кб, (вт +0) ЧЕ. 
0 


0 


Проводя оценки так же, как в теореме 1, получим: 
(>) АН 
ВЕ --. |2 <сп эт 


то требовалось доказать. 
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$ 4. Задача Неймана 


В этом случае граничное условие (3.2) заменяется двумя сле- 
дующими: 


=$(0), \$(6) 40 =0. (4.1) 


ТЕОРЕМА 11. Если $ф(8) 6 Н%»*, то гармоническая функция, решаю- 
щая задачу Неймана, 


и (о, вен ") (>) О, р ь 


Доказательство. Решение задачи (3.1) при условии (4.1) опре- 
деляется с точностью до постоянной и имеет вид 


2 


(р) = А+ \ К, (,) -Ф@+04ь (4.2) 
0 т 
где 


со 


Е 
Ку (в) = №8 +0054. 
1 


Применяя к ядру К, (0,2) преобразования Абеля для 0 <р< 1, получаем: 
< 2 
К.) = ХА рн = 5 +АаР РО, 
1 


где Рь(#) — ядра Дирихле. Как ив $3, легко показать, что 


1$(8) — = ($; < еп". (4.3) 
Построим гармонический полином 


2п 


Ф, (0,6) = = \ К; (р. = (ФР О4-А. 


0 


Тогда 
и) — ©, = 5 У 8 Ре НОЕ 
0 уд 


Отсюда, применяя обобщенное неравенство Минковского, получим 
|1 — $, <‹|ф—= (3). +0 х 


1 
(= 
0 


1 
#8 (1 =) -Е 1 — 0). р 46)”, 


ОРТ СЕ 
так как 
р ы но и ИИ 3 —0)-2 
о 6 о реа И , 
а а а, ЕО) 


5 
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Оценим интеграл в последней сумме: 


1 р 1 1 Ой 
№? (1 — РК (1 — 9) (3—6) +2 1 «. \р 
ее 46) <-р-(} И — в) @) + 
0 
з ей = ав ры 
ее КР — о)?0до р зе р р с ь 
в (\ (1 — рае)? +в \ в)? < ге. 
Отсюда следует: 
+ Е 1 ры 
| —Ф, |< е|ф — ь (Фь: Ут <т 2. (4.4) 
| т. 


Рассуждения, подобные рассуждениям $ 3, позволяют заключить, что 


1 
ие Нь ""(У), 


и теорема доказана. 


$ 5. Полигармоническая задача 


В этом параграфе мы будем рассматривать краевую задачу для 
уравнения (1.1) при условии (1.2) и при [> 2. 
ЛЕММА 1. Для ядра Пуассона 


со 
ь ь : 1 1 — о? 
К (0,2) — 5. мы У 05 АЁ = 5 1— 26 сов Е р? (5.1) 


1 р 
имеют место следующие оценки при 2 << 1,0 { < т: 


с 


< тт [С = 0,1.) (5.2) 
[(1 — 2+ #] ? 


д" К (2,4) 
де" 


д” К (о, 1) 
до" д: 


< Е тот (5.3) 


где с — константа. 
Доказательство. Ядро К (0,1) можно записать в следующем 


виде: 
оо 

1— 6) ш#]° 

| $)? - 4р эт = 


В силу тог Е 
у о, что множитель —— непрерывно дифференцируем сколько 


угодно раз, достаточно оценить производные от 


1—2 


Иа ко. ПЕ 5.4 
| — 2) - 46 эш? — и 
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Из (5.4) имеем: 


1 
дР (ов) _ @— в) —4 15 
Ри 3 м 
[(— 2+4 ЭТИ пе | 
о ит 
9Р (21) _, (1 — р) — 12 (1 = р)зш? 5. + 46 ви“ =- 
де? роза я 


1 З 
[4—2 -мезне = 


(1 == ру Е т в)т—1 фо (о х . 3102 


=), 
т 77% 7 1 = 
р [пе + дез 5 |" 


>] = 


й 
(1 — 9)" 3. фа (р)- зн -5- +... (— 1)".47 зат 


р т , 
| (1 — в)? - 46 в? > 


А ВЕ НЕСЛО Ка оч с р се оо о 


где ^; — соответствующие постоянные (1 =1,2,...), фь, (0) — функции, 


ограниченные как сверху, так и снизу положительными константами. 


ГА 


. 1 
Учитывая, что в интервале (0,*) . мы из выражения для 


производной т-го порядка функции Р (0,Ё) получаем: 


т-1 
д"Р (6,1) Е а ВИАН с 
о И т 


(1 — 2 -#] % 


Таким образом, оценка (5.2) доказана. 
"Рой 


Дифференцируя по Ё выражение ДЛЯ т? получим 
о 


и 


/ 
эт В у аня „вней 
0 


(зна 5} 


9 ТТ Р (5.1) 
о 1 
__ [ие + ев | 


Отсюда, принимая во внимание, что | т #|<|1], как и выше, получим 
требуемую оценку, тем самым завершая доказательство леммы 1. 
ЛЕММА 2. Пусть и (0,0) — гармоническая функция, решающая задачу 


Дирихле в единичном круге р и принимающая на окружности в =1 


значения 


ф (6) ЕН = (”>0, 15 р< со). 
Тогоа функция 
еб ариев вит" (У), 


где [ — натуральное число. 
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Доказательство. Докажем сначала, что функция 


оф ен" “= (У). 


Имеем: 


2 
уе = Ч | Кд + 9 


0 


где 


со 
| 1 мы В. бк п 
Кд = + № с08 № = —- 1 — 26 с08 Е - в? 
1 


— ядро Пуассона. Как и при доказательстве теоремы Т, построим три- 
гонометрический полином 


а 
т, (6) = СЕР \ К (ый) (в +9 
0 
Используя (3.5), имеем: 


2" 1 


ф-7нь= (1194655) — 7» 65) Рив)” < 


ы С 
УИ — РАЗА 46) ? < 


п 


<|?— = (ФГ. 


} 
О 


Зо ое Е 


1 
п я ыы — г4+1+-— 
$ 5 ++ с 


Отсюда, как в теореме |, заключаем, что 


зебен(+ >) (У), 


так как для тригонометрических полиномов Т„(по 6) справедливо не- 
равенство, подобное (2.5). При р=2, в силу леммы 2 $2, 


фебен"" (У). 


Теперь перейдем к доказательству того, что 


п 
февени (У). 
Функцию ф (0,9) можно записать в следующем виде: 
$(р,0) = (1-5 0)" (4 — р)! (6,6). 


В силу того, что множитель (1--0)' не влияет на поведение функции 
ф (0,6), мы будем иселедовать функцию 


ф: (6,6) = (1 — р)! и (6,0). 
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Рассмотрим случай 0 <г< 1. В этом случае для функции ф(0) имеет 
место неравенство 


2п № 
( (+0) — (048) 25|. 
0 
Не нарушая общности, можно считать { =1. Поэтому покажем, что 


Во -( даров н( (5). 


Дифференцируя функцию Ф, (0,0), найдем: 


фа (2,6) ди 
ВЕ (1 — р) и 
В силу теоремы 1, 
— 
„(ру еН(» (У), 


следовательно, достаточно показать, что 


(1—5) ыы нтт г (3). 


1 1 
При доказательстве будем различать три случая: а) л-- г < 1,6)" -- а 
=1, в) г-+ => © 
а) Пусть г - < 1.- Тогда 


со 


2 
и (0,0) о ок с03 &Ё-Ф (Е 8) & 
0 


и) У соз АЕ. [Ф (Ё-- 8) — 5 (6)] @= 


п 
== ;\ ХОА" ЕО. 0540196 


где 
АЗЁре — ре — 2 (№ 1) реа | (2) р = 9 (1 —р)* — (1 — р), 
Е’, (#) — ядра Фейера»я Отсюда, по обобщенному неравенству Минковского, 


2" 


1 
-Тмьи-э# 
КИ 

2 


1 


иван _— 


р 


ео 
(& +4) Аьь(1 — в) Аа". Е, (1-1 "и 4) и 


и 
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ди ди (2,0) ди (2 — №,6) 
Ань (1 — р) 5 = (1 р-р в 
Зададим положительное й и подберем к нему натуральное число Л та- 


кое, что 
1 1 
ПД Е 
м1<” < 
Разобьем сумму под интегралом на две суммы от 0 до Ми от М-+1 
до со. Тогда, в силу того, что 


2 


\ Ех (К.Г =0(—) ЕО а, бе 
5 (&-+1) 


получим: 
1 М р ыь 
1<(\ [ХА 9 Ар | 4)? + 
0 
— 
1_ < рт>Ода, 
+ +1)". (1 — 9) | А*#р*|| 4) ? 
Ы ка) 
Далее, 
Дьь (1 — В) Аи = 4 Р-Н А 0—3). 48, 
где у 


{1 — Ари, = Ака (1 — р) — (5 + 2) 2* (1 — 6)? -- дон (41 — 0). 


В силу этого, 
5! 


М 
[< сей м - 1. ($ окр (1 — дар} р ТЕ 
0 


0 


со 1 1 
Не» +1". (РИ — Ра) < 
М-1 0 
мае | Е >>> 
< У, гс < ей.М Р ++ (М-+1) < в 
1 т > М1 Их 


Е 
ПС р Т (3ЗР- Г (р + 1)\ р с 
Кр 5546) 32 о = р Р р. 
С ыы «)* (ПТР ри, 
Е у“) 


Е 1 
6) Если г ее - — =1, то составляем вторую разность для (1 ее > : 
В этом случае, __ и выше, Е 


1 (а 
1 
я 


№ 


УИ 07 ыы < 


т 
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1 ЕЕ 
< (\ Ха", и Ар | 4) + 
= 
НЕ со р о 
Не ( > (Е 1)" (1 — 0) Д’Ко* 46)”, 
0 | А-а / 


где 


ИО 
№, (1 РАЗ = \ | АРНЕ +) АА — 19, 
оо 


Отсюда следует: 


ри а. 
<еМ”" 4 с(М+ 1)" в<оеЙ “Рей. 


1 = 
в) При г- Я >> 1 необходимо взять еще одну производную от функции 


д - 
(1—5) бр и проделать оценки, аналогичные случаю а). 


Пусть теперь г =1. В этом случае для ф (0) выполняется соотношение 


2 


(ед — 206-20-94)” <е| и. (5.5) 


0 


Нам необходимо показать, что 
1 
м) 
ыфбене (У). 


Рассуждая как и выше, мы приходим к тому, что для этого достаточ- 
но доказать, что 


и-и иен? (5). 


При доказательстве будем различать три случая: а) 1 < р оо, 6) р =1, 
в) р = оо. 
а) Пусть 1 < р< соо. В силу того, что 


п 
до з ы 


— 


где и — производная от ядра Пуассона, имеем: 
@ 


п п 
гы ак ое 1 | 
0+0 т) 4 


т с? 


[20+ 0—20 (0) +2(0— 014. 
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Дифференцируя еще раз по р, получим: 


ле ( и о 
и \ Ао (0+ ВЕ, 
где 


И 


Оценим первую й-разность по рот (1 — 52 ря 5. Имеем: 


в 
1= ( Ань (1—9 "рф 40) < 
И а 
2 
<} ль обе К (0+0 а ен), 
2 


где 


д2К (©, РЕВ й 
А оо = Це -. Ной ЧЕ = 


в 
9-Е 9°К(2—Е,#)] 
0 


В силу леммы 1, 


3 


бКе-Ей _ ВК Е < 14-44, 


| -ообкеЬ о КС. 


Отсюда, в силу (5.5) и обобщенного неравенства Минковского, 


1. мп 1 
<‹(\ Ц Е а ы 4)? < 
190 (+8 
пт 1 к о ИИ ых 
«(т ) = 7 а 
Е оо сарая 
пт со 1 
=@- ли = с (| —_) фа < 
00 (21 12)? 2 о ал)? * 
пт Г со 1 
о г. (= <. —: ыы СЕ ба 
0 ан ый г. % р 0 (+12)? 2 
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6) При р = со нам необходимо показать, что 


фи (©, 68) = (1 — ру и (р, 6 Н® (У), 


иен (У). 


или 


Мы имеем: 


ть Ауе (4 — 92 | = шах 
о, @ 


о ак (о, 
мифе] Ако, 


причем так как ФЕНО., то 
тах! АР +01 


Далее, 


ВА # 
ИЕН р 9 м 
Бок = о 
00 


Следовательно, в силу леммы 1 настоящего параграфа, 


изд | 
шах | А» (1 — 6) а | Зах < 
о 5 
00 [1-Е 
пк 
е ЧЕаЕ а ы 
ке <о=УВто< 
оо (вата = И) 
В | Я В 2а 
тат _@5 ам 
<етет т) АЕ урны 
а =)? ро 


в) Пусть р=1. В этом случае необходимо показать, что 


фр, 6) = (1 — р)- и, ЕН: (У), 


или 
июн (У). 
Как и при р = со, имеем: 


| 


92 
Але (1 — 0) 55 


п 


04К ($ Е— 1,8 08К (в —Е— 1,1) 
Е ЕЙ и 


Ач а-< 


мой сы 
оее-ае- #) г 


Е 
2 0 
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Таким образом, мы доказали лемму 2 при [=1 и 0<г< 1. Для 
1=2,3,.., рассуждения остаются прежними, только при оценках сле- 
дует использовать лемму 1 для соответствующих производных от ядра 
Пуассона. 
При произвольном 7 вопросе сводится к рассмотренному случаю ин- 
тегрированием по частям. Например, пусть г = 24 + 0» где 4 =0, 1, 
‚0<«х-<1. Тогда, интегрируя по частям, получим: 


п © 
1 г ” Г 
об \ Уи в." а) (8 - 2) а, 
2 : 


где производная 99) и 6 Я», О «< 1, и, следовательно, вопрос све- 
ден к случаю О«%т< 
Если г = 24 + 1 о, ак <1, то рассуждаем следующим образом. 


Пусть для простоты г =1--%. В этом случае гармоническая функция 
имеет вид: 


об Ут @+9 4, 
и 1 


= 


где $’ (8) ЕН“®.. Нам необходимо доказать, что (при [= 1) 


фи (©, 0) = (1 —ви(0, вен Е >) (5), 


или 
д? (==) 
(1—9) эж Ньь 5 УЗД 
Имеем: 
ди сы м ь 
— — Учим (9-Е 2) 4 = — \ У’ зт АЕ Аф (9 2 4, 
—т —л а 
где 
Ар’ (0 =’ (0-0 —Ф (0), 
и 
8 ® 5 1% > 
== = | р эт АЕ Ао’ (9 д — > | Уре а АЕ Аф' (6 + 0) 4, 
я Е. № 
Е 1 ды 1 (++) 
де второй член есть - 4% И Для 5 <<! принадлежит Нрь Не 


так как, по теореме Г, 


Поэтому нам достаточно оценить первый член в выражении -_; си . Но 


— Ув и = 29, 
1 
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поэтому при а -+ > < 1 получим: 


( ЭК (©, 1 ( 
А,» (1—9) \ а. Рода = | А, 29 у’ 0-4, 
Далее, 
п 
ОК (©, 1 Аг: 
а ое Ра 9. 
0 е 
Отсюда 
г ( ЭК (5,1) й т 
О 
__ =. 
ет 
«оао ео ешо у 
аби | ЕР. Вы 9 4) и 
1100 
пп 
, ы 4 УЕ Е 
< (лемма ре т тир) ПЕ _ 
йт ГД 1 © 1 
НЕ == 1 = 
ее ще т Ими *. 
бое-и # баню ® 


Л 1 С гп 
При «+ = = 1 или &“-- = >11 рассуждаем, как и выше. Таким образом, 
лемма 2 доказана полностью. 


1 
Замечание. При доказательстве мы считали 5 < р < 1. Это не вли- 


1 
яет на утверждение леммы 2, ибо для р<«- функция (1 —р)'-и (6, 0) 
аналитична и принадлежит любому классу. 


ТЕОРЕМА ТУ. Пусть периода 2* функции 
в т. ПО. О про, 


Тогда полигармоническая функция, решающая задачу (1.1) — (1.2), 


рен" [5], 


где о — единичный круг. 
Доказательство. Известно, что полита рмоническую функцию в 
круге всегда можно представить в виде 


— 


= 


и (о, 0) = Х (1 —5°)*-ик (0, 6), (5.6) 


0 


где их (0, 0) — гармонические функции. Так как рассуждения одинаковы 
для любых [, то для простоты рассмотрим случай / =2. Решение крас- 
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вой задачи (1.1) — (1.2) при {=2 (бигармоническая задача) имеет вид: 
[и (р, 6) = (1 — р?) и (р, 0) що (р, 0). (5.7) 


Гармонические функции ио, и, определяются из следующих условии: 


д ю 
по (1, 6) = (0), ш(4, = (9 + Ё 5%. (5.8) 


В силу теоремы Г, 


ш ной =) [9 


‚ ды (т) 
По теореме вложения С. М. Никольского (°), ты ЕН®., а ф, (0) ЕН 


6—1 


по условию, следовательно, по теореме ТГ, 


р ("-- = | 
и @ Мр (>) , 
В силу леммы 2 настоящего параграфа, 


мы 


Таким образом, из (5.7) заключаем, что бигармоническая функция 


(-- 
(1 — р?) и, (о, 8) Е Нр 


ыеН 


и (р, ЕЛЬ (У) >06, 1<р<э. 


Теорема доказана. 

Замечание. Теорема [ при р=2 доказана С. М. Никольским ('). 
При р=2, [= 2 теорема ПУ несколько усиливает результат Т. И. Ама- 
нова (*). 


$ 6. Задача Дирихле для произвольной области 


Рассмотрим задачу Дирихле для произвольной двумерной области О, 
ограниченной контуром Г: 


Ав = 0, (6.1) 
иг =Ф (5$) 6 #5 (Г) (г=г-а, г— целое, 0 «< 1). (6.2) 
ТЕОРЕМА У. Если область ©@ может быть конформно отображена 
на единичный круг № с помощью т-+ 2 раза непрерывно дифферениируг- 
мой в замкнутой области О функции, то функция и (решение задачи 
р р (+=) 1 
Дирихле для О) принадлежит классу Нь ?’(О) (1 <р<о,тг- г 
не целое) 
Доказательство. Пусть область точек (&, &,) 6 © конформно отобра- 


жается в круг (51, 2.) 6 № при помощи аналитической функции 2, -- #25 = 
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= © (8, #5), где функции 
д, = $, (&, 65), 
(6.3) 
2, = ф» (&, 65) 


г -|- 2 раза непрерывно дифференцируемы на О. 

Продолжим функции ф, и ф› за пределы области О на область ©’ 
с сохранением дифференцируемости г--2 раза. ме 

Так как якобиан преобразования (6.3) положителен (отрицателен) 
всюду на области “вплоть до ее границы Г, то можно указать круг о 
содержащий внутри себя р такой, что продолженное отображение (6.3) 
будет взаимно однозначно отображать »\* в некоторую область ©,, где 
ре. 

Пусть на контуре Г области О задана периодическая функция 
ФЕН“ (Г), где $ — длина дуги Г. 

При помощи преобразования (6.3) она перейдет в периодическую функ- 
цию $ (0) ЕН“? (1) [см. (5), лемма 2.4]. По доказанному в этой работе, 
если 

Др =0 на М, в, =Ф(®ЕНЬ (9, 


и зени (5) - 


На самом деле функция $ (21, 1) удовлетворяет несколько более силь- 
ным условиям (см. замечание к теореме Г), которые позволяют, по крайней 


1 * 
мере при не целом г -- Е ‚продолжить (11, 15) за пределы я на > так, что 


1 * 
продолженная функция будет принадлежать классу Ну + } (У а СО 
Мы получили, что область ро взаимно однозначно и г-+-2 дифферен- 
цируемо переходит в ©. 
Отсюда [см. (8), лемма 2.4] получим, что 


р Е с я (ей 
и (5, &) = 2 4, (&, &), $ (5, 5) 6 Мр (0). 
Поступило 
3. У. 1957 
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П. Л. УЛЬЯНОВ 


О РЯДАХ ПО ПЕРЕСТАВЛЕННОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЕ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе показывается, что ряд свойств тригонометрических рядов (рядов 
Фурье) не переносится на ряды, образованные по переставленной тригоно- 
метрической системе. 


Введение 


Настоящая работа состоит из четырех параграфов. 

В $1 даются два достаточных условия для безусловной сходимости 
почти всюду рядов Фурье (теоремы 1 и 2). 

В$ 2 рассматривается вопрос о суммируемости рядов {рядов Фурье`, 
вида 


—=- + У (@, с05 А, -- 6, эй #1), 


=! 


где натуральные числа А, все различны между собой. Доказывается, что 
даже ряды Фурье по переставленной системе {созй,х, эт А,л} могут 
не суммироваться довольно сильными методами Тёилица. Этому вопросу 
посвящены теоремы 3 и 4, а также ряд замечаний и следствий. 

В этом же параграфе доказывается аналогичный результат и для 
комплексных степенных рядов (теорема 5). | 

В $3 рассматривается переставленная тригонометрическая система 
{с0з №, эт 2} с точки зрения сходимости рядов Фурье, образованных 
по этой системе, от функций / (2) 6 [7 (0,2 =), где 1<р<2. Ироме того, 
рассматривается вопрос о сходимости на [0,2 =] по метрике (9-2) 
рядов Фурье по системе {с0$ »х, зшА,х} от непрерывных функций (тео- 
рема 6). 

В конце $ 3 дается комплексный аналог теоремы 6 (теорема 7). 

В $4 из теоремы 6 выводится ряд следствий, которые могут пред- 
ставлять и самостоятельный интерес. Например, доказывается, что пере. 
ставленная тригонометрическая система, вообще говоря, не является 
базисом в пространстве [7 (0,2 =) при рЕ [1,2) + (2, оо) (теорема 5). 

5* 


Далее показывается, что принцип локализации Римана для перестав- 
ленной тригонометрической системы, вообще говоря, тоже не верен (след- 
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| 
ствие 8)*. | 


$ 1. О безусловной сходимости 


Определение 1. Функциональный ряд 


$ 


Те (5) 


К 


| 


будем называть безусловно сходящимся (суммируемым методом Т) почти 
всюду на Е, если он сходится (суммируется) почти всюду на Ё после 
любой перестановки его членов. При этом множество (меры нуль) точек 
расходимости (несуммируемости), вообще говоря, зависит от перестановки 
членов. 

Пусть Е®)(/) — наилучшее приближение в метрике [2 функции ](5) | 
посредством тригонометрических полиномов порядка не выше (п — 1), т. е. 


2% 


Е (Л) = ши | 1/2) — Т,— (9) 24] 


Тит 5 


|= 


| 
Покажем, что справедлива 
ТЕОРЕМА 1. Если / 15) 6 1. (0,2 =) и для некоторого => 0 


© (шп шп 2 
У чт Е (< ®, (1) 
п—10 

то ряд Фурье функции 1(х) безусловно сходится почти всюду на [0,2*]. 


Доказательство **. Пусть ах и В, — коэффициенты Фурье функ- 
ции (т) и 


у г + У (а соз Аз - би зщ Ё2). (2) 
= 
Тав нак 


о 1-Е = 
о 
К=10 


то, всилу равенства Парсеваля и неравенства (1), получаем: 


У @ +8) п шп) шва, У У (@ И) (па Не 


5 
рр п=10 &=10 ь 
>>) 
= ое ©: | 1-е 
А а а и а ША)" 
< о т 2 (а» Е 6) < А, № ый аи {Е® ПР 
Е И=/ К=10 


р а 
ы Часть результатов этой работы без доказательства была опубликована в работе ы 
к Эта теорема по существу уже была доказана нами в работе (15). 
*. 
Через 41, А,,... будем обозначать положительные постоянные. 
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Положив 
о (п) = (ш ши) "° (п> 10) 
и 
Я == 22^ (Ка, ое 
находим: 
Ни с (п) = со, © (п) “в (п - 1), 11/41 = 2 Шик 

и 

со Й со и со р - р 

2 вер < Хан <, о, 


т. е. выполнены все условия теоремы Орлича [см. (1), стр. 170], а потому 
ряд (2) безусловно сходится почти всюду неа [0,2*]. Теорема 1 доказана. 
Приведем еще один достаточный признак безусловной сходимости ря- 
дов Фурье. Именно, справедлива 
ТЕОРЕМА 2. Если }(2) 6 Г (0,2 =) и для некоторого > 0 


2п2п 
а ео уе дра ео, © 


0 


© 


то ряд Фурье функции }(т) безусловно сходится почти вссюду на [0,2ж] *. 
Доказательство. Пусть 


и (2) = 


По По Ее 
$ : 


Легко убедиться, что 
2т б 
\ «(Ио и 5 пад < Аз 
0 


0 


х (Е) @. (4) 


9% ——5\ 


Условия (4) означают, что выполнены требования теоремы 1 работы (), 
из которой вытекает, что условие (3) эквивалентно сходимости ряда 


п 


р (16, \=(1) а, 
1 


го 


К=10 


у (& + 5) ш2 8 (ш 14) * © оо, (5) 
К=10 у 
ибо 


5 


т 


102 (1 1 2) ° < А, \= (4) а (>19), 
1 
г 


но, согласно теореме 1 настоящей работы, неравенство (5) влечет безу- 
словную сходимость почти всюду на [0,2*| ряда Фурье функции ] (2). 
Теорема 2 доказана. 


* Легко видеть, что условие (3) (а также условие (1)) является достаточным для 
безусловной сходимости почти всюду ряда, сопряженного к ряду (2). 
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Отметим, что теорема 1 (а также теорема 2) допускает очевидное не- 
большое обобщение, ибо вместо 

в (п) = (п шп) 

можно было бы брать и несколько медленнее растущие последовательности, 
для которых применима теорема Орлича. 

Следствие 1. Если 1 (2) Е ара, где «>0, то ряд Фурье функции 
/(х) безусловно сходится почти всюду на [0,2]. 

Это утверждение непосредственно вытекает из теоремы 2, ибо, по 
условию, 

И —/@—9|< 4“ 

и потому неравенство (3) справедливо при ® =1. 

Замечание 1. С. Б. Стечкин (7) доказал, что если 


< 1 Е) < 
7“ < ©, 6 
у» 
то ряд Фурье функции /(5) абсолютно сходится для всех Е [0,2 *]. 

Сравнивая условия (1) и (6), мы видим, что условие (1) для безус- 
ловной сходимости почти всюду гораздо слабее условия (6) для абсо- 
лотной сходимости. Ясно, что из абсолютной сходимости ряда (2) на 
отрезке [0,2*] вытекает безусловная сходимость на всем (а не только 
почти всюду) отрезке [0,2*]. 

С другой стороны, из результатов работы С. Б. Стечкина (8) выте- 
кает, что существует функция 7 (2) Е 1ар- такая, что ряд (2) (а также 
и его сопряженный) не имеет ни одной точки абсолютной сходимости. 
И тем не менее, в силу следствия 1, ряд Фурье функции }(5) все-таки 
обязан сходиться почти всюду после любой перестановки его членов. 
Таким образом, исключительное множество меры нуль, на котором ряд 
(2) расходится после перестановки членов, вообще говоря, зависит от 
перестановки и, кроме того, любая точка 1, отрезка [0,2т] даже для 
«хороших» функций, вообше говоря, попадает в какое-то множество рас- 
ходимости, зависящее от перестановки. 

Следствие 2. Если модуль непрерывности функции }(х) удовлетво- 


ряет неравенству 
Ав 


© (5, /) < 


(=> 0), 
1 1 1-+-= (7) 
щ (= и ) 
то ряд Фурье функции } (5х) безусловно сходится почти всюду на [0,2 
В самом деле, из (7) вытекает, что 


у 


и - <<), 
: р 


з следовательно, справедливо неравенство (3), и поэтому ряд Фурье функ- 
ции 7 (2) безусловно сходится почти всюду на [0,2 *]. 
Замечание 2. Если бы мы требовали только, чтобы 


1 
эй О Зин» (8) 


| 


| 
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то, по теореме Дини — Линшица, мы могли бы заключить, что ряд Фурье 
(2) от функции ], (12) равномерно сходится на [0,2=. Ясно, что условие 
(7) сильнее условия (8) и, тем не менее, условие (7) влечет безуслов- 
ную сходимость почти всюду. 


Нам неизвестно, является ли условие (8) достаточным для безуслов- 
ной сходимости почти всюду. 


$ 2. О суммируемости 
В настоящем параграфе мы будем рассматривать тригонометрические 
ряды по переставленной тригонометрической системе, т. е. ряды вида 


5 У (ап; 08 п:% + 6, зв и,2), (9) 


$=1 


где п; — натуральные числа, причем и, Е и., при $1 = 5. 

В работе (?) доказывается следующее утверждение (принадлежащее 
А. Н. Колмогорову): 

существует функция 1(2) 6 [7 (0,2 =) такая, что члены ее ряда Фурье 


(2) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд (9) расходился 
почти всюду на [0,2*]. 


Несколько позже Марцинкевич (3) доказал, что 

существует функция }(2) Е ГГ (0,2=) такая, что члены ее ряда Фурье 
(2) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд (9) не имел ни 
одной подпоследовательности частных сумм, сходящейся на множестве по- 


> — 6 
ложительной меры. При этом 15 р к 


В этом параграфе мы будем, в некотором смысле, обобщать сформу- 
лированные утверждения. Предварительно введем 

Определение 2. Пусть Т =|Си, „| — матрица, определяющая ли- 
нейный регулярный метод суммирования Г. Будем называть 7Г-метод 
суммирования А-методом, если для каждого т = 0,1,2,... 


со 
У п|Сь, „| =Р(т) < <. (10) 
п—=0 

Очевидно, что все конечнострочные регулярные методы суммирования 
являются К-методами. 

Полагая Си, п = 2т (1 —#2т), где О<2<1 и 2-1 при т->оо, 
легко убедиться, что так введенный метод суммирования тоже является 
К-методом. Но это есть не что иное, как «дискретный» метод суммиро- 
вания Абеля, т. е. вместо непрерывного параметра х—1 — 0 взята по- 
следовательность хт-—>1 — 0. 

Докажем, что справедлива 


ТЕОРЕМА 3. Пусть 


(ак с0$ Ах -Е Би эщ Ах) (11) 


— тригонометрический ряд такой, что 
7 Е * 
И (12) 
* Условие (12) малоограничительно. Отметим, что если бы оно не выполвялось, 


то ряд (11) был бы автоматически почти всюду расходящимся. Более детально этот 
случай будет нами рассмотрен в следующей работе. 
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|: 


ув -|- | = 00 (Па (13) 


К 


1 


где последовательность {пь} обладает тем свойством, что уравнение 
п= и: + п; имеет не более А’ решений для всех п -Е 0 (Аз — постоянное 
число). Пусть, кроме того, Т =|Ст,.|— некоторый К-метод суммиро- 
вания. Тогда члены ряда (11) можно переставить так, что вновь полу- 
ченный ряд (9) не будет суммируем методом Т ни на каком множестве 
положительной меры, а также ни одна подпоследовательность частных 
сумм ряда (9) не будет сходящейся ни на ваком множестве положитель- 
ной меры. 

Доказательство. Мы убедимся в справедливости теоремы 3 при 
помощи индуктивного построения и комбинированного применения метода 
Зигмунда (введенного для изучения лакунарных рядов) и метода Мар- 
цинкевича. 

Так как метод Т регулярен, то мы можем предположить, что ни одна 
строка матрицы |Ст,„| не состоит из одних нулей. С другой стороны, 
для нашей матрицы справедливо неравенство (10) и потому существует 
последовательность `\/„-—> со при т-> со такая, что 


< : 1 
Е Ра, (14) 
т - 
Пусть ТГ: = | С° „|— матрица, определяющая линейный метод сумми- 


(1) 
рования, причем Сш,= Сп, приО<п<жти С „=0 при п > м: 
Ясно, что метод Т, является конечнострочным. 
Так как Т, — регулярный метод, то 


По Саеть д а (15) 
Ут 
Ш Уи, =1, (16) 
п=0 
Ут 
У СЯ „|< 4 для всех т =0,1,.... (17) 
П—1 


Для удобства вычислений предположим, что а, =0 для всех п. Из 
дальнейшего будет видно, что это предположение не ограничивает общно- 
сти теоремы. Тогда условия (11) — (13) примут вид: 


№ р: яп Ах фк. 
Е=1 


— тригонометрический ряд такой, что 


[6% |< 1 ов (12’) 


ре (п<п.<...), (13) 
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где последовательность {п»} удовлетворяет требованию, высказанному 
в теореме 3. 

Определим рекуррентным образом последовательность натуральных 
чисел {Р.. }, {р}, {т} (&«=1,2,...) следующим образом: сначала нахо- 
дим р: так, что 


- (18) 
= 
Такое р, существует в силу (13’). Пусть 
Вт, к = Ст, к Е Ст, ка +: + Ст, чи: (19) 
В силу (15) и (16), мы можем найти такое та, что 
В, А ино р (20) 
и 
ео рутЫ (21) 
После этого полагаем 
о (22) 
Пусть построены числа 
в ео д. (23) 
а Тат (24) 
так, что [см. (18), (20) — (22)] 
р’ 
> о. (25) 
= 
Вии > Ар при Ор, +, (26) 
тир. +4 (27) 
и 
Ра = и (28) 
Определим р,.,>р, так, что [см. (23), (25) 
1 
> > (&--1)°. (29) 
Такое р,,, существует в силу (13’). В силу же (15) и (16), можно найти 
такое ть > То, что [см. — (26), (27)] 
Вары и Оки ++ = 60 
и 
ня а яя (х т №). (31) 
После этого положим [см. (28)] 
Ре == Ут * (32) 


Таким образом, последовательность {р}, {р.}, {т.} определяется пол- 
ностью по индукции. 


520 П. Л. УЛЬЯНОВ 


о а пене 


/ 
Теперь мы можем определить перестановки членов ряда (43 охак; 
чтобы вновь полученный ряд 


У В, эт Ах (33) 


8=0 


не суммировался методом Т, ни на каком множестве положительной меры. 
Пусть {у} — возрастающая последовательность, состоящая из всех 
натуральных чисел, отличных от членов последовательности {7}. Положим 


К = Пу, № = Па, И Ария Ир. —1, 
Ар, = Пр. 1, Кр, — Пр, 2, Е Кр = Пр, › Кр — 2 
(34) 
ра = Пр 1-1 ми: Ари —1 = Про ра р У 
Покажем, что последовательность (34) является искомой. Пусть 
т 
Зо (2) = 0, ма ы Вх, зщ т, 
8=1 
(35) 
Ут Ут 
т 
и (2) НЕЕ № ры: о (1) —- р ба р (2). 
1-0 п=0 
Ясно, что [см. (19)] 
Ут 
(5) = № т А; 5 Ви, (36) 
$=1 
Допустим, что на множестве ЕЁ положительной меры 
— © < Ши (5) =“ (2) < при хЕЕ. (37) 


т-—со 


Тогда, в силу теоремы Егорова и непрерывности функций а. (т), мы 
можем найти множество Ё, с Ё (тЕ, > 0) и число А, такие, что 


19% (2) |< 4, в 
давке теб 


Так как уравнение п = и; Е п; имеет не более чем А. решений, 
то можно найти такое Ау, чтобы 


1 
2 зил п:х зш пл ах | Е, (39) 
> К, 
5 


и, кроме того, чтобы 


) 511? и; 4х > = тЁ} при # >. рь.. (40) 


Е» 
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Но # — фиксированное число и поэтому из (12’) и (17) вытекает, что 


Ре —1 
Е С) (41) 
8—1 
при 26 [0,2=|, Ж=0,1,2,.... 
Объединяя (38) и (41), получаем: 
Ре Е№Ь—1 
ет (1) === № ак, $11 А.В, $ < Ат (Ко) (42) 
$=1 
при 6 Ё., т —0,1,2,..; Полагая в (42) т = т., находим [ем. (36)]: 
Ут, ы 
В | о быт ЮхВт в | Ч = 
Е, $=Ри, № 
Ут Са | Ся 
—\ | У сзрлавии, + У В мамаВь и, | 9, = (4) 
Е, Ф=рьм = 


где С„— число функций зту;х, попавших в функции {т ^А.л} при 


<< и... 
Так как ут, = р» [©м. (28), (32)], то, в силу (34), 
Со 
Заметим еще, что 
зы, <Е-Ёо. 
Из (43) получаем: 
Ут Са 


о и — \ | у В; ПВ | 4х — 


Е: = 1 


Ут Са Ге 


—2\| У Балаев, | Х За мруяВиииь, |4 = 1. — 21. 


Ез | 1=Рь, 1 1=о 


(44) 


(45) 


(46) 


Оценим /! и /›. Применяя неравенство Шварца и используя (39), (40), 


находим: 
С ва Со 
2 2 . 
= о тит \ $112 1; Х 42— 
= Рь 1 Е, 


О ея Со 
быв Втол, Вт, 5», т ид зш пр ах > 
а 


> 1 
=) 
Ут, == Со 
1 «| 2 2 
>. 4 тЕт > "Вто, п; га = 


=Рк, +1 
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Уть в Со ИЕ с “ . Ут == Сы 
: : 2 1 , 2р:. 
- №: Вто, _ \ 91 7:5 91 прах | 2зтЕ, р Вт т, 
р, 1 ВР Е! =Рк 1 
=) 
ф. ©. 
Ут„ — Са 
1 2 2 — 
Н > 8 тЕт м би, Вт», т; . (47) 
= РЕН 1 


Оценим интеграл /›. Ив (17), (19), (12’) и (44) вытекает: 
За. 
|| <= \ | У вы за няВии,, |4. 
Е: Ру 1 
Поэтому, применяя к последнему интегралу неравенство Шварца, полу- 


чаем: 
Ут» — Са 1 


|1] < «ль 2] \ к. би; т ПаВи,и | @ < 
Е, 1= ру 1 


эп Ут» - Са 1 Ут, — Са т 
2 


< «5/2 \ | № ри „5 п | Ча} «идя ю о. Вт», т: | ь 


о 1=Р =Рк, |1 


Объединяя (46), (47) и (48), находим: 


И = Си у вт = С. 1 
Ат Е.> | У быВьь, | зтЕ] У БВ, || —4вАы. (49) 
$ - РЕ 1 В ре 
Но, в силу (28), (31) и (44), 
Ут„ — Са = Ра —С«>р.+*«—С.>р., (50) 


а так как справедливы неравенства (45), то при {< р, получаем [см. 
(26), (30)]: 
1 


Вт. > 1 У ра’ (51) 


ибо т, р, + х. 

Объединяя (49), (50), (51) и (25), (29), находим: 
2 1 я : 
2 р 
Ант Е, > {(1 — ,.) (= м Виа, } : 


$=1 


РК — 
1 1 С 
дат Е] (1 =) (= г» т] | — 4*Аза\ , 


1=1 
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а так как 
РК, 
2 2 
| № Вт т 


1=1 


< Ал (Ко) й 


то при © достаточно большом получаем: 


1 1 


И 1 Е 2 


Ясно, что правая часть неравенства (52) стремится к бесконечности при 
«—> со, в то время как левая часть — конечное постоянное число. Мы 
получили противоречие. Стало быть, соотношение (38), а потому и (37), 
не имеет места. 

Итак, ряд (33) не суммируем методом Т\. 

Покажем, что ни одна подпоследовательность частных сумм ряда (33) 
не может сходиться на множестве положительной меры. Допустим про- 
тивное, т. е. что 

| # 
баз (®) = ь т А: 


8=1 


сходится на множестве Е, с тЁ.>0. Тогда можно найти множество 
Ез(тЕз >0) и число А: такие, что 


| баз (2) | < Аз (53) 


для всех хЕЁ., В =1, 2, .... Ясно, что числа 4в расположены между 
какими-то числами ра--@®, Ра: | («| 1). Точнее, для всякого дв най- 
дется х такое, что 


Ро Ни < 4в< ра: +“ 1). 


Очевидно, что если 9, -—> >, то «—> со. Выберем теперь А так, чтобы 
выполнялись неравенства (39) и (40), где вместо Ё,‚ берется ЁЕ.. 
Отметим, что 9, —* > р». >р, . Поэтому, проводя для бар (2) только 


9то сделанные рассуждения, мы получим: 


Вх 1 2’ 1 
и | вт В. | я 55. | —4па — 
т=рк +1 = 1 
Е Ри ЦЕ 
> | р 54. | ат Ез [а —> 55 | — 4 тд (54) 
1=1 1=1 


для бесконечно многих о. 
Ясно, что неравенство (54) противоречиво. Следовательно, ряд (33) 
не имеет ви одной подпоследовательности, сходящейся на множестве 


полсжительной меры. 
Теорема 3 будет полностью доказана, если мы покажем, что ряд 


{33) не суммируем методом 7. 
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Очевидно, что [см. (14)—(17}] 
Т = | Сил || = 7, + Т, = || С» || ПЕ» 


где 1 =Ст» при п > ти с п =0 при п< и. 
Так как [см. (35) ] 


ее ву п 5(2) РЕ 


п=о 
= УС „5, (2) + УС® „5, (а) = (а) =), 
п=о п=о 


(2) 
то утверждение будет доказано, если мы покажем, что “в (5)  равно- 


мерно стремится к нулю при т —> о. 
Очевидно, что из (12’) и (14) вытекает: 


п 


» [5 - 1 
|“ (2) | = р | Убзшй, = | |< р п | Ст, "| 5 5т, 


5=1 п=Ут +1 


т. е. “® (2) равномерно на [0,2*] стремится к нулю, что и требовалось 
доказать. 

Замечание 3. 41°. Согласно теореме Банаха [см. (12), стр. 215], 
среди рядов (11), удовлетворяющих требованиям теоремы 3, имеются 
ряды Фурье. 

25. Более того, опираясь на результаты Юнга [см. (12), стр. 112], 
легко убедиться, что ряд 


1 
Ху со 5 


сходится для всех 4, кроме х==0 (то4 2=), и является рядом Фурье 
некоторой функции ] (5). Это вытекает из того, что последовательность 


выпукла. 


1 
т п 


Если положить п; = 21, то для ряда (55) 


мы 


1=3 1= 3 


т. е. для ряда Фурье (55) выполнены все условия теоремы 3. Следова- 
тельно, хотя ряд (55) почти всюду сходится, тем не менее его члены 
можно переставить так, чтобы он не суммировался методом Абеля ни 
на одном множестве положительной меры и при этом любая подпоследо- 
вательность частных сумм переставленного ряда также будет почти 
всюду расходиться. 

3°. Если использовать результат Марцинкевича, то можно построить 
ряды Фурье (удовлетворяющие условию теоремы 3) от функций 


1 (2) © 17(0,2=), где 1<р<%. 
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В самом деле, Марцинкевич показал, что существует последователь- 


ность И; < 414? такая, что уравнение и = и; п; (п + 0) имеет не бо- 
лее одного решения. Поэтому ряды 


от 1 


со 
Хе ‘вии, Уп “6003 пд (56) 
П=1 Т=1 

удовлетворяют условиям теоремы 3 и, следовательно, для них справед- 

ливо заключение теоремы 3. Но оба ряда (56) являются рядами Фурье 

от функций из Г” (0,2), где р — любое, меньшее Е. [см. 42), стр. 119]. 

Заметим, что первый ряд (56) сходится всюду, а второй — всюду, 
кроме точек х==0 (то4 2м). 

49. Легко убедится, что ряд 

со 
п зп их 
ОИ 
методом Абеля суммируем всюду к нулю. 

Далее, нетрудно заметить, что если в теореме 3 мы возьмем и; из 
пункта 3°, то для «дискретного» метода суммирования Абеля рассуж- 
дения в теореме 3 сохранятся (за небольшим изменением). Поэтому 
члены написанного вышеряда можно переставить так, что он не будет 
суммироваться методом Абеля ни на одном множестве положительной 
меры (хотя до перестановки он суммировался всюду к нулю). 

Замечание 4. Известна следующая [см. (“)] 

ТЕОРЕМА ОРЛИЧА. Существует на отрезке [а, 6] такая ортонорми- 
рованная система функций $; (х),что, каков бы ни был конечнострочный 
регулярный метод суммирования Т, найдется функция р (1), интегри- 
руемая в любой степени 1<р<2, ряд Фурье которой не суммируем 
методом Т почти всюду на [а, 6]. 

Функция / (5), вообще говоря, зависит от метода Т. 

Таким образом, частный случай теоремы 3 (см. замечание 3, п. 39) 
показывает, что в теореме Орлича за систему функций $; (2) можно брать 
переставленную тригонометрическую систему и утверждать даже боль- 
шее, т. е. почти всюду несуммируемость методом К и почти всюду рас- 
ходимость всех подпоследовательностей. Правда, функция /] (2) в заме- 


6 
чании 3° принадлежит лишь классу Г/М, где 1<9<5, тогда как в тео- 


реме Орлича 1, (2) < [^, где 1 <р<2. | 

Если же не добиваться расходимости всех подпоследовательностей, 
то можно найти функцию / (2) Е Г? (0,2=) для всех 1 < р<2 и удов- 
летворяющую указанным выше требованиям (даже для любых методов 
суммирования Тёплица). Этот вопрос мы предполагаем изложить в сле- 
дующей работе. 

Используя теорему 3, легко показать, что справедлива 

ТЕОРЕМА 4. Пусть з — любое положительное число, меньшее п. Тогда 
можно построить функцию }(1) 6 Ё (0,2), имеющую непрерывную про- 
изводную любого порядка на интервале (0,2т) и такую, что 71 (2) =0 при 
де [е, 2=—:]. При этом если Т — некоторый К-метод суммирования, 
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то члены ряда Фурье функции }(1) можно переставить так, что вновь 
полученный ряд не будет суммируем методом Т ни на каком множестве 
Е положительной меры, а также ни одна его бесконечная подпоследова- 
тельность частных сумм не будет сходиться ни на каком множестве 
положительной меры. 

Доказательство. Очевидно, что теорема 4 будет доказана, если мы 
построим функцию / (2) 6 2. (0,2=), удовлетворяющую требованиям теоре- 
мы 4, ряд Фурье которой будет удовлетворять требованиям теоремы 3. 

Нетрудно показать, что последовательность 


и 1 2)... -Е В 
о аа 0) 


монотонно убывает и 


С*= Ав п* - Ави” т + О(п®”*), (57) 


где постоянные А; и Ав зависят от “. Ясно, что 
Й со 
— 9х т 2 
ираея = 2.” (< и 68=1) (58) 
®=0 


где ряд в правой части (58) сходится при |2! < 1 и представляет ана- 
литическую функцию от 2. Кроме того, если 2=е* и = 0 (тоа 2п), 
то, в силу (57), ряд (58) также сходится в этих точках, причем сумма 
ряда якляется аналитической функцией относительно х на интервале 
0<5<2* (2 =1). Отделяя мнимую часть, получим: 


Г {(1 — е*)-=—1} = У, С этих. (59) 
п=1 


Полагая в (59) «= — к находим: 


со 1 
Я (1) = ИЕ 8 ятих, 


п=1 


где ЁР(5) — аналитическая функция на (0,2=). 


Пусть 
В и 
Поет, 
Кх) = 0. при = <х<х, 
—е- при — = < 2<0, 


(х- 2") =/(х) при всех т. 


Покажем, что ] (7) является искомой функцией. 
В силу теоремы Меньшова [см. @), стр. 172], тригонометрический 
ряд (11) безусловно сходится (тем более суммируется) почти всюду на 


р 
[0,2=], если его коэффициенты аи, 6, имеют порядок о(-,) Поэтому нам 
= ь 
достаточно показать [см. замечание 3(3°)], что справедливо равенство: 


д = [0] (---) (А > 0), | (60) 


пб 


где 4» — коэффициенты Фурье функции ] (2). 
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Очевидно, что в силу (57) 


сы Я со 
27 (2) шх= 6, °С. 8 созж- У с05 Их, (61) 
п=8 
где 
А 1 
оО ь 
ь а ИЕ ^^ 
А 6 я 6 ) 


Но из (62) и (61) вытекает, что функция 2А (2) зшх абсолютно непре- 
рывна на [0,2=]. Следовательно, функция 2Ё (2) также абсолютно непре- 


рывна на |0, . Поэтому функция 
Ф (2) = 71 (2) —Е (2) =Р(2) [Авз + О (7) 


п 
абсолютно непрерывна на [0,->=. Стало быть, Ф(5) имеет ограниченное из- 


менение на [0,2*] и поэтому коэффициенты Фурье функции /(х) удовле- 
творяют соотношению (60). Теорема 4 доказана. 

Замечание 5. Из доказательства видно, что построенная функция 
/(2), удовлетворяющая условиям теоремы 4, принадлежит не только 


Г, (0,2*), но и всем Г (0,2*) для Е 


Из теоремы 4 вытекает ряд следствий. 

Следствие 3 (о принципе локализации Римана). Пусть {созй.х, 
зш А.2} — переставленная тригонометрическая система. Если функция 
1 (2) Е Г (0,2*) и 1(1) =0 при хЕ[а, В] с (0,2*), то мы не можем утвер- 
ждать, что ряд Фурье функции ](5) по переставленной тригонометри- 
ческой системе 


== Е в (ак. 608 5х -- бк, Эт К.) (63) 


$=1 


почти всюду на [а, 6] суммируется (тем более сходится) заданным 
методом К. 

Более того, теорема 4 показывает, что ряд (63) может оказаться 
почти всюду не суммируемым, например, методом Абеля. Тем более это 
имеет место для всех чезаровских средних. 

Отметим, что если мы будем требовать, чтобы / (2) 6 // (0,2) при 
И = = то опять ничего положительного утверждать нельзя (ем. еще 
замечание 4). 

Следствие 4 (о сходимости в среднем и по мере). Если ] (х) 6 Г (0,2) 
и ряд (63) — ее ряд Фурье по переставленной тригономет рической системе, 
то мы не можем утверждать, что ряд (63) сходится в среднем ГЛ на 
некотором множестве Е положительной меры для какого-то 4 > 0. 

То же самое имеет место и для сходимости по мере. 

Отметим, что функция / (2) может обращаться в нуль на [а, 6] < (0:2). 

Следствие 4 вытекает из теоремы 4 и из того, что из всякой после- 
довательности, сходящейся по мере на Ё, можно выделить подпоеледо- 
вательность, сходящуюся почти всюду на Ё. 
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Следствие 5 (о безусловной суммируемости). Если 1 (2) 6 Г. (0,2 п) 
и обладает сколь угодно хорошими свойствами на отрезке [а, Ы с (0,2к), 
то мы все-таки не можем заключить, что ряд Фурье функции ] (7) после 
любой перестановки почти всюду на [а, 6] суммируется методом К (в ча- 
стности методом Абеля). 

Это непосредственно следует из теоремы 4. 

Отметим, что для функций, аналитических внутри единичного круга, 
справедлива 

ТЕОРЕМА 5. Пусть з > 0. Тогда в единичном круге можно построить 
аналитическую функцию 

со р а 
(2) = УС, Е Нр \Р — любое из (о, )), (64) 


У=0 


“| <> 


являющуюся аналитической и на дуге 
рыл, < < 2 — 


причем Ве] (2) |. =0, такую, что для любого К-метода суммирования 
члены ряда (64) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд 


О Се" (64’) 
$=1 


на единичной окружности не суммировался почти всюду К-методом и 
чтобы ни одна его подпоследовательность частных сумм не сходилась по 
мере (а стало быть, и в среднем 11 (а4>0)) ни на одном множестве 
положительной меры. То же самое можно утверждать и про действи- 
тельную и мнимую части ряда (64’). 

Это непосредственно вытекает из метода доказательств теорем 3 и 4. 


$ 3. О системе функций {0$ 7, %, зт т, ж} 


ТЕОРЕМА 6. Существует фиксированная переставленная тригономет- 
рическая система {созтух, зт тут}, обладающая свойствами: 

1) Найдется функция }(5) 617 (0,2*) для всех 1 <р«2, имеющая 
непрерывную производную любого порядка на (0,2*), такая, что }(т) = 0 
при 26[1,2* —1] и что ряд Фурье 


1 (2) > -и- -- о (ат, с08 тух -- би, Эа ть) 


\=1 


почти всюду неограниченно расходится на [0,2=] и не сходится в метрике 
Г на [0,2*]. Кроме того, ряд Фурье 


со 


71(%) — № (ат, т т.2 — ат, с08 тут) 
| 


* Через /(2) мы обозначаем сопряженную к / (2) функцию: 


п =—>0 


(#01 @—9 


= 28 


АЕ. 
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также почти всюду неограниченно расходится на [0,2=] и не сходится 
в метрике Г. на [0,2%]. 

2) Найдется непрерывная функция $(т), ряд Фурье которой по си- 
стеме {05 тух, т туд} не сходится в метрике [7 на [0,2«] для любого 
р>2. При этом функция $ (2) также непрерывна. и се ряд Фурье также 
не сходится в метрике [Г при р>2. 

Доказательство. Будем строить функции ] (2) и $(5) четными и 
поэтому в рассмотрении будет участвовать система функций {с03их} и 


ее сопряженная {зш и}. Доказательство разобъем на шесть пунктов. 
1°. Положим 


о 5" при 0<2<1, 
х 
@ =} 0 при ох 
о. при —п<2<0, 
(1(2 -- 2=) = 7 (2) при всех х 
и 
605 ПХ | 65 
в Зи» Уп п? п (65) 


Очевидно, что функция / (2) имеет непрерывные производные любого по- 
рядка на (0,2«), обращается в нуль на [1,2 —1] и принадлежит 
ГЛ (0,2=) при всех 1 <р<2. Кроме того, /(2) 6 [2 (0,2). 

Так как ряд (65) является рядом Фурье функции Ф (2), то мы можем 
заключить, что 


[> ®] (> ®] 1 

о Е 66 
Хей" = Ули <>, (66) 
п=2 П—2 


где с„— коэффициенты Фурье функции Ф (2), т. е. 


2® 
= \ Ф (2) созих 42 (п>2), (67) 


0 


С другой стороны, так как с» = — выпуклая последователь- 


1 
Ул ш?п 


ность и пс, <(й-|1) си. при п> ть, то [см. (17), стр. 117 


Ф (2) — при д-—-0. (68} 


1 
Ре 
х 


Следовательно [см. (68)], функция Ф (2) 6 11 {(0,2*) для любого 4 > 2, 
а потому и функция 
Ф (2) 611 (0,2*) при любом 4>2. (69) 


Для дальнейшего нам понадобится следующий элементарный 
факт: 
Если некоторый ряд 


Г -- УЧ» со; р,х -Н 1, т р,т (р, — целые и р,, -Е Рь, при №, == А, 


&=1 (0) 
6* 
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ААА ЕЕ 


сходится в метрике 1 на [0,2] при р>1 к функции $(2), то $ф(2)Е 
Е [Л (0,2=) и ряд (70) является рядом Фурье функции ф(х) по системе 
{с08 р,2, 9 р,7}. 
В самом деле, если ряд (70) сходится в метрике //^, то (2) 6 [7 (0,2). 

Пусть, далее, 5, (2) — частные суммы ряда (70). Очевидно, что при п >. № 

2п 2" 

р, = -. \5» (2) с08 Рк, 22 == — \9 6) созр,, 4х — 
0 


0 
2" 2п 


+ 15, @) — Усов р, 24а = | @) совр, тат, (1) 
м 0 
ибо 


р) 2" 


|= 15» (#2) — ф@) совр, 24| < \ (2) — 5» (2) |4=—0 при п-—> со. 


0 0 


Следовательно, 
м 
— —- С Чт. 
Ру, и \$(@) 08Р;, 2 


0 


а 


Аналогично доказывается, что и 1, — коэффициент Фурье, что и требо- 
валось доказать. 

3°. Обозначим через {ф ({)} систему функций Радемахера. Так как 
1 (2) Е 17 (0,2*), а функция Ф (2) удовлетворяет условию (66), то, в силу 


теорем Пэли и Зигмунда [см. (12), стр. 127—131], для почти всех 
и Е[0, 1] ряд 


= -е Ха с05 Их ф, (в), (72) 
п=1 
где 


2п 
ал == — \ (а) созпх ах, 
0 


не является рядом Фурье и почти всюду на 0 <<)?" неограниченно 
расходится. 


Ряд же 
со 1 [> 
> [ < т 
2 Уз 6032$, (#0) = Ус, (20) с0$ их (73) 
по П—1 


для почти всех 16 [0,1] является рядом Фурье от некоторой непрерыв- 
ной функции. 


То же самое мы можем сказать про ряд 


р ал 51 их фи (В) (72’) 
т=1 

и про ряд 
р софа (10) 9 их. (73°) 


п=1 
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Следовательно, мы можем найти такое иррациональное &, для кото- 
рого ряды (73) и (73’) являются рядами Фурье от непрерывных функ- 
ций ф(2) и $(7), ряды (72) и (72’) не являются вообще рядами Фурье 
и, кроме того, ряды (72) и (72”) почти всюду на [0,2] неограниченно 
расходятся. 

Пусть и; — множество тех целых и, для которых ф„ (В) = -1, и 
К; — множество тех и, для которых ф„(&)= —1 Тогда каждый из ря- 
дов (72), (72’), (73) и (73’) распадается на два: 


со со 
а 
—- + хх аи; сот, — о ак; 08 №5, (74) 
1=1 1—1 
[> ®) (>>) 
Ха Эх, тег а, пи, (74’) 
1—1 1=1 
со со 
о С с08 д,  — У Ск; 608 №: (75) 
1=1 1 
и 
со со 
о Си; ВТ, и й ск; т 4х. (75°) 


1=1 $=1 


Так как ряд (65) не является рядом Фурье из //^ ни для какого 4>2 
[см. (68), (69)], то по крайней мере один из рядов (75) также не является 
рядом Фурье из //Л ни для какого 94 >2. Допустим для определенности, 
что это будет первый ряд в (75). Тогда, в силу теоремы М. Рисса, пер- 
вый ряд в (75'’) также не является рядом Фурье из Г/Л при а >2. 

С другой стороны, так как ряд (72) ((72’)) не является рядом Фурье, 
а /(2) 6 Г. (0,2*) (7 (2) 6 Г. (0,2т)), то первый ряд в (74) ((74')) ваведомо не 
является рядом Фурье. 

Пусть, далее, ЕЁ, — множество всех тех точек интервала (0,2п), где 
ряд (72) неограниченно расходится. В силу выбора & имеем: 


тЕ — 2. 


Обозначим через А, множество тех точек (0,2), где первый ряд 
в (74) неограниченно расходится, а В, = Ё, — А,. Ясно, что на множе- 
стве В, неограниченно расходится второй ряд в (74) и что 


тА,-- тВ, = тЁ, = 2, А,.В, =0. 


Обозначив через Е. множество всех тех точек интервала (0,2к), где 
ряд (72’) неограниченно расходится, мы также получим, что 


тА> = тВ»о Ее тЕ5 — 2, А РВы == 0, 


где А, — множество точек неограниченной расходимости первого ряда 
В (74), а В. = Е, —А.. 

Предположим, что тАтВ.тАтВ. >0. В противном случае, т. е. 
если хоть одно из множеств А,, В:, А‚, Б. имеет меру нуль, доказа- 
тельство будет проходить еще проще. 


534 ПЛ: УЛЬЯНОВ 


4. Так как первый ряд в (74) ((74')) неограниченно расходится на 


А, (А5), то для любого г, >0, целого М, 20 и 0, >0 можно найти та- | 


: (1 ЕЕ (2) 
кое совершенное множество ро с А, (р СА.) с тр >тА, — в, (тр: > 


и 1 (2). 
`>т А, — в), что для каждого хо 6 ре (2 6 р®) 


Та— (хо) 
| У 9, 008 п |> 2; (1 (20) > М) (76) 
=М, +1 
и 
М; (хо) 
а ат; ЗП По | > р. (М, (%) > М). (76’) 
= М1 


Но функции с05И;х, ши: непрерывны и поэтому из (76) ((76’)) вы- 
текает, что существует интервал (5 — Чл,» о + Мл.) ((29 —х.,, Жо + &.)), 
для которого 
_ Та (№) 
У а. с05 т |> р; при 26(% — 1х, 2о + 1») 
5-м 


М, (хо) 
ъу аи; ЭТ И: | >р, при 26(2 — Е, 0-Е»). 
М1 
>. > 
Следовательно, совершенное множество ро (р. ’) покрыто системой интер- 
т 1 
валов и, стало быть, по лемме Гейне — Бореля, можно найти конечную 
систему интервалов (2 — У х,, Хо + 7х.) ((% — &х., Хо + &»,)), которая покры- 
(1) г (2) . .. ЗЕ : 
вает множество р: (р..). Поэтому найдется такое число Г, (®., №,, 1), 
для которого 
ТА (хо) 
У ан, соз то > р, (77) 
2-м 
(1) 1 2 
где Фо [5 в й тв. (2%) < Гл (=1, М, 2), и 
Му) 
У чит п [> р (77’) 
т=М,--1 


где 26рФ, М! (т) < Г, (в, М,, О). 


Аналогично, для любых в, >0, №, > 0, 0.>0 можно найти совер- 
шенное множество Те В, (< с Вто тб > тВ; — в, (т@® > 
>тВ, —е,) и число Г,.(е», М,, р,) такие, что 

1.1 (хо) 
з ак; С03 о |>р,, (78) 
Ч=М 
где же), Г3(20) < Г» (е», М, 0,), и 
М1 (хо) 
У аызш Ая, |>Ь,, (78') 
м1 


где 6%, М} (хо) < Г» (в», М», В). 
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Первый ряд в (74) ((74/)) не является рядом Фурье и потому (см. 2°) он 
не сходится на [0,2*] в метрике Г, т. е. существует число 8>0 и по- 
следовательности 


Е < г: па) = п = Хо —_ к < п) — п® < - < — а (79) 
К т те то... (79') 


такие, что 
п() 


р. 15 
\ У аз: 603 | 4® >08 (7=1,2,...), | (80) 
9 п) 

1 
жж т@®) 
\ | У ап; ЭТ пл] 42 > 8 (= Руа (80°) 
о т 


5°. Так как первый ряд в (75) ((75’)) не сходится на [0,2] в мет- 
рике Г/Л для всякого 4 >2, то, положив 


1 
ь-2+- (&=1,2,...) 


мы можем для каждого 4; найти такое зе, >0 и такую последователь- 
ность 


а (81) 
чтобы 
в) эп в) а 
| . НН, ВР у с, сз | ‘4 Ре. р 
1=а(8 0 &-а(#) 
(82) 
и чтобы (в силу теоремы М. Рисса) 
842) 
| И та | в (82’) 


Не ограничивая общности, мы можем предположить зе. монотонно стре- 
мящимся к нулю. 
Построим последовательность 


об <... ко... (83) 
следующим образом. Пусть 
р в’, = в), Е >, 6. = = . >65, 8; >в у 
Иов, = 88, = о. = га 
у = а >в, би 
т. е. для каждого фиксированного 5$, бесконечно много пар (х; х*) ‚ В") 
(81) совпадает с какими-то парами (у;, 8;) из (83). А так как пормы 
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в [Л не убывают с возрастанием 4, то это значит, что, каково бы ни 
было число 4>2, можно найти такое 4..<2 и такие пары (ур, бр, ) 
(&=1,2,...), что [см. (82), (82')] 


бр 
| у с, совтих | 2, (&=1,2,...), (84) 
и: 
бр 
| У Ст т и | 2 =в, (Е 9, даа ь (84) 
тр, 


6°. Теперь мы сможем рекуррентным образом определить числа {ть} 
и показать, что функции ]}(2) и Ф(2) являются искомыми. 
Пусть в =е, (см. 4° и 5°), М, =0, О, =1. Тогда, в силу (77), (77°), 
мы можем найти множества рфСсА с тр тА—в, раСА. с 
= 21 1 
тр® >> тА» — в и число хх > (а, 0, 1) такие, что 


11 (хо) 
| ку К при 2 6 рр и [4 (20) < 
1=1 
и 
М} (хо) 
| р ал; эш из | > 1 при 26 ре и М1 (2) <=. 
+=1 


Кроме того, *, выбрано так, что отрезок [1, *,] содержит по крайней 
мере один отрезок [#), &®)] [ем. (79), (79°) (80), (80’)] и что для некото- 
рого р; [см. (83)] 
бр, А = УР, (85) 
Положим 
ту зе. при 1. (86) 


Вовьмем = =а:, №. =0, О, =1. Тогда, в силу (78), (78’) мы можем 
найти множества С? <: В, с тб® >> тВ, — =, С® с: В. с тс > тВ.— в 
: 5 В 

и число т; = [о (®1, 0, 1) такие, для которых 


ТА (хо) 
| У чи с0з Като > 1 при 2% ЕС и [4 (2) <а (87) 
М 
и 
М? (2) 
| У ак, т Аао | > 1 при 2 ес”) и М: (5%) < к (87’) 
+1 


Положим [см. (86)] 


т =А ши 1<у< я, (88) 
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Возьмем в =е., М =, О, =2. Тогда, в силу (77), (77’), мы можем 
найти множества 


ао тра) > тА, — е,, (89). 
Р® с А, с тр > тА, — в, (89’) 
и число т >> Г. (®5, п, 2) > т, такие, что 
1 (хо) 
| >» ал; совтижь | >> 2 при р и [1 (20) <= (90) 
ф=т.-1 
и 
М1 (хе) 
У а зщ пт `>2 при %6р® и М! (2) <. (90) 
ф=1.--1 


Кроме того, *. выбрано так, что отрезок [ч, + 1, *.] содержит по край- 
ней мере один отрезок [А®, &®] [см. (79), (79’), (80), (80’)] и для неко- 
торого р, > р, (ем. (85)) 


бр << Ур, * (91). 
Полагаем теперь 
т, 1=и» при ла +1 <у<т.. (92). 
1 


Далее, опять берем в, =, М, =^, О, =2 и, в силу (18), (78), нахо- 
дим множества С® с В, с тб® >> тВ, —е,, С®с В, с тб®>тВ,— в 
и число < = Г» (в, м, 2) > ч такие, что 


11 (ха) 
| У ак; 60$ АХО | >22 при, 66 и Иа (93). 
ат 
и 
МУ (хо) 
| ХУ ак, эт | >2 при рес” и Ми, (93’)- 
ты 


После этого кладем 
т,--, = при м +1 <<. (94) 

Далее, берем в. =, №, =^,, 0, =3 и проводим построение с помощью- 
формул (77), (77), (79), (79), (80), (80), (83) ит. д. 

Легко сообразить, что таким образом мы по индукции можем опре- 
делить т, для всех у [см. (86), (88), (92), (94)]. г 

Очевидно, что тогда ряды Фурье функций /(2) и ](5) по системе 
{с0о5 т»х, эт т,х} будут иметь вид: 


} БОИ Ат та т 
-5 -- р» ( о в; 608 ад -- У аъ, с0$ №) Сие 705) 
К=0 ф-т, ты 
со Еф 1 
р. ( У а шшя- > @к; 1 в), (95’) 
к=0 


т, а 
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где внутренние суммы следует расписать, придерживаясь следующего 
правила: сначала расписывается сумма 
Тк-а 
м аи; 608 4. 
фт, 


в порядке возрастания индексов т. а потом уже расписывается сумма 


1 
Ту--1 
> аи; 03. 
п 
Аналогично для ряда (95’). 2 
Ряды же Фурье функций ©(2) и $(2) по системе {с05 тух, эт тут} 
примут вид: 


со ТЕ т +1 \ 
ыы ( У с». сот — У Ск; 608 ах (96) 
и 
+ 1 
со, "К А-а ) 
ы ( '% сп; Этих — > Ск; Зт Каз}, (96°) 


&=0 {=т, +1 аа 
где внутренние суммы следует расписать по тому же правилу. 
Что касается ряда (96), то, в силу выбора “1, “.,... [см. (85), (91)], 


-мы можем заключить, что любая сумма 


8р 
У, с; Совщх _(р=1,а,...) 


=Ур 
‘находится целиком (и в «правильном» порядке) в одном из кусков 


К-+а 


# Ст; 605 72 
+=, 


‚расписанного ряда (96). Следовательно, в силу (84), мы можем заклю- 
чить, что у непрерывной функции $(2) ряд Фурье по системе соз тух, 
т. е. расписанный ряд (96), не сходится на [0,2*] по метрике Г ни для 
какого 9(>2. 

Аналогичные рассуждения показывают, что и ряд (96’) не сходится 
-в метрике ГЛ ни для какого 9>2. При этом, конечно, нужно будет 
`опираться на неравенство (84") вместо (84). 


С другой стороны, в силу построения т, <.,..., мы можем заклю- 
чить, что | 
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находится целиком внутри «куска» 


т 
$1 


№ т, 605 п.х 
г. 


расписанного ряда (95). Поэтому, на основании (79), (80), ряд Фурье 
функции /(5) по системе {с0$ т,х} не сходится на [0,2 =] по метрике /.. 
Основываясь на неравенствах (79’), (80’), мы можем при помощи 
аналогичных рассуждений убедиться в том, что ряд Фурье (95') от функ- 
ции / (7) не сходится на [0,2] по метрике Г. 
Обозначим 
А = Пт И И Я 
Зе р 


=} 
Е + © К - © Е -© 


Ясно, что [см. (89), (89')] 


Аб ее РТ тА А А) и т — 72.., В Е тв = тВ 


15 


В’ с Ву т тВФ = тВ, тА-- тВ.= Эт, тАЙ -- тВ® = 0. 


Поэтому теорема 6 будет полностью доказана, если мы покажем, что 
расписанный ряд (95) ((95’)) неограниченно расходится в каждой точке 
26 АР -+- В® (% 6 А® + В®)). Пусть точка %6 А®. Это значит, что 


ит (97) 


Поэтому из (90) вытекает неравенство: 


А (х‹) 


| ХУ ан созпи | з 1 (си, < 1 (в) З.Н), (98) 


г" 


где число /л (2) зависит еще от |. А неравенство (98) влечет неограни- 
ченную расходимость расписанного ряда (95) в точке 2, 6 ы [см. (97)]. 

Если же мы будем пользоваться неравенствами (87) и (93), то полу- 
чим неограниченную расходимость расписанного ряда (95) в точках 
же ВО. 

Аналогичные рассуждения показывают, что расписанный ряд (95’) 
неограниченно расходится в точках 2 6 А + В®. В этом случае нужно 
только основываться на соотношениях (90’), (87’), (95’). Теорема 6 
доказана. р 

Замечание 6. Из доказательства теоремы 6 видно, что при опре- 
делении функции /(2) мы могли ее сделать равной нулю на отрезке 
[е, 2 —=] при наперед заданном 80: 

Кроме того, можно было бы добиться и несуммируемости почти всюду 
переставленных рядов Фурье от функций / (2) и /(7) наперед заданным 
методом Тёплица Т. Но так как доказательство теоремы 6 и без того 
длинно, то мы сочли болэе целесообразным рассмотреть этот вопрос 


в другой работе. 
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Отметим, что для функций, аналитических внутри единичного кру- 
га, справедлива 

ТЕОРЕМА 7. Существует фиксированная переставленная степенная 
система функций {2"*}, обладающая следующими свойствами: 

1) Найдется аналитическая в единичном круге функция 


(2) = У 4,2" Е Нр (для всех 0<р<2), (64”) 


у=0 
являющаяся аналитической ина дуге Г = {|2 =1,1 < ав < 2= —1}, при- 
чем Ве] (2)\г =0, такая, что ряд (64”) на единичной окружности почти 
всюду неограниченно расходится. Более того, ряд (64”) также не с2о- 
дится в метрике Ё на единичной окружности. 
2) Найдется функция 


(= Хе"” <), (64”) 


аналитическая в |2| <1, непрерывная в |2 <1 и такая, что ряд (64”) на 
единичной окружности не сходится по метрике [Л ни для какого р > 2. 
То же заключение справедливо для действительной и мнимой частей 
рядов (64") и (64”). 
Теорема 7 следует из теоремы 6. 


$ 4. О сходимости и о базисах 


Результаты настоящего параграфа будут получены как следствия тео- 
ремы 6 из $ 3 или же как следствия применяемого там метода доказа- 
тельства. 

Из теоремы 6 непосредственно вытекает следующая 

ТЕОРЕМА 8. Существует фиксированная переставленная тригономет- 
рическая система {0$ тух, зш т,д}, которая не является базисом в прост- 
ранстве функций [Л (0,2 =) ни для какого р Е [1,2) + (2; оо), причем для 
1 < р<2 это реализуется одной и той же функцией, принадлежащей 
УР: (0,2 =) для всех 1 <9<2, а при 2 < р< с это реализуется одной не- 
прерывной функцией, сопряженная к которой тоже непрерывна. 

В самом деле, ва переставленную тригонометрическую систему возь- 
мем систему функции {с03 туд, т тут} из теоремы 6 $ 3. Теорема 8 ста- 
новится очевидной, если при 1 <р<2 мы возьмем функцию ] (5), а при 
2 < р< < — функцию $(5) из теоремы 6. 

Замечание 7. Из результатов Орлича (8) также можно получить, 
что переставленная тригонометрическая система не является базисом в 
№ при Ед, 

Что касается случая 2« р<сю, то он У нас реализуется одной и 
той же непрерывной функцией (5), сопряженная к которой тоже непре- 
рывна. Это последнее, как нам представляется, не вытекает из’ резуль- 
татов Орлича. 

ТЕОРЕМА 9. Если тригонометрический ряд 


со 


У (а, соз их ++ В, зщ пт), (99). 


п==1 
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обладает тем свойством, что для каждой перестановки. членов ряда (99) 


существует число А > 0 и множество ЕстЕ >> 0 (число Аи множество Е 
‚могут зависеть от перестановки) такие, что 


М 
№ (ак, со8 А. + В, эт А: 2) | < А 
$=1 
Эля всех х ВЕ, № =1,9...., то: 
1) ряд (99) является рядом Фурье некоторой финкции Р (2) ЕТ? (0,2*); 
2) функция Е(т) может не принадлежать ни к какому [Л (0,2 к) при 
р> 2. 
Утверждение 1) непосредственно вытекает из метода доказательства 
неограниченной расходимости почти всюду ряда (95). 
Для доказательства утверждения 2) рассмотрим ряд [см. (65)] 
с0$ 1% 


Ху =Ф( (2+0(оа2*=)). (100) 


®—=2 


В $3 мы убедились, что ряд (100) является рядом Фурье функции Ф (2), 

которая принадлежит Г (0,2 =) [см. (65)] и не принадлежит /1 (0,2) для 

каждого 4 >2 [см. (69)]. Поэтому утверждение 2) будет доказано, если 

‘мы покажем, что ряд (100) безусловно сходится почти всюду на [0,2%]. 

Но в силу теоремы Орлича [см. (1), стр. 170] ряд (100) безусловно схо- 
1 

дится почти всюду, ибо, положив © (п) = (108. п)? и п, = 213, мы получим: 


со 1 \ 2 1 
х, ыы |1?и (1025п)? < с, 10 ки < 8 Ши», 


т. е. условия теоремы Орлича выполнены, что и требовалось доказать. 

Следствие 6. Всли тригонометрический ряд (99) безусловно схо- 
дится почти всюду на (0,2=), то он является рядом Фурье функции 
Е (т) ЕТ? (0,2м.) | 

Это следствие представляет собой частный случай теоремы 9 (см. ут- 
верждение 1). 

Замечание 8. Следствие 6 также легко вывести из следующей тео- 


ремы Орлича (5): 
>) 
если ряд У) /„(2) сходится по мере на [а, &] при любом порядке членов, 
—1 


со 


то почти всюду на [а, В] р № (5) <<. 


р ИВ г 
Следствие 7..Если /(2) 6Г/”(0,2*) (13 р<2) и 1(Ф) ЕР (0,2т), 
то члены ряда Фурье функции ] (2) можно переставить так, чтобы вновь 
полученный ряд, а также его сопряженный, неограниченио расходился поч- 


ти всюду на (0,2 т). * 


* См. замечание 6. 
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Следствие 7 вытекает из теоремы 9. 

Таким образом, ряды Фурье по переставленной тригонометрической 
системе от функций / (2) 6 /7 (0,2 =) при 1 < р, вообще говоря, почти. 
всюду неограниченно расходятся. 

Поэтому справедливо 

Следствие 8. Принцип локализации Римана для рядов Фурье (по 


: ; : р 
переставленной тригонометрической системе) от функций }](2) ЕЁ 


(0,2 к) при 1< р, вообще говоря, не верен. 
Следствие 8 вытекает из следствия 7. Более того, следствие 8 заклю- 


чено в теореме 6, ибо там функция / (2) Е [Л (0,2=) для всех 1 <р-2, 
/(2) =0, при х6 [1,2 —1] и тем не менее ее ряд Фурье по системе 
{с0$ тд} был почти всюду неограниченно расходящимся, в том числе и 
на отрезке [1,2*— 1]. 

Замечание 9. Некоторые из полученных результатов можно пере- 
нести и на ортогональные системы. Например, справедливо утверждение: 

если фи» (1) — полная ортонормированная система на [а, 6] такая, что 
для любого Е с (а, 6) стЕ > 0 


Пт \ #04 >0, 


п-+ © Е 


то для любой функции 1(2) Е ГГ (а, 5) (1 <р<2), Ка ЕГЛ(а, 6), члены 
ее ряда Фурье по системе {ф„ (Г)}} можно переставить так, чтобы вновь 
полученный ряд почти всюду на [а, 6] неограниченно расходился. 


Поступило 
11.Х.1951 
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Г. Ц. ТУМАРКИН и С. Я. ХАВИНСОН 


О СУЩЕСТВОВАНИИ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 
ОДНОЗНАЧНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ЗАДАННЫМ: 
МОДУЛЕМ ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе устанавливается теорема о возможности устранения много- 
значности у любой аналитической функции с однозначным модулем и без 
точек ветвления в п-связной области С путем подключения к функции мно- 
жителя, являющегося непрерывной в С аналитической функцией, модуль 
значений которой равен единице и которая имеет в С не более, чем п-—-1 
нуль. При помощи этой теоремы решается до конца вопрос о существовании 
в многосвязных областях аналитических функций ряда важных классов 
с заданным на границе модулем граничных значений. 


Введение 


Пусть рассматривается единичный круг К. Тогда, как известно [см.. 
например, (1), гл. П], необходимое и достаточное условие для того, что- 
бы заданная на единичной окружности функция р (28) совпадала почти’ 
всюду на окружности с модулем граничных значений некоторой функ- 
ции ограниченного вида (класса А), состоит в том, что 


|Плр (2) | 48 < оо. 


>. —% 


Таких функций с заданным модулем получэется бесконечно много и среди: 
них наиболее простой является функция 


2п а 
1 10 = И я 
В» (№) = ехр 5- ] ИЯ ное по (28 )40. 
0 


Эта функция не имеет нулей и входит в класс ЮР, введенный впервые’ 
В. И. Смирновым [см. (2), (1) и$ 4 настоящей работы], причем среди 
функций класса 0 с таким же модулем на границе В. (1} имеет наиболь- 
ший модуль в любой точке ш. Функции, обладающие последним свой- 
ством, иногда называют функциями максимального модуля. 

Случай, когда С — произвольная односвязная область со спрямляе- 
мой границей, легко сводится к случаю круга при помощи конформного» 
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отображения. Условие существования функции класса А с заданным на 
границе С модулем ©(5) будет иметь вид: 


пор (9$ 4 < ®, 


Г 


где #=ф(2) — отображение С на.К. 

Перейдем к случаю и-связной области (. 

Если для данного случая мы будем строить функцию с заданным на 
границе Г модулем о (©) по формуле, аналогичной формуле для В, (и) 
в круге, с естественной заменой ядра Шварца на комплексное ядро 
Грина, то получим функцию, которая, вообще говоря, будет много- 
значной 

В работе Локки (3) для п-связной области С с аналитической грани- 
цей доказывается существование функции ](2), однозначной и аналитической 
в С, граничные значения которой почти везде на Г совпадают с р (5), причем 
о (©) ограничена с двух сторон: 


О<т<в(@<М < °. 


Из рассуждений Локки легко заключить (хотя он сам этого явно не фор- 
мулирует), что построенная им функция с граничным модулем р (5) входит 
в класс А. Из наших результатов будет, в частности, вытекать, что да- 
же при более общем допущении 


пор (© |-58 48 < оо 
Г 


построенная нами функция с модулем о (5) входит в класс О с А. В слу- 
чае же, когда р (5) < М < с, построенная нами функция оказывается 
просто ограниченной в С. 

Из доказываемых ниже теорем будет вытекать также (и с усилением) 
известный результат П. Мирберга (+), доказавшего в 1930 г., что, како- 
ва бы ни была отрицательная гармоническая функция и (2) в конечно- 
связной области (С, всегда найдется однозначная в этой области ана- 
‚литическая функция ](2), для которой 


ш |7 (2) | и (2. 


‘Этот результат Мирберга использовался, в частности, для доказатель- 
ства представимости мероморфной функции с ограниченной характерис- 
тикой в конечносвязной области С в виде частного двух однозначных 
‘ограниченных функций [см. например, (5)]. Заметим, что в работе (5) 
автор, получив обычными рассуждениями, как в случае круга, пред- 
ставление мероморфной функции с ограниченной характеристикой в ви- 
де частного двух ограниченных функций, не отмечает, что эти функции 
могут оказаться многозначными. 

Кроме построения функций класса О с заданным на границе модулем 
мы решаем ту же задачу для функций других важных классов, причем 
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накладываемые на модуль 0 (6) условия не могут быть для этих классов 
улучшены, Все эти построения базируются на теореме $1, утвержда- 
ющей, что если многозначная функция Ё (2) имеет однозначный модуль 
в п-связной области С, то введением дополнительного множителя 


ехр С У [8 (2, 2к) — 21 (2, 2), 
а 


где 28(2, 2) — функция Грина области @, — (2, 2%) — сопряженная к 
ней функция, т < и —1, 2, — некоторые специально подобранные точки 
’, можно получить новую функцию #Ё* (2), являющуюся уже однознач- 
ной. Важнейшим обстоятельством в приложениях этой теоремы является 
го, что указанный дополнительный множитель имеет на границе области 
модуль, равный единице. 

Содержание настоящей работы разбито на шесть параграфов. 

В $1 дается точная формулировка упомянутой только что теоремы и 
начало доказательства этой теоремы. 

В $2 изучается одна специальная экстремальная задача, свойства 
решения которой нужны для доказательства теоремы $ 1. 

В $3 излагается окончание доказательства теоремы $ 1. 

$ 4 посвящен построению в области со спрямляемой границей функ- 
ций различных классов с заданным на границе модулем. 

В $5 в качестве приложения полученных в предыдущих параграфах 
результатов дается новое прдстое доказательство теоремы о представ- 
пении функции ограниченного вида (класса 4) в виде частного двух огра- 
зиченных функций. 

Наконец, $ 6 посвящен распространению результатов $ 4 на области 
‚ неспрямляемой границей. 


$ 1. Теорема об одном способе устранения многозначности 


ТЕОРЕМА 1.1. Если Е (2) — аналитическая многозначная функция с одно- 
начным модулем, не имеющая точек ветвления в п-связной области С, 
по найдется не более чем п— 1 точек 21, 25,..., 2т, Т <п—1, ТАКИХ, 
что функция 


(2). = )ехр \- о [2 (2, 2%) — 1 (2, га; к (о 


К=1 


де 2 (2, 2.) — функция Грина с полюсом 2к области а, а—1 (2,23%) — с0- 
ряженная № (2, 2), будет однозначной в области С. 

Доказательство этой теоремы требует некоторых предварительных рас- 
‚мотрений. Мы можем ограничиться случаем, когда С есть круговая 
Юбласть *. Общий случай получается тогда конформным отображе- 
шем С на каноническую круговую область К. 


* Круговой областью мы называем область, граница которой состоит из конечного 
исла полных окружностей. 


’ Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Сначала, используя обычные рассуждения, применяемые при построении 
функций, конформно отображающих многосвязные области на канонические 
[см., например, (°), гл. УГ, $ 4 и (8), приложение $ 2], мы покажем, что най- 
дется аналитическая в К функция Р, (2), имеющая однозначный модуль, 
сохраняющий постоянное значение на каждом из контуров \:, составля- 
ющих границу А, такая, что периоды аргумента Е, (2) при обходе гра- 
ничных контуров будут такие же, как и периоды аргумента ‘Е (2). 

Далее, решая некоторую экстремальную задачу, мы’ докажем, 
что существует такая система точек 2,1, 2»,.. п; ТП, 
функция 


ее. 


И ) 
Е, (2) ехр |-> [2 (2,2к) — 1 (2,2%)] | 4.2} 
‘ева 


будет однозначной в К. А тогда функция К” (2), определенная форму-/ 
лой (1.1), также будет однозначной в К. 

ЛЕММА 1.1. Какова бы ни была аналитическая в области К функция | 
Е (2) с однозначным модулем, не имеющая внутри К точек разветвления, 
найдется такая система чисел 01,..., би ‚ что функция 


п 


Ё (2) = Е(2ехр [> 07 из; е) А (1.3) 


Е! 


где и (2) = в; (2) 2; (2), © (2) — гармоническая мера контура № границы | 
Л области К, а О; (2) —ее сопряженная, будет однозначной вК. | 
Доказательство Не нарушая общности, мы можем считать А 
конечной областью, а ^„ — внешним контуром. Обозначим через Ри при-. 
ращение функции ©; при обходе *; в положительном направлении. Тогда, | 
как известно, определитель |Ри|, составленный из чисел Ри, &=1...., 
п—1, [=1,..., П— 1, отличен от нуля [см., например, (8) или (?)]. 
Поэтому, обозначая через 68, приращение, которое получает ато Ё (2). 
при обходе 1, мы получаем, что система линейных уравнений с неизвест- 


ными 01,..., Оп—1 


п—1 


УР =-&, [=1,...,п— 1, (1.4) 


1, =1 


имеет решение. Беря в качестве р; в формуле и 3) решение системы (1.4), 
убеждаемся, что ато Ё (2) при обходе *,,. 


.,^,—1 будет иметь периоды», 
равные нулю. 


$ 2. Решение одной экстремальной задачи 


Нам потребуется решить следующую экстремальную задачу. Пусть. 
в круговой канонической области К рассматривается класс Ве одно- 


значных аналитических и ограниченных функций 1 (2), удовлетворяющих. 
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на границе Л области К неравенствам: 


А, а 


где ^; — граничные контуры, а м > 0, в =... П— заданные с числа» 
Требуется охарактеризовать функцию класса В», имеющую наибольший 
модуль в заданной точке 26 К. Эта экстремальная задача является 
частным случаем тех задач, которые изучены С. Я. Хавинсоном в ра- 
воте (12°). 

Мы предпочитаем, однако, дать здесь полное доказательство свойств 
экстремальной функции как из соображений связности изложения, так 
и потому, что для рассматриваемого частного случая рассуждения могут 
быть сделаны особенно изящными. Сошлемся на двз леммы функциональ- 
ного анализа, являющиеся следствием теоремы Хана — Банаха. 

ЛЕММА 2.1. Пусть Е = {/} — пространство типа (В) и Е, — линей- 
ное многообразие в Е. Пусть ЕЕ — РЕ, и 4— расстояние от 1 до Е.. 
Существует линейный функционал 1(7) со свойствами: 


1) К) =1, 
2) ко ТЕР 
3) = 


[см., например, (1), стр; 163]. 

ЛЕММА 2.2. Пусть Е = {1} — пространство типа (В), Е, — ланейное 
многообразие в Е, Е" — сопряженное пространство к Е и Эс Е* — мно- 
жество всех линейных функционалов над Е, обращающихся в нуль на Ё,. 
Тогда для произвольного линейного функционала 16 Е* имеем: 


Ав, = 82 — [в 
те} 


причем существует т’ Е Я%, для которого нижняя грань достигается. 

Эта лемма, которую обычно называют соотношением двойственности, 
в последнее время широко применялась при решении экстремальных 
задач в теории аналитических функций [см. (°), (1), (№) — (15)]. В рабо- 
тах по теории приближений функций действительного переменного подоб- 
ные леммы (в более специализированном виде) применялись еще ранее [см. 
(16) и (17)]. 

Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 2.1. 


1 


20 


— (© [43 * (2.1) 


1. вр 1/9] = о 


* Класс Е! = Е! (К) состоит, как и в односвязном случае, из функций ф (2), 
предсетавимых интегралом Коши через свои граничные значения (см. $ 4). 


7* 
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2. В обеих частях равенства (2.1) существуют экстремальные функ- 
ции }* (2) Е Ви $' (2) Е Е\, связанные на А. соотношением: 


го 


где СЕ\;, х — вещественное число. 


1 


3. /' (2) единственна с точностью 00 постоянного множителя, по мо- 


дулю равного единице, аналитична в К, имеет в К не более чем п—1 
нуль (п — связность К) и удовлетворлет условию: 


ГО =рь СЕ». (2.3) 


Введем следующие обозначения: 
(С — пространство непрерывных на Л функций с нормой 


|7 = мах! /(О!, СЕЛ. 


Сд— класс аналитических непрерывных в А функций. 


СА — подпространство С, состоящее из функций вида р 1 


Л (О ЕСА. 


С, —/(2) ЕСь, если } (2) ЕСли ПА <. 

11 — пространство суммируемых на Л функций. 

Е — подпространство в /Г., состоящее из функций вида }/(0)= 
= /1 (©р(9, где ]1 ($) — граничные значения /, (2) 6 Е.. 

Найдем вид линейных функционалов т (7), 


где 


п (д = \/ ©9469, 


Л 


над С, обращающихся в нуль на ах Вводя функцию 
@ (9 =\ в (ОГ 46 ©, 
перепишем т (7), /ЕСд, так: 


пр =\ лю ав9=\л 96, ©), 


Л Л 


где ]: (©) ЕСА. Полагая 


|| 


из условия, что т (7) =0 на СА, найдем: 


Отсюда следует, что 
с. © = \2(9 %, 


где $(/ЕЕ,. Для односвязной области это хорошо известный факт (см 
2 


1 <. > 
‚например, ("), гл. ПШ]. Случай конечносвязной области без труда сво- 
дится к случаю односвязной [см. (15)]. 


К) 
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Итак, всякий линейный функционал т (/), обращающийся тождественно 
в нуль на Сл, имеет вид: 


п) = \/©@0+©04, ФЕВ, 
(46 © =р0а6, 9 =. +04. 


Применим к функционалу 


пр = Ом 
лемму 2.2. Имеем: я 


Пе, = эр |\УОрО-Ж|= эр 


ТЕбА, ИИ < ) 1ЕСо 


229 е © 45 = ш1 (р 
ФЕВ, © 


ое - 
А 
1 


© — 20 


1 
 — 20 


= в \ |2 © 


ФЕЕ, И 


—$ (6) 


4 (24) 


и при этом существует ©" (2) 6 Ё;, для которой нижняя грань достигается. 
Так как для любой }(2) ЕВ, и любой $(2)6Е, (1(2)%(2) ЕЕ!) имеет 
место соотношение 


4 | = ОЕ —0]4 |< (в 


Л Л 


1 


С — 2 


—$© |4 


и так как, кроме того, С. с: Воь, то равенство (2.4) распространяется 
и на Во: 


вр (о | = зар | 79 


№ 


бе 


И я 
20 = 


и при этом существует $” (2) 6 Ё!, для которой нижняя грань дости- 


гается. 

р (5) 
С—& 
ционал т($), ФЕГл, со свойствами: 


р ($) = О, ф Е И 
“= | а © . -- = @ Г - 


ФЕЕ\ у 


Так как 


СР Е то, по лемме 2.1, найдется над Г. функ- 


Не |9. +0 


Но, как известно [см. (11)], г(ф) имеет вид: 


г) = «930% 
л 
где «(©) ограничена на Л и |" | = Уга1 тах | < (©) | = т 
Для ФЕЙ, получаем: 


(«Офох = | «Ор@з0%=0, ФОЕЕ. (2.5) 
А 


л 
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иди иоииаАА/У/А/А А 


Как и в односвязном случае, можно доказать, что отсюда следует 
совпадение & (©) р (©) с граничными значениями ограниченной аналитиче- 
ской в А функции х (2). 

Положим 

(2) =«(2).4. 

Тогда очевидно, что /” (2) Е В+: 


| (91 = 94| (99154-49. 


Таким образом, 


ы р [114 ; : -- 
про а ФО арын (0) 
Л А 


$ — 20 ь — 20 ФСЕ! 


1 


© — 20 


—$Ф(<) | 43. (2.6) 


Л 


Мы использовали здесь равенство 


ОО [29] 


С— 25 


[см. (2.5)]. 

Сравнивая (2.4) и (2.6), мы видим, что /’(2) есть экстремальная 
функция для (2.1). Для любой экстремальной функции / (2) мы можем 
записать: 


= Мо] |< 
А ^ 
ИО < 9 |= 5-7@ 4. — @7 


Из (2.1) следует, что всюду в (2.7) имеет место знак равенства, 
а это возможно лишь при выполнении соотношений (2.2) и (2.3). 

Из соотношения (2.2) следует единственность экстремальной функции 
Г (2) с точностью до множителя ©. В самом деле, написав соотноше- 
ние (2.2) для двух различных экстремалей Х (2) и Л. (2) в классе Вь, но 
с одной и той же экстремалью 9” (2) 6 Е, легко найдем, что на Л 


1 (5) = г” (0, 
а тогда и тождественно 
Я (2) =е*)» (2). 
Докажем, что /” (2) аналитична в К. Прежде всего, из положитель- 
ности на Л дифференциала 
* /Р\ 1 * ГР 7 п г * 1 з \ 
го[-5-70]%«=Фож>о (Фо=лв[---9@] 


2 —20 


при помощи обычных методов выводится аналитическая продолжимость 
Ф (2) за границу Л. Действительно, Ф (2) — аналитическая функция 
класса Е, вблизи Л, а свойства функций класса Ё, позволяют, как 
легко видеть, сохранить классическое доказательство принципа симмет- 
рии Римана — Шварца. Следовательно, Ф (2) имеет на Л конечное число 
нулей. Возьмем дугу ус Л между двумя соседними (возможными) 
нулями Ф (2). Пристроим к ней односвязную область ас К, граница 
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которой состоит из ‘у, отрезков рАЛИУООВ окружности Л; и концентриче- 
ской ст дуги. Функции }” (2) и 7 ®) Входят в 2 (4а)*. Для Г’(2) это 
утверждение очевидно, а 


4 
причем ФО’ будучи аналитической в 4, за исключением двух полюсов, 


лежащих на границе, входит в класс 0 (а) и 
в класс ДО (а). 
Действительно, $° (2) 6 Е, (К), а Е, (К) < (К); последнее включение 


хорошо известно для круга и может быть доказано для п-связной кру- 
говой области. Поэтому 


— $* (2) тоже входит 
2 — 50 


<" (2) 6 О (4) 5 (К). 


Пересадив функцию /” (2) из области 4 в единичный круг, замечаем, что 
в силу свойств функций класса О [см. (')], логарифм модуля переса- 
женной функции представим интегралом Пуассона. Используя то обстоя- 
тельство, что 

Ца |7 (@) |= Ш р: = ©0086 


на 7, мы получаем возможность продолжить гармоническую функцию 
ш |] (2)) [через у. Следовательно, ] (2) аналитически продолжается 
через у. Аналогично, Г (2) продолжается и через другие дуги, подоб- 
ные у. При этом, так как продолжение осуществляется по классиче- 
скому принципу симметрии, продолженная функция Г (2) будет, как 
нетрудно заметить, однозначной аналитической функцией с возможными 
особенностями (однозначного характера) лишь в нулях Ф (2). Но так 
как ]* (2) ограничена в К и, следовательно, в продолженной области, 
то Г (2) совсем не имеет особенностей на Л. Итак, (2) аналитична 
в К. 

Нам остается оценить число нулей / (2). Из положительноети диф- 
ференциала 

1 


г (9 | -—90]%=ФО%>0 


выводим, что 
А агро Ф (8) = 2ж(п— 2). 
Л 


Так как Ф (2) — мероморфная в К функция с единственным полюсом 
первого порядка в точке 25, то Ф(2) имеет ровно п —1 нуль. Следова- 
тельно, /* (2) имеет не более, чем п —1 нуль. 

Теорема полностью доказана. 


= 


$ 3. Окончание доказательства теоремы $ 


Вернемся к доказательству теоремы, сформулированной в $ 1. Пусть 
в круговой и-связной области К задана многозначная аналитическая 


* Определение и свойства класса Р в односвязном случае см. в (2), а также в (1). 
Для многосвязной области определение класса О см. в $4 настоящей работы; это 
последнее определение применимо и в односвязном случае. 
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функция Ё (2), модуль которой являетея однозначным в К. Согласно 
лемме 1.1, найдется функция К, (2), 


п1 | 
и | 
Е, (2) = ехр У} Рик (2) *, (3.1) 
Е=1 
аргумент которой получает при обходе граничных (контуров №: 


такие же приращения, как и аргумент Л (2). Из формулы (3.1) следует, 


что 
® 


1. (| =е*, Сем, Ё=4,....п-— 4, 
18. (О|=4, Сел 


Рассмотрим класс В»,о, состоящий из аналитических, однозначных 
* 


(3.2) 


и ограниченных внутри К функций ](2) таких, что 11(0|<е”* при 


СЕЛ», где А =1,..., п, р =0. Тогда, как доказано в теореме 2.1, 
функция / (2), реализующая экстремум в задаче о 
а 
вир = : | 
ЕВ ер* 19° — 20 


Л 


будет аналитической функцией в К, имеющей в К не более, чем п—1 
нуль, причем |/()|=е”* при СЕЛ». Обозначая нули /”(2) через 
21....,2т ТП —1, мы можем представить }” (2) в виде: 
т, п 
Я (2) = 95 |-- а 9 (2, 2к) — 1 (2, 24) | -ехр 2. ок (2). 
К=1 К—1 


В самом деле, 


т, 


шт (2) |+ ХУ &(, 21) 
#=1 


— гармоническая в области К функция, имеющая на граничном контуре №» 
значение р,. Отсюда легко вытекает, что 


т п 


Ш (2) |+ УХ =(а, 25) У ох (2). 


К=1 К=1 


| 
© 
> 
[5 
= 
— 
ы 


Действительно, функции, стоящие в обеих частях доказываемого 
равенства, гармоничны в КА и имеют одинаковые значения на границе К 
(равны р: на контуре \у;). 

Таким образом, оказывается, что функция 


Е, (2) = ехр У рушь (2) 


К=1 


становится однозначной после умножения ее на 


ехр [-- 2 (8 (2, 2%) — 11 (2, 2) | - 


* 
* Здесь ру — числа, 


противоположные по знаку числам р,, используемым в лем- 
ме 1.2. 
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Но так как характер многозначности аргумента Е (2) таков же, как и 
аргумента Л’ (2), то отсюда заключаем, что и функция 


Е (2) -ехр | 2 [2 (2, 2к) — 1 (2, 2) 


будет однозначной в (С, что требовалось доказать. 


$ 4. Построение аналитических функций с заданным 
на границе модулем 


Перейдем к построению в конечносвязной области С однозначных 
аналитических функций, модуль граничных значений которых совпадает 
(почти всюду). с заранее заданной функцией. 

‚ Мы будем рассматривать следующие классы однозначных аналити- 
ческих в области С функций. 

Класс А (С). 7 (2) В А(С), если субгармоническая функция ш* |7 (2) 
имеет в С гармоническую мажоранту. Классе А (С) является хорошо 
известным классом функций ограниченного вида (ограниченной харак- 
теристики), введенным Р. Неванлинна [см. (13)]. 

Класс 2(С). Пусть М_>>0. Обозначим через ИМ (2) наилучшую 


гармоническую мажоранту субгармонической функции ш* |7 Мы 
скажем, что ](2) @)(С(), если и" (2) 0 внутри @. Класс О (С) в мно- 


М- ® 
госвязных областях впервые изучался нами в работе (1), где, в част- 


ности, даны другие определения этого класса. 

Для случая, когда С — единичный круг или, вообще, односвязная 
область, класс Ш (С), как можно доказать, совпадает с классом, рас- 
сматривавшимся В. И. Смирновым (2) [см. также (1)]. 

Классы НрЬ((), р>0. 1 (2) ЕН›(@), если субгармоническая функ- 
ция |/(2)|Р имеет в С гармоническую мажоранту. 

Для классов Нр (С), при любом р >0 имеют место включения: 

Иа ОЛ НС 

Для произвольных областей классы Нр,(С) изучались в работах (*°), 
(5), (). 

Классы Е›,(С), р>0. 1(2) Е Е›((), если существует последова- 
тельность сложных контуров {ГД}, {Г} СС, сходящихея к Г — границе 
С, такая, что 


Па ( [1 (2) 45 < + о. 
юр 

В случае односвязных областей классы Ё›(С) изучались в работах 
м м [см. павже пе 

В случае многосвязных областей классы №» изучались нами. В одной 
из наших работ показано (этот факт хорошо известен для односвязных 
областей), что для того чтобы ] (2) 6 Ер (С), необходимо и достаточно, 


чтобы 


Фо кю 
1 (2) [У $'(&) ЕН» (@), 
где % =ф(2) — конформное отображение области С на круговую кано- 
ническую область К. 
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Если С — п-связная область со спрямляемой границей Г, то функции 
любого из перечисленных классов имеют почти везде на Г угловые 
граничные значения. А именно, имеет место следующая теорема [6м. (2°)]. 

ТЕОРЕМА 4.4. Функция / (2), входящая в один из классов А (С), В (С), 
Нь(@), Еъ(С), имеет почти везде на Г угловые граничные значения, кото- 
рые удовлетворяют следующим условиям: 


Если } (2) © А (С) или }(2) © В (6), то 
УК 52 45 < + о. (4.1) 
ты 
Если }(2) © Нь (С), то выполняется (4.1) и, кроме того, 
МУР 48 < + (4.2) 
р 
Если ] (2) © Е’ (@), то выполняется (4.1) и, вроме того, 
МУР 48 < + =. (4.3) 
ра 


Доказательство. Чтобы доказать неравенство (4.1), проще всего 
поступить следуюшим образом. Отобразим конформно С на круговую 
каноническую область К и воспользуемся инвариантностью класса А (() 


08 
при конформных отображениях. Дифференциал г 4$ остается при этом 
инвариантным, ибо он с точностью до множителя совпадает с диффе- 
ренциалом гармонической меры множеств на границе области, а гармо- 


ническая мера — инвариант конформного отображения. Таким образом, 
нужно доказать соотношение 


ИО 

ша 48 < 4 о. (4.4) 

А 
для функции ](2) СА(К), где Л — граница К. Но соотношение (4.4) 
в нашем случае эквивалентно более простому неравенству: 

Ив / © 148 < + ®, (4.5) 
от 
так как А ограничено аналитическими кривыми (окружностями 7) и 
д 
<< << + со на Л. Однако функция 1 (2) 6 А(С) может быть 
представлена в следующем виде: 

(а) = Л (а) +-- Л), (4.6) 
где ]:(2) входит в класс А в той из односвязных областей С., ограни- 
ченных контуром ^\; < Г, которая содержит С [ем. (21)]. 

В нашем случае С = К и С; ограничено окружностью »; [А= п 
В силу известных свойств функций класса А в круге, легко получаем 


(отобразив, если со @С;, С; на внутренность круга), что }+(2) имеет 
почти везде на № угловые граничные значения и 


Ив © |145 < + <. (4.7) 


^1 
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Функции /,; (2), 7-Е 1, аналитичны на у: и поэтому 


Иа | ©) 148 < Е о. (4.8) 


м 
Из (4.7) и (4.8) при помощи элементарных неравенств получаем, что 


пе 7 (2) [45 < + со. 


л 


Требуемое неравенство (4.5) устанавливается теперь при помощи 
рассуждений, аналогичных приведенным в $ 14 гл. П книги (1). 

Точно так же доказывается и неравенство (4.2). 

Доказательство неравенства (4.3) можно найти в работе (19). 

Нам потребуются еще следующие свойства функций введенных только 
что классов: 

4.2. Для того чтобы }(2) © 2 (С), необходимо и достаточно, чтобы 


функция "17 (2)| имела гармоническую мажоранту в С, представимую 
по формуле Грина: 


Я оО 
(=) = = \ © Е 45. 
и 


4.3. Для того чтобы }(2) © Нь(@), необходимо и достаточно, чтобы 
7 (2) ЕВ (С) и 


МОР < ео. 


т 


4.4 Если }(2) О (@) и 


МУ© Ра < + 
Г 
то 1 (2) ЕЕ› (С). 
Предложение 4.2, аналогичное известному свойству функции класса 
О в круге, имеется в нашей работе (1). Предложения 4.3 и 4.4 [см. (®)] 
являются аналогами хорошо известной (в случае, когда С — круг) теоремы 
Полубариновой-Кочиной [см. (2), а также (1)]. В общем [случае доказа- 
тельства этих предложений будут подробно изложены в другой нашей 
работе. 
Докажем теорему, из которой будет следовать, что суммируемость 


О г 
то (5) Е является условием, не только необходимым для того, чтобы р (6) 


совпадала с модулем грэничных значений функции класса А((С), но и 
достаточным. 


ТЕОРЕМА 4.5. Если р (6) 20 такова, что 


тр (©1245 < +, (4.9) 


Г 


# = 
то существует аналитическая однозначная в области @ функция 1 (2), 
имеющая в С не более чем п — 1 нуль, модуль граничных значений вото- 
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рой совпадает почти всюду на Г с 6 ($). Логарифм модуля такой функ- 
ции }* (2) может быть построен по формуле: 


Ш = РО о ХЕ), (4.10) 


где в (5,2) — функция Грина области С, а2,..., 2%, < П—1,— некото- 
рые точки внутри С. Построенная функция } (2), как это непосредст- 
венно следует из формулы (4.10) и предложенил 4.2, входит в класс О (С). 

Доказательство. Построим аналитическую функцию Ё (2), для 
которой 


Бы (4.11) 


ш | (2) |= = (9 
Г 


Если Ё (2) окажется однозначной в С, то теорема очевидна. Поэтому 
мы должны рассмотреть случай, когда Ё (2) многозначна в (©. Но тогда 
достаточно к Ё (2) применить теорему 1.1, чтобы прийти к нужному нам 
заключению. 

Как уже было отмечено выше, последняя теорема обобщает и уточняет 
результаты О. Локки (3). 

Для функций классов Нь (С) и Е} (С) справедливы следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 4.6. Если 6 (©) > 0 удовлетворяет условиям: 


(9) 48 — ®, (4.12) 
ты 
оО Р 4 < + =, (4.13) 
ты 


то существует функция Г (2) Е Н,»(С() такая, что |} (3)|=0(5) почти 
всюду на Г. При этом функция Г (2), обладающая указанными свойствами, 
может быть выбрана так, что логарифм ее модуля представляется по 
формуле (4.10). 

Доказательство теоремы следует из того, что при выполнении условий 
(4.12) и (4.13) будет выполняться условие (4.9). Поэтому, на основании 
предыдущей теоремы, можно построить функцию / (2) ЕД (С), для которой 
[Г (| =2(9 на Г. Построенная функция 7” (2) будет, на основании пред- 
ложения 4.3, входить в класс Нь(С). 

ТЕОРЕМА 4.7. Если р ()) >.0 удовлетворяет условию (4.12) и 


ДОР < +=, (4.14) 


т 
то существует функция Г (2) Е Е›(С). такая, что | (| =0(<) почти 
всюду на Г. При этом функцию Г (2), обладающую требуемыми свой- 
ствами, можно строить так же, как в теоремах 4.5 и 4.6. 
Доказательство теоремы 4.7 проводится при помощи рассуждений, 
аналогичных примененным при доказательстве теоремы 4.6. Только при 
этом вместо предложения 4.2 надо воспользоваться предложением 4.3. 
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1 * 
Замечание. —. _—_, где ]^ (2) — построенная в теоремах 4.5—4.7 


Г (2) 
функция, входит в классе 0 во всякой области @ < С, которая не со- 
держит нулей ]” (2). 
Последнее обстоятельство оказывается важным при исследовании ряда 
вопросов. 


$ 5. Предетавление мероморфных функций ограниченного вида 
в конечносвязной области в виде отношения 
двух ограниченных функций 


Установленные теоремы позволяют без труда доказать упоминавшийся 
в начале работы результат о возможности представления однозначной 
мероморфной в конечносвязной области С функции Ё(2) с ограниченной 
характеристикой в виде частного двух ограниченных в С однозначных 
аналитических функций. 

ТЕОРЕМА 5.1. Если Ё (2) — однозначная мероморфная в конечносвяз- 
ной области @ функцил с ограниченной характеристикой, то Е (2) может 
быть представлена в виде частного Овуф однозначных ограниченных в С 
функций: 


Ра=РО, о 


5 


Доказательство. Пусть 2=4(1) конформно отображает круг 
|| <1 на универсальную поверхность наложения области (С. Тогда функ- 
ция РР [% (#)] будет мероморфной функцией с ограниченной характеристи- 
кой, автоморфной относительно группы преобразований ©, соответствую- 
щей нашему отображению. Применяя рассуждения, используемые обычно 
при доказательстве возможности представления функции ограниченного 
вида в круге |1|<\1 в виде частного двух ограниченных функций, полу- 
чаем, что Р [4 (1)] может быть представлена в виде: 


64 (1) 7 (1) 
Е (< (1)) = Ев 


Здесь 6; (1), =1,2,— произведения Бляшке, составленные по нулям и 
полюсам функций ЁР [м (#)]], 


ВИ — И, 24.2, 


где 0, (2) — наименьшая гармоническая мажоранта |п* | Л (а (1)) | и 0, (— 
наименьшая гармоническая мажоранта 17 | Ё (* (1) | [см. ы А 

Нетрудно видеть, что И, (1) и 0.(1) будут автоморфными относитель- 
но преобразований группы @®. Заметим, что функции |6 (| и |%(1)| 
будут также автоморфны относительно группы ©. Это следует из того, 
что совокупность нулей 6,(1) в круге |#|<\1, представляющая собой 
множество всех точек круга |#|<1, соответствующих нулям Ё (2), не 
изменится, если применить одно из преобразований, входящих в группу ©; 
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ВЕНЕРА 


р 
для функции 6, (1) рассуждаем аналогично. Если теперь вернуться в 00- 
ласть С, то получим: 
в) $ (в 
Е (2) — И (в (2) 71 (В (2)) (5.1) 
в (В (2) (В (2)) 

(В (2) — функция, обратная к 4%(1)), причем каждая из функций в 
правой части (5.1) будет, на основании сказанного, иметь однозначный 
модуль в С. Применяя к функции 6, (8 (2)) /, (В (2)) теорему 1.1, заключаем, 
что существует не более п—1 точек 21,...,2, й<п— 1, таких, что 
произведение 


и =Ь (8 (2-Й (8 (2)) ехр|— У [8 (2,2) — 1 (@, в), 


$=1 


становится однозначной функцией в (С. Полагая 


р -ь 6) 7.8) [-- Хе, =) —йць =), 


в силу однозначности ЁР (2) и ], (2), выводим, что и } (2) будет однознач- 
ной функцией в С. Так как при этом, очевидно, 


Л (2) 
Е (2) — т, (2) , 


то теорема доказана. 


$ 6. Распространение полученных результатов на области 
с неспрямляемой границей 


В этом параграфе будет показано, как перенести изложенные выше 
результаты о построении однозначных аналитических функций с заданным 
на границе модулем граничных значений на п-связные области с жорда- 
новой, но уже неспрямляемой границей. Основная трудность, которая 
возникает при этом, заключается в выяснении того, что надо понимать 
в данном случае под граничными значениями рассматриваемых функций 
7 (=). Дело в том, что теперь мы не можем говорить об угловых гранич- 
ных значениях наших функций, как это было для областей со спрямляе- 
мыми границами, так как существуют примеры односвязных жордановых 
областей, для которых множество точек, достижимых углами, переходит 
при конформном отображении на круг в множество меры нуль [см. те 
Более сильные примеры того же рода были указаны М. А. Лаврентье- 
вым (”), доказавшим существование такой односвязной жордановой об- 
ласти, для которой множество точек, достижимых отрезками, переходит 
при конформном отображении на круг в множество меры нуль. Применяя 
отмеченный уже нами результат о возможности представления в конечно- 
связной области (7 каждой функции ограниченного вида в виде частного 
двух ограниченных и аналитических в С функций, можно легко устано- 
вить, что в произвольной п-связной области С с жордановой границей 
Г для всякой функции ] (2) © А(С) существует множество Е < Г полной 
гармонической меры, ® (Е, С, 2) =1, для каждой точки 6 которого функ- 
ция ](2) имеет единственное асимптотическое значение 1(©). При этом 
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мы говорим, что ] (2) имеет в (© число /(5) своим асимитотическим зна- 
чением, если найдется жорданова кривая у. лежащая, за исключением 
своего конца (©, в области С, такая, что будет существовать 


Для доказательства достаточно заметить, что в круговой канонической 
области А с границей Л для всякой функции Г (1) 6 А(К) существует 
множество ес: Л, те=тЛ, в каждой точке & которого функция Ё (1) имеет 
единственное асимптотическое значение Г (5). 

Это непосредственно вытекает из наличия у Ё (12) угловых граничных 
значений Р’(5) почти всюду на Л и из одного весьма общего результата 
Багемила (”), утверждающего, что для комплекснозначной в круге |#| < 1 
функции Р (1) может существовать не более счетного множества точек 
на окружности, в каждой из которых Ё (№) имеет по крайней мере два 
различных асимптотических значения. 

Для распространения наших результатов на произвольные л-связные 
области С с жордановой границей нам остается воспользоваться кон- 
формным отображением А на С. Заметим, что при этом множество с" < А, 
те" = 0, переходит в множество Е" < Г гармонической меры нуль. Это 
следует из того, что множество е’ будет иметь гармоническую меру нуль 
относительно А, а при взаимно однозначных конформных отображениях 
гармоническая мера множеств не изменяется: 


[© (е", Вы 120) — © (В, ее 20), 


где 2 ЕС и № ЕК — соответствующие точки при конформном отображе- 
нии КА на С. 

Таким образом, для произвольных И-связных областей С с жордано- 
вой границей Г мы можем под граничными значениями ](°) функций 
7 (2) Е А(С) понимать их асимптотические значения, однозначно опреде- 
ленные почти всюду на Г относительно гармонической меры. 

Для функций }(2) класса О(С) можно утверждать, в дополнение 
к сказанному о функциях класса А (С), следующее: 

ЛЕММА 6.1. Не существует ни одной точки С, в которой функция 
7 (2) ЕР (С) имеет два различных конечных асимптотических значения. 

Этот факт, представляющий собой некоторое обобщение известной 
теоремы Линделёфа об ограниченных функлиях, в то же время легко 
сводится, в силу известных свойств функций класса О, к теореме Лин- 
делёфа. Действительно, если для точки СЕ Г существуют две кривые ь и 
у; такие, что 


ай (250 Пим] (2) = В, о Ва=Е ©, 
2 2—6 


261% 2 вт: 


то, предполагая а + В, мы можем, взяв две достаточно близкие к ® точки 
СЕ, и БЕТ, и соединив их жордановой кривой ус С, считать, не на- 
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рушая общности, что область д, ограниченная кривой 7, а также дугами 
кривых % и уе» примыкающими к С, односвязна. Из определения класса 


р (С) следует, что если ] (2) ЕР (С) и Сс С, то 1 (2) 62 (@). Предельные 
значения / (2) будут ограничены на периферии Г области @ всюду, за 


исключением, быть может, точки С. Но тогда ] (2) будет ограничена в С. 
Последнее свойство функций класса /) хорошо известно для случая, когда 
рассматриваемая область есть круг [см., например, (1)]. Наш случай 
немедленно сводится к этому. Для завершения доказательства остается 
применить классическую теорему Линделёфа. 

Замечание. Приведенную лемму нельзя распространить на функ- 
ции класса А, так как даже в том случае, когда область С есть круг 
[+#|<\1, можно построить аналитическую функцию класса А, для кото- 
рой существует счетное число точек, в каждой из которых построенная 
функция имеет по крайней мере два различных асимптотических значе- 
ния [см. (*)]. 

Используя замечания настоящего параграфа о граничных значениях 
функций и установленные в предыдущих параграфах предложения, мы 
сумеем распространить наши результаты на построение в произвольных 
конечносвязных областях с жордановой границей функций определенных 
классов с заданным на границе модулем граничных значений, под кото- 
рыми, как указывалось выше, надо теперь уже понимать асимптотиче- 
ские значения. 

Так как метод получения указанных распространений совершенно 
ясен, а применяемые при этом рассуждения носят обычный характер, 
то мы их опускаем, приводя сразу формулировки получающихся резуль- 
татов. 

ТЕОРЕМА 6.1. Функция }(2) Е А(С) имеет почти всюду на Г от- 
носительно гармонической меры конечные граничные значения } (0, 
причем 


117 © | 4® < ®, (6.1) 


Г 


где ® (Е) =с(Е, С, 2.) — гармоническая мера множества Е относительно С, 
вычисленная в 2. 


Если же ] (2) Е Н»(С), то, кроме того, 
МАО Раь < о. 
Г 


При доказательстве используется конформное отображение на круго- 
вую каноническую область К. 


ТЕОРЕМА. 6.2. Если р(©>0 такова, что ар (©) [46 < о, то су- 


Г 
ществует функция Г (2) 0 (С), имеющая в С не более чем п—1 нуль 
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21, 22,...,2т), ТЗ пП— 1, такая, что почти всюду на Г (относительно 
[А * 

гармонической меры) |] ($)| =р(), причем ш|/(2)| будет иметь сле- 

дующее представление: 


7%, 


1 |/° (2) | = ле (©) 4®(Е, 6,2) — М (вл). 


ТА К—=1 


Если в тому же \ [о (5)? 4% < со, то построенная функция ] (=) будет 


= 


входить в Нь(С). 


Поступило 
8.ГУ.1957 
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Н. И. ФЕЛЬДМАН 


О СОВМЕСТНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ПЕРИОДОВ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ЧИСЛАМИ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе выведена оценка снизу для суммы |®—Ё| + |: — Е |, 


где ®х и о: — периоды эллиптической функции ® (2) с алгебраическими 
инвариантами, а Е и &, — алгебраические числа. Оценка зависит от степе- 


ней и высот чисел 6 и &, и от степени поля, образованного присоедине- 
нием & и&. к полю рациональных чисел. 


Будем обозначать символом 9 (2) эллиптическую функцию Вейер- 


штрасса. Пусть © и ©, — некоторая фиксированная пара ее основных 
периодов, а 55 и 8; — ее инварианты, т. е. коэффициенты уравнения 
у 4 — 9 —— ВП (1) 
решением которого является функция ® (2). 
В настоящей работе доказывается следующая 
ТЕОРЕМА. Если инварианты 85, 2з являются алгеб раическими числами, 
то существует такое число Ау = Ао(55, 83, ©, 61), что неравенство’ 
|ы— | - |, — [> е`Аеым шем (2) 
справедливо для любых алгебраических чисел Е и &, принадлежащих про- 


извольному полю степени Под, где 


шР т йа 
п т 


№1: М = о (по + +1), 


апий, п и | являются степенью и высотой сооответственно чисел 


ви +. 
$ 1 
ЛЕММА 1. Если { — целое положительное число, то 
1 е)- УХ ъьь ЭФ о 5 © 
2 


2а-зо-4е=8-21 


где а, 6, с— целые неотрицательные числа, а целые коэффициенты 
Уа.ь,с (1, $) Удовлетворяют неравенству: 


У | Уа,ь, с (Ь 5$) |<?! 21а, 4 
а--зо-4с=з--21 
Ва— абсолютная постоянная. 


* Мера трансцендентности одного периода функции ® (2) рассматривалась в работе 
®), где было доказано неравенство: 


| [| т 
© —5 


8* 
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Доказательство этой леммы приведено в работе (®) (лемма 2). 


ЛЕММА. 2. Пусть р: = в ((+4-)] . Тогда определитель 
42 2=0 


ав. 9—1. 


А = [Ре 9— т О (5) 


Доказательство приведено в работе (?), стр. 168. 


ЛЕММА 3. Пусть Во, В.,...,Ва1— Различные числа, Д — опреде- 
литель (5), А; — алгеб раическое дополнение его элемента р1,:, А — опре- 
делитель Вандермонда, построенный из элементов В... Ва, а 


т я к 
Ах — алгеб раическое дополнение элемента Ву. Если 


3—1 18 —1 
Ё - ок 
олени», 5 сы: 3 от. ШВ ‚ 
И т 
то справедливо равенство: 
Ч 95-3 9—1 м: 9 д 
\ $7)! РА ат Ау, ит 
с. =Х Ул, ХМ (- Сы ее. ИЕН, (6) 
8=0 у=0 т=0 : 


причем символы А», +: и Ау хр: считаются равными нулю, если соот- 
ветственно $ + т>4 или «| * > 4дь. 

Доказательство. Рассмотрим правую часть доказываемого ра- 
венства (6), подставив вместо величины /,. ее значение. Имеем: 


9 9619001 


р: а ВЫ Ре. 


5=0 у=0 А=о [=0 


Ч. —1 т 
4: 1)! А,  Ащжт. 
Хата Е мые ан 
Ч4—1а—1 9—194—1 К 9—1—х 
=> сы» 2 Ст 
Е=0 [=0 5=0 У=0 1=0 т=0 т 
&—1 ‚ тот (т)! ^,, 5 А т И 
ь 58 НЕЕ ЗЫ. ‚з- У, т 
Ву Раз ( Си++ т А — 21 > быв. 
А=0 1—0 


Докажем, что 61 = 0, если {К, 1} = {*,\}, аб, =1. В самом деле, 


91 К 94—1-—х 


г 
и= У № о. м 


$=0 1—0 т=0 (К 0! 


Ч9—1 


($ 16-59). А», Е К 
в 2 Ву ы и 
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По известному свойству определителя, последняя сумма обращается 
в единицу, если —Ё=х-т, и в нуль —в остальных случаях, по- 
этому 
4-1 А—х 
| | = 
= 2 №6, ее РНС 
$=0 1=0 
И А $ Ах в! и 
5! А : 


так как в сумме остаются лишь те слагаемые, для которых &—&= 
= х- т, т.е. л=А—х—, атак как >. 0, то К —х > ЕЁ. Изменив по- 
рядок суммирования, получаем: 


4=\ 


Е—х 
х к и А и 
8, — 2 4—1 О ЕЕ ыы 
0 


Заметим, что при $ < Е будет Се = 0, а при $ >94—1 —А-х-Ёв нуль 
обращается Д», .1х_„_,. Поэтому суммирование по $ можно вести в пре- 
делах от Ё до 4—1 —А& -х-+ 1. Таким образом, 


Е—х 
а ЕЕ: к! 
= У С (- 1) 1% 
1—0 
а—1— Ех А 
ь С Ах! АХ, и 
е Ре, 5—1 $1 А 
В 


Положим $5=и-. Тогда и будет изменяться от 0 до 4—1 —Ё-хи 


К—х 
х Ех К! 
и. ИИ 
рае т д я х)! т ЕЯ № 
И ОыРРЬм 0 А — 
и—=0 
а сы Я ыи ЕЯ) Алины Е 
в. 2 х! (Е — х— 1! &— 0! Пи! (и 0! р г 
—. ти А т у 
&! (—1) (их)! А». ик ре В : к 
Г. р х и)! и! А Рыч 2 а (Е—х— 2). И 
ах пы, А = 
% &! (-—1) (и К—х)! л, ии р 
= р г и») | Е Р1, м хе т) С х 
и=0 


Сумма по Ё обращается в нуль, если А + х. Если же й =х, то эта сумма 
равна 1. Итак, д, = 0, если Ех, Далее, 


Ч=1 А) й г =», 
о 


Таким образом, 84 1=0, если {, 1} = {х, №}, а 6,» =1, что доказывает 


формулу (6). 
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ЛЕММА 4. Пусть Гл, [,..+, Гм — линейные однородные формы от 


ш‚> т переменных с вещественными коэффициентами 
. ‚ Е | 
Гл =... + ть, =4. 2 в, 


| ’ 


где а— целое число, № — также целое число >1. Тогда целые числа 


7,...,%, можно выбрать так, что будут выполняться неравенства: 
1 ТИ 2 (аа М И и м2 0 (7) 
11| < ) [2к | < 2 (а о)! , о и Е = . 
0 


Доказательство этой леммы приведено в книге (*), стр. 18. 
ЛЕММА 5. Пусть 


Р (2) = а"... = а [[ (&—№), до > 9, р 
У=1 
Тогда 
Пан <@-+- "г. (8) 


У-==1 


| 

Доказательство этой леммы имеется в работе (®). | 
ЛЕММА 6. Пусть СЕ и & — алгебраические числа, степени и высоты, 
которых соответственно равны числам у, в; п,й и п, йа, а степень 
поля К, образованного присоединением (Е и & к полю рациональных 
чисел, равна числу ро. Пусть, далее Р (=, у, у.) — многочлен от трех 


переменных с целыми рациональными коэффициентами. Тогда ила 
РЕ) =, ва 


РОБ) > е (9) 
где то, т и т, — степени многочлена Р (2, у, 91) по переменным 2, у и 
у1, М — высота этого многочлена, а у — абсолютная постоянная. 

Доказательство. Отметим сперва следующее обстоятельство: 


осли %,..., 4; — различные (не обязательно все) корни уравнения с. 
целыми коэффициентами 


» шА тшА , т, ША 
р [отт И тай 
1 


ак + 2% а» = 0, 
то число 9%... 0%:@ является целым алгебраическим [см., например, (©): 


стр. 95]. Поэтому величина 


Рот Рот Рот, р, —1 
в=а п а, Та а, У п Р(<®, Е. Е 


1=0 


где 4, 4, 4% — старшие коэффициенты неприводимых уравнений для 

Я (0 0 0 : Е : 

ь 6,6, числа &°, 0, (© совпадают с 6 а Е, Е, (9 — их сопря- 
с Ч) т 

женные в полях К“ ,..., КФ, сопряженных с полем К, является 


целым рациональным числом, и если она не равна нулю, то ее абсолют- 
вая величина не меньше единицы. 


Далее, так как 
[Ру 4) < Ма +21 + -- +29. 
ах у (|+... НЕ, 4) 5 
< М (1-12 |)" (Е [у (у), 
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ТО 

А * . . ыы 

26%, о, 50) | < ма Пара а, 
1—1 = 


а по лемме 5 эта величина меньше, чем 


Фото Роть Рот 


ОО) (Олаф ю (п, -+- 1) 47° Ч) №. 


Множители м, о и [Ро в показателях появились вследствие того, что 
а 
0 т —1 РР т 
среди чисел (®, (®,..., (2-1 каждое из чисел ©, ®,... (0 — кор* 


ней неприводимого уравнения для с — встречается и, раз, среди чисел 


-(0) =(1 —1 =(и— 
О, 0,..., Е каждое из чисел &, В 2 встречается ‚Ро 
раз, а среди чисел &, 0,..., 7? каждое из чисел &, &0,..., 8-1 
встречается о. раз. 
1 
Таким образом, если В == 0, то 
ее А 18| РЕ 
| [ь с, 81) а Фе —1 Фот рп Рт > 
П Р(Е®, ЕО, Е) а" а," 4’ 
==1. 
1 
— г г т 
МР —Ц(у сы 1 , деть [(п Е 1) ь 41 (па о ту. деть 
1 
—_ 
То Ш т 1 № Ж тт. ШП — с 
гы (от. яГ == т 28 
( То ША т 10 й т А 
> о ([пьр-еть Ша М- “ у о | 7 НС Е ) 
=” 


$2 
С [6 
Переходим к доказательству теоремы. Известно, что $’ (>) —= 0, по- 
2 5) 
тому из уравнения (1) вытекает, что число $ > будет алгебраиче- 


ким. Дифференцируя уравнение (1), получим още одно дифференциаль- 
ое уравнение для функции $ (2): 


52. (10) 


> > 


у" = 6у° —- 


ат 5 т 
Известно также следующее соотношение [см., например, (5), стр. 272], 
праведливое, если 22 не является периодом 9 (2): 


у 1 (®’ (2) ]2 а 
9 (22) = © — 29 (2), 


оторое после подстановки вместо $" (2) и %' (2)? их значений из (1) и 
10) принимает вид: 


1644 (2) Е Зв? (2) + 32—82 | 11) 
$ (22) = 643 (2) — 1652® (2) — 163 


( © 7 ы /- ^ 
Из равенства (11) вытекает, что число $ ( будет алгебраическим, 


значит, из уравнений (1) и (10) будет следовать и алгебраичность 
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чисел ® (4 -) = и" (9 | Пусть эти три числа содержатся в поле уф 


степень которого равна у, а С— образующее число этого поля. Тогда 
9 (=) = вене + | 
в (>= Вены, 
$” [2 =... +В, 


| (12) 


причем числа 6+, 81, 6, — рациональные. 
Будем в дальнейшем через №, 7, ^›,... обозначать положительные 
числа, не зависящие от п, А, п., А, то, М и *. Положим 


"Се 


№ ==щах (1 + |®| |<, |; 1+ |8] +1&}; . 2)» 


| 
| 


\ = шах (100%; (3+ ^,4) 1712; 24+ 12 (в + ^,7)), (13). 


где числа №14, ^в и ^; будут введены в дальнейшем, а число лу — по- 
стоянная из леммы 6. Пусть еще Л =*®. 
Покажем, что неравенство 


о с жа: (14) 


невозможно для достаточно больших М. Доказательство будем вести от 
противного. Пусть неравенство (14) справедливо. Положим 


а = М 1 М], 9 = [9% ш М], 


(15) 
50 == 08М ]п №], То —- Их у По п М]. 
ы ЧЕ 
Из чисел щ-= 0, О, ыы О бои 9 выберем т. 
линейно независимых. Обозначим их через (1, (.,..., 4. Рассмотрим 


функцию 
Ч-—19—1 


Е. 


К=0 1=0 1 
Для ее производных имеем а». 


4—1 а—1 
а д : Ш 7. ® \\(5—й 
7) ( (2) = м сих аи ( (2+) й (17) 
и если 
о ® 
р: = Е (2 -- а , 
то для целых хи 1 
Ч —1 9—1 й ( и 
ДЭ (ох -- 21) = оо @: Ус ЕЕ 30 ый 
и: 2 Сы = тая — 


Правая часть этого выражения представляет собой линейную форму. 


т) 
относительно 44, величин С). Оценим коэффициенты А (х, 21; $) этих 
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форм для <, м. =0, 1, +2,... , = (2—1); $ =04,..., %—1. Имеем: 


| АЯ (%, 21, $) | < м > (4—1)! т шах | ри: 
0<1<а—1 
0<6<8.—1 
По лемме 1, 
а 1 21 
| Рас | < 5! 2 м" , 


так что 


| АЕ (®, жа, 8) [< а АН а. (18) 


Если разбить каждую из форм /©) (65 + 2!) на вещественную и мни- 
мую части, то мы получим 2 (25 — 1)5, линейных форм относительно 
величин с. коэффициенты ра будут удовлетворять неравенству 


(18). По лемме 4, целые числа р ‚ можно выбрать так, чтобы выполня- 
лись следующие неравенства: 


т = пота 


|8) (хо - 216) | < < = Иа е (19) 
[15 п Мам ] 


(д, =0,14,..., Е (ж—1); 3=0,4,...,5—1), 


| СЯ | о ее Е 
2 85 ММ я, 
< 2ехр = МММ ММ 


я Авто М 112 "| 
п \ 40! 20° 50! Ле" и,ддое 2 


она 1 
8 (т. № № И (4 1 №)-Нш (ХИ а №} + 223 2 М + толи М Ш? ") 
< 2ехр и, (4 — А-а-а №) @ — и реа № — 8 


- 


ео ли, (20) 


) 
причем среди чисел ("1 имеются отличные от нуля. Положим 


0—1 9—1 
К! Е Е ев 
1, х, , $) = У Ск У С (9! (ст -- На раз. (21) 
Е =0 [=0 =0 
Очевидно, 

|8) (2 - 2161) — 1%, х, (6, &)] < 

4%—19—1 

<> 2 |», а у (Ск Я |. Е (бе -Е Нд)" — (Фа в) } х 

К=0 1=0 


Так как, вследствие (14) и (13), 
| (2 + &2)" — (д + ©1221)" | = [2 (® — ©) а (© — &) | ([64, 5 [т + 
+ 2 -- аз, | ох -Н ом] --... 2-Е в |1) < 


< е-—Апь Ми М ( с| -Е |3 о 
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то соотношения (15) и (20) приводят к неравенству: 


| зн, х т 8.) — 18) (2% + 210) | < 490 е^“ М1? М по^ ИИ Е 


‚(о -е Я 2" еее (|6 еше 
—- > АзпоМ 118 № Е 
вещ” №51 (121-11), МЪМ.. 
Таким образом, 
ыы Яо М 1? № к а 
| Тех, л, ($, 61) | < /® (то - 2161) |-е - 98 51 (|2 + [+ 1)”. 
Если $5 а || и |511 | <2^?УтШМ, то, по (15), 
| 1, ж, ж (6, 61) | < |1 (в - в; ) | 


мА А8поМ 112 М7 3М ша М(шШМ--2Ии а №) пои (поп) 
^23№ шп М 


Е 


Л 


— 1 а вп М1 № 


<|Л® (хо + до) | +е ° . (22) 


В частности, если 2:44 =0, 2%... 5—1); $5=0,1,..-: №1. 
то, вследствие (19), 


д = - 
ЕЕ п ный 
| 75, ж, ж ($, 1) [<е не ею с о 
|: = = = / 
Величины }ь, хх, (&, &) представляют собой многочлены от &&, ® ( +) 


\ : © 
ой || 0" о 
—]| м — ). Пусть * 
у (1) =9 (+). Пусть 
‘частей формул (12). Тогда, вследствие (3), величины 249 / хх (Е, Е) пред- 
ставляют собой многочлены с целыми рациональными коэффициентами 
от алгебраических чисел $,&,5. Оценим величины М. хх — высоты этих 
многочленов. Имеем: 


общий знаменатель коэффициентов правых 


М а. м" 79 допае^“ Ата №28 (4% — 1)! (|| ет яя Е м. 
Если :5 < 5, а || и |2. | < 2^У пт М, то, по (15), 
М., я < е5^*АЛи М. (24) 


Оценим степени т, т. и то многочлена /. хх (&,) по переменным 
Е. 5 И 6: 


Из (3), (12), (16) и (21) вытекают неравенства: 


<%—1-+п —1< Мю ШИМ + пх 24, п М, 
т < 94—11 —1< Мм Ш М + п. < 24, п №, (25) 
то < (50 - 24) 2% 3М№М ш М < м ММ. 


Степень ру поля К, образованного присоединением к полю рациональных 
чисел величин &, & и С, очевидно, не больше числа уп’. Значит, по лем- 


ме 6, если 
Тз, Хх, Х, (Е, ) -- 0, 
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то должно выполняться неравенство 


ыы 11 107 а 
Е „ИСУ ралаВ [= зы а №} 
’ ’ св ь 
ет бьзА Ма, М > №. 
(26) 
Е ЕО... Ею шыму, 


Условие (13) показывает, что неравенства (23) и (26) противоречат друг 
другу, следовательно, для х,2 =0, 1,..., | (2% —1) из =0/1,..., 


50 —1 числа ],, хх, (,&) равны нулю. Повторив рассуждения, проведен- 
ные при выводе неравенства (22), мы получим неравенство: 


в — Ам 1а2 № 
ето ле) | < | 1, х, . ($) -Ее 
(27) 
(<= 0,1, 5. 50, за 04, У а МА 
откуда для хде... 5% —1) $01... 5 —1 следуео 
— В лвльМ нем 
| {хе -- эле) | <е ‘ АЙ (28) 


Покажем, что неравенства (28) справедливы и для целых 5 и х, из боль- 
‘тего промежутка. Сделаем это при помощи индукции. 
ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть неравенство (28) справедливо для $ = 0,1,..., 


От Ч 1), где т — 202? и 2Р < 2); тогда это 
‚неравенство при №`> М), справедливо также для $ =0,1,..., 5—1 и 
тот == 0,--1,.:., + (яр41 —1) и дя этих же $, ха будет р, х, » & 8) ==0. 


Доказательство. Функция ](2) регулярна во всей плоскости 5, 


5 
кроме точек вида 2 -- вил -- (7 и 2, — целые числа), в которых она 


имеет полюсы порядка не выше 2 (9—1). 
Введем функцию 


Т 
5 . 2 Гот п 
= 05292 | ^^” ИР 
Нт (2) ы с08 (7 с г) 
т=— 
пон лана и: 
Во всех точках вида ох о, -- 1, 2, а -— целые, —Т за ТГ, 


эта функция имеет нули порядка 2(4—1), так что функция 


будет регулярна в бесконечной полосе 2 = ® | Ио, | < Т--1. Поль- 
зуясь формулой Коши для производных, получим оценку: 


Е 
(и 2.8 И ЕО ТЕ 
не (|= ты жит а р. 
м п Е _ Тю п 
_ ае-о ет ты и ем ий 
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Неравенство (29) и условия леммы показывают, что для целых т и 


д: при |т|, 12 | ри $ < —1 


|9 (ое Е и) | = | СЕ Е ое-ои р) 6-9 (ва - Фив [< 
т=0 


ва М тм (тя) аль Мам 


< е (30) 


Оценим величину /® (05 - в.21) для |2|, |21| < 27р. Обозначим па- 
раллелограмм, ограничивающий область сё + ® при || [#1 | < 25р. 
через ДА. Очевидно, 


шах |2 |= Лол. 
2ЕА 


Положим 


р = ша | 2 + о |, 


з а 

где х и 1, — целые, 22-22 >0, и пусть А, =), р, В. =3,5 В,, Т— 

наименьшее целое, для которого окружность |2| = НВ. окажется внутри 
Л 

полосы || <Т- И То — наименьшее целое, для которого эта ок- 


ружность окажется внутри полосы || < Т.. Тогда 


У — Мор, То — ^11 Фр. 


Параллелограмм, образованный линиями # = Туи В = +(т+ 5) ь 


обозначим через Д,. Очевидно, 


< \ 
На границе этого параллелограмма функция ®Ф (: - 5%) ограничена чис- 
лом ^13, следовательно, справедлива оценка: 


Г 4 эл: ‚ ых - а— Мам м т 
Ь (2) |< 995 пов рр о Аа 
Из оценки (29) для 6 Д, выводим неравенство: 


Е (2) | < ААА в Хр(з Хр-+ А Хр) < гла? Ро Ам 


так что для 264, 
| г (=) | с оч?” Р)по^* Мам ] (т) 


: 
Гак как функция ]т (2) регулярна внутри области, ограниченной конту- 
ром Д:, то неравенство (31) остается справедливым и в точках, лежа- 
щих внутри контура Д,, в частности, в точках окружности [2] =... 


Применив к функции т (2) интерполяционную формулу Эрмита, полу- 
чим равенство: 
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Е ИИ" ТТХ Е 


Й Хр 8 
т (2) = 5 | П (2 — то — В 1т(6)% ее 


— Фо — мою ПА 
О: и: (С 1 у) — 5—8. 


2 1) (ох 121) 
У Е Па 


7’ 


— хр, меху $=0 


| т зо о) | "(Ко — В 


П сомы 
[(—х®—х;| = жа 
а р 


для 2, расположенных на окружности |2|=А,. Оценим правую часть 
этой формулы. Для этого воспользуемся неравенствами __ (31) и опре- 
делением величин А|, Д., Т. 


` Имеем: 
В- В: 6 (2 Хр—1)° 
тах |]т(2) | < = - с 9+ Ач Миа 
УЛ > Е -- 
{21 = В, Аг: 3,58: -— Е. 3,58, В; 


8 
у А -пьмутеМ--2ААНИА во бо- О из? РАалтА, (1-2)* 2” 


ЕЕ 250 
-- (2хр- 125 РЕ 


Хр—ч 
5—2®о — мою \350 
. шах П ( ||. (32) 
12|, \ 6 — < — же: / 
а. 


/ 
Е —х'9—х1 | =6 


Выведем оценку снизу для произведения 
Хр 1 


П |6 — хо — же |, 


х=— х+ 1 


гдз 2, — фиксированное целое из промежутка [— хр 2 1, х, —1], аб удов- 
летворяет условию 


[6 — 27° —2о, | =р. 


Очевидно, все множители этого произведения не меньше р. Пусть 
перпендикуляр, опущенный из точки © на прямую 2 = ю-- хо, пройдет 
между точками хо - 110 и (1 + о- 0. Тогда 


т 1—2 аще |[> (С-2215 1—2) |. 
х=—хр- 
| ([— 2 + 2—1) в] --|®|-р-р-|®|-1 26|. +. | (@2—1 —#—1)в| = 
р+хЬ—1 —1 
р (8—1) 1—2 — 2) = | [ (си —- (27„—3)!> 


(2—3) 


>? | 1э-8 23—р (2%, ве: 3) 


ре о еУа 
е8—2х? > хр д2хР. 
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Если д=Яр— 1 или р —2 


то проведенное 
случае. 


рассуждение следует не- 
сколько изменить, но полученная оценка будет справедлива и в этом 
Гаким образом 


(1 + р)**2пр 


хр-+1 
2— 2% — 61 \5 | 
р ны 
В |2|=В) я 
В — 5 , х, Хх =— 
я |—х®—х. в | 


С— хо — о / 
в гра 
1 
В (2р —1)? 80 
(в, Не Я 


и 3 
ПР" ^^ 
а < — < 
хо (05-8. 

(2 22р) з 


3 УП” ш2М№ 


23М1ш М 
(1 р) 
_ -— 448 22Ри ММ 
(№152 ) 
еАлв^. 2Рть М Ш? М, 


‚ (15) и (32) получаем 
шах |1 (2) | <>. 


о 
121 В. 2,5 


==> 


г 
>е 


и вследствие (13) 


- е-3 1 2. 22 Ато М 11 М- (3-1) 22 т “то № 11 М - 
. м м ‚ р ь 
из > Ат М 1 М-Н, 12 “пом 1 М-Е Ав АМ ПМ 
е 
—22Р).5 по М 1? № ; 
<е ? И (33) 
Возвратимся к функции ] (2). Оценим снизу функцию Ёт (2) в окрест- 
ностях точек хо + 21%, при целых х, х,. Пусть 
о ам, Ин. 
б — - Ч 1 
$ = шт (с; | Вы | 


2 р | сэт 0 68 
<0<2” 


0360 | ? 
Положим 


1 
8 шах |9 60$0—В зт 0 ) < 
0<0<2т 


(34) 


2 = 05 + 12, - $ (с03 0 + 11 0) 
Тогда 


15 
о = |0 (Е — м 2) лы 
[6 


со (1— *) (+ ВА ++ пе (с08 6 + 86) е+м-1 = 
= | с0з {= (2 —*) а — 2 + хе (4086 — Вэб) + 
и (р — РВ + == (азш 0 + 8006) | 


Если х. Е т, то в силу (34), неравенства 
|с0$ (а + 9) 


и того, что В, == 0, получаем 


—6-Рал т е6—@ 


> (ев! — 5) > [В] 


и 
Если же 21 =г, то 


ш= | с0з {2 я 


— пе (© с03 8 — Вы 6)—же(х з1п 0'-- В с0$ 6)} 
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пе (< $11 0 - Всоз0) +1 < —11=(%с0$0— 63110) 


ти. 
т! ее 
—пе (о3' 19-Е В соз 0)—#1 К —11 = (1с0$0— 63110) 
4 
—@ = 
1 п=(х31110- Всоз0) п о 
> с0$ [2 — == (@ 6050—8510) | - 


— Пе (&$110-- Всо$0) п 
е со | 


— — пе (а с080 — Вят 0)] > 


т : в 
>. с05 |- — пе (и с05 60 — Взт о) > с08—5-. 
; . ? ПЕ [6 п 
Таким образом, все функции с08 = — п’ — — — равномерно ограниче- 


ны по абсолютной величине снизу в областях | 2® --11%, —2| < положи- 
тельным числом *\1з, так что 


т 
а [Е т. (2) | = т П 


| хол. —2|< |хо-х,®,— 2| <= 


©0529 —2 7 а О ля 
(= о 4 > 


ТР 


> м. 29-—2ет+1 > е— Хз РМ МУ по ам. 


Но все области |2 — хо — де; |< для х, а: =0,=1,..., т —1) 


лежат в круге |2| < А., следовательно, из (33) вытекает: 


4 
шах  |](2)|< шах | (2 |. тт ГР-@)| < 
|2—хФ—х,6,| <= 17|= В: в : 
|2—хо—х.®.| <= 
1 3 
У 
— 22 ММ + 4,222 3 Мш М — 1 вр, Мам 

<е се" . 


О) 


Воспользовавшись формулой Коши для производных аналитической 
функции, получим неравенство: 


, (©) & 


[хол — (|= =( —о—ал) 1 ТЕ 


|9 (со а) | < > 


| 2 


1 52 2№47 1 02р’)в 2 
— — 222 5 Ма МАМ —1пЕ — — 22 А МШа М 
зе * Ее * (35) 
(=: ..у 50 —1; 7% Е ЕЙ . (ры —1)). 


Неравенство (22) приводит нас теперь к неравенству 


— 1 ори № ша — 1 лень Та № — орви, М ш М 
8 к З = 4 


[Тв жж, (6, 1) | <е а е 


— 36) 
О ео р 1). —_ 


Из сравнения этого неравенства с неравенством (26) мы заключаем, что для 
рассматриваемых $, 2, 2, величины 5. х,ж (Е, &) должны обращаться внуль и 
что должно выполняться неравенство (28). Лемма доказана. 
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Последовательно применяя основную лемму, получим, что }ь, х, х, (5, 1) = 
—=0 для $ =0,4.... а—1 ид, 2 =0,-1,....Е20УщШ М]. 

В качестве Въ, В.,..., В» выберем 4 чисел х® -- 21%; ст, 1, — це- 
лыми числами из промежутка (— 2072 пош М], 20? потМ]). Тогда со- 
ответствующие {хх (Е, &) совпадают с величинами ],,: из леммы 3 и 
формула (6) показывает, что все коэффициенты С», ‚ функции ] (2) равны 
нулю. Но величины (1, (.5,..., С» Линейно независимы, значит все чис- 


ла С“) равны нулю, а это противоречит их выбору; следовательно, не- 
равенство (14) для достаточно больших Ш невозможно. Увеличив посто- 
янную Л, мы получим неравенство (2), справедливое для всех М. 


Поступило 
8.УП.1957 
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Дано новое улучшение оценки известного интеграла 


т 
\ -.. \ит, 2 аа... -Чол; 
дм. 


То = и ё2тй (тхИ-...-+- 9х) 


0<х<рь 
О бозначени 9 Буквою п обозначаем целое число с условием 


п > 4; полагаем у = о. 
м 
Символом 22 обозначаем сумму не более чем М слагаемых вида 7, 


м 
а символом у обозначаем произведение положительного числа А на 
сумму не более чем ВБ слагаемых вида при условии, что АВ ЗМ. 
Говоря о значениях 1х, попадающих в интервал длиною й, мы будем 
иметь в виду то обстоятельство, что все эти значения удовлетворяют 
одному и тому же условию вида ах х<а-й. 
В этой статье дано новое усовершенствование теоремы, касающейся 


оценки интеграла вида 
1 1 


И Е 


00 


т 21а («их ПН. ..Нх) 
7 0 == е ) 


0 х<ро 


где х пробегает какую-либо возрастающую последовательность целых 


чисел, лежащих в указанных границах. Метод доказательства этой тео- 
ремы является дальнейшим усовершенствованием метода доказательств 
прежних ее вариантов [лемма 3, стр. 408 книги ('); теорема 1 работы (°)]. 
Как частный случай из этой теоремы получается лемма работы (°?). 
ЛЕММА 1. Пусть т — целое положительное и По,..., От — неот- 


рицательные. Тогда 


2 т 


[У —°0. а 
$=0 


$ =0 


Доказательство. Доказательетво тривиально. 
ЛЕММА 2. Пусть д — (0), р= АН, В--Г НС 


би пробегают целые числа интервалов 


п, нако- 


Не бе 


АА, ия о Х.. 
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ограниченных условиями: 


—р<х, Х.-+В<У, У-+А<Х,...., Х,- ВУ, Тр. 
Тогда, каковы бы ни были интервалы с длинами 
Ср, рН. 9-0 
для числа Е систем значений %1,..., 8, при которых суммы 
и... оперы (1) 


соответственно лежат в этих интервалат, будем иметь: 


Доказательство. На стр. 383 книги (1) для числа Ео систем 
значений 11,..., 0», при которых суммы (1) соответственно лежат 
в каких-либо интервалах с длинами С,..., С В дана оценка (вывод ее, 


очевидно, верен при п > 4): 
п(п—1) 


в.< (1+ с-)(3- + ен)(ч- + ов) (+ + ов), С"Н * 


Отсюда следует, что 


п (пп 


ЕН < 


Из этой оценки и из соотношения 


= (“1..2 


и следует утверждение леммы. 
ЛЕММА 3. Пусть [ — целое положительное, 


р 
р. = р, р > (2)“. 
Пусть каждому 1=0,..., [—1 отвечают свои системы 
(Ст, ое. м 
состоящие из целых чисел с условиями 
1, 1 Пры ВАА |9, „|< прп, 


причем можно указать число ЕР; такое, что, каковы бы ни были число 
С > 2п и интервалы с длинами 

Ср. оорА № 
число систем (И 1,..., О) с числами, соответственно попадающими 


в эти интервалы, не превосходит С"ЁЕ,. Выбрав для каждого #=0,... 
..., [— 1 Одну из отвечающих этому & систем и полагая 


Оз 5 Ач РИ 


составим систему (И\1,..., („). Тогда, каковы бы ни были Ио 
число систем (Ит,..., О») с условием 

Ра, В о (2) 
будет 


ое 
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Доказательство. 
для г, равного одному из чисел 1,..., и, имеем: 


При наличии равенств (2) для заданного Ё и 


О, г = 2 — (Обь. ++ Ин, г) — (1-1, г + Ча, 


причем второй член правой части (первые скобки} при & = 
Третий член правой части (вторые скобки) при = 
а при < 1—1 он или отсутствует, или же численно 


0 отсутствует. 
=/— 1 отсутствует, 


«та НИР. в И ы... г. 
«рр (И Е реЬ РЕН. = Обе, б-р. 
Поэтому при заданных системах 
а о ал аи} 


числа системы (И! 1,.. 
деленные интервалы с длинами 


ао. 


Число же систем (0; 1,..., О, ») с таким ограничением, 


систем (0:,..., О») с условием (2) будет 
оо) По 
ТЕОРЕМА. Пусть 1 — целое положительное, 


вм, в теео 1] 


7 (2) = аа? ера, Год их е2^ 4) (х), 


0<х<9ь 


О: „) соответственно попадают во вполне опре- 


согласно усло- 
вию леммы, не превосходит СоЁ,. Отсюда уже легко убедимся, что число 


где х пробегает какую-либо возрастающую последовательность (2) целых 


чисел, лежащих в указанных границах. Тогда имеем: 


п (и 1) т? 


1 № 

Ц ( 2) 201--2,5021—т11? п? 20 — 
ть д. а = 2 п” р. 
о 0 


т (пп) 


(1—5) 


Доказательство. При любом # = 0, 1,..., / примем обозначения: 


Тогда при &</— 1 будем иметь: 
7, >.0, = В, норы 


Условимся символом Г, обозначать всякую сумму вида 


= ры 


где х пробегает числа последовательности (2), лежащие 


В 


каком-либо 
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интервале вида 


о3я<о-р.. (3) 
ПЕК 
Взяв любое число $ ряда 0, 1,..., 7, мы разобъем интервал (3) 


на 4и?2° интервалов вида 
ых -+- (8 —1)В, << -+8Аь, #8=\..., 42”, (4) 


ь 

т, 1 ров - и 
причем © назовем номером интервала. Тогда Т, разобьется на сумму 
(4п’2°)“ произведений #1, з: 


Е к 211] (х) 
ть 7 7 == 
Те Ув 71,8 = Я, 1- баз, 6 Зе \ 


Здесь интервал суммирования каждого 1, ‹,; есть один из интервалов (4); 
номер последнего будем считать и номером +, в,; (очевидно 2, :,; может 
представиться и пустою суммой, если соответствующий интервал (4) не 
содержит чисел последовательности (2); но произведения И: :, содержа- 
щие такие 7.) как равные нулю, мы можем не рассматривать). 

Если среди номеров сомножителей произведения И: найдется п 
таких, что разность между любыми двумя из них численно >1, то 
произведение 7. назовем правильным; в противном случае произведе- 
ние Й,:: назовем неправильным. 

Пусть 3, — наименьший из номеров сомножителей неправильного 
ПД: з, 85 — наименьший из номеров, превосходящих в, 1, и т. д.; нако- 
нец, 8„,— наименьший из номеров, превосходящих 2, +1, причем но- 
меров, превосходящих 8, -- 1, не имеется. Очевидно п < п (в против- 
ном случае 0, ‚ оказалось бы правильным). Заставляя 


й 


Ка И 

7 255 
независимо друг от друга пробегать значения 1,..., 42°, получим 
(4 228)" 1 систем 2,..., 8, 1: Среди них найдется по меньшей мере 
одна с условием, что ряд 2" и 8. совпадает с рядом 8,..., 8, 
1 т 


причем номера всех сомножителей произведения Й,,; найдутся среди 
чисел 


/ 
} 


| ве 8 ВЕ :т с ве. сы (5) 


Заставляя в",..., ти независимо друг от друга пробегать значе- 


2\6 " в 
ния (5), получим (2 —2)" систем в",..., -НЕ Среди них найдется 


совпадающая с системой номеров рассматриваемого произведе- 


ния 0: :. Из сказанного следует, что число неправильных произведений 
(1, будет 


система, 


208\п— ь 
< (4п72°)" *(2п)*. 

Всякое правильное из произведений Йо будем обозначать симво- 
лом 2, При 0%; < < каждое неправильное произведение 7 
представляется суммою < 2% произведений &, 
вильное из них будем обозначать символом 2 


них будем обозначать символом 2 .. 
произведений 1; при $=0 будет 


< (4%, 


1, 8—1 
. При $< 7, каждое пра- 
з’ При $ =, каждое из 
Из сказанного следует, что число 


а при $ > 0 будет 
ка (4т22° у (2п)": 24 аа (дп ны Е 
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ы 
= < 
Объединяя при #<]—1 оба случая одною формулой, мы можем 
сказать, что при #<1—1 и любом з$=0, 1...., 7, число произведе- 
5 / 
ний И, . будет 


< 91 (4? )Р: от 


Действительно, при $=0 это утверждение очевидно, а при $`>0 оно 
следует из неравенства 


(4т? о. а (бт) 7—1 28 (п—1) 
2 (4) ой | и р а ты 
п 
На основании доказанного, при # < [1—1 находим: 
; т (ат) 8 
В = / 
Ри Е 
$—0 
откуда, применяя лемму 1, выводим: 
и т: (4пг) 0 Го | т 2 (п?) т 
® / 
А - о № [24,3 |} < _— _ Е 
$—0 


Далее, полагаем 


а = |, 2, |, 


п о / 

где + ‹ — произведение тех и сомножителей произведения 7: :, которые 
характеризуют это произведение как правильное, если $< 7, и — произ- 
ведение любых п сомножителей произведения #, ‚, если $ = 7. При этом 


И! 
ЩЕ можно представить в виде произведения 
Аб Е= 26141 


сомножителей вида |7,;;|, причем, согласно известному неравенству 
имеем: 
и 2 —25, = 26 
[2,[ < (26141) и = 


где суммирование распространяется на указанные 26,., сомножителей. 
Каждое 0: .; можно представить в виде суммы 
—1 
У 293 
я. -- 1 < 2р? (4п?2) 


слагаемых вида Т::1. Поэтому 


ру (4728 ) 1 


о 
>12, 15 о Ты 
(20 (41298 у ты 
ИЕ р ь ы Е 
| 2,5 —. | Р-н 
т Мз 


ТА в 5 —. о 


Мо т (ору — 


Е, 
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Написав это неравенство для Е =0, 1,..., [—1 (заменяя теперь 
при заданном # символ $ символом 5,), получим: 


То 11—1 М 
25 р = 
То] у о О. я ия А (5%, су 8111}, М — Мо. 83° °* Му, 811} 
ен (6) 
х гу" 2 и. РУ 2 
К (50-2. 8) = | бо. | б-р | ее 
Рассмотрим какое-либо определенное К (5%,..., 8,_/), причем преобра- 


зуем его подстановкой х= 12% --0, где 15 — значение х, отвечающее 
одному из слагаемых суммы 71. Пусть Ё,,.,— одно из произведений 


п" и . 
20, 3....› 11, в, 1» ВХОДЯЩИХ В 910 К (5%,..., 8). Новые переменные 
суммирования его и сомножителей ,:,;, расположенных в порядке 
возрастания номеров, мы обозначим символами 51,..., 0». Тогда легко 


найдем: 


СХ т (г) 
:! 2 эта (ХИ а-...Хио т 
2 Ме 1 ( -...ЁХи ОА, се 7 - о) 


где 0, =Т,—И”,, причем суммирование распространяется на все систе- 


мы (Г1,..., Г»), определяемые условием 
г г 
Ром, Пе феи: 

и, независимо от этого, на все системы (И,,..., И’), определяемые 
так же, как и системы (У.,..., И»). Нетрудно видеть, что С | < ир,. 

При С >.2п оценим число Е, систем (0:,..., Ол) © условием, что 
О:,..., О» лежат в наперед заданных интервалах с длинами 

С ‘рее бр, (7) 


Сначала рассмотрим случай 5, < 1. Из леммы 2 следует, что число Е 
систем (Т:1,..., /„) с условием, что У,,..., И, лежат в каких-либо 
наперед заданных интервалах с длинами (7), удовлетворяет неравенству 


п (п1) пт 


Е С" (4п72м) р? 


Поэтому 
п (пт) п 


Е‚ < С" (412) р В, „1. 


Далее, находим: 


(1 ее Р у (1 $ А 5. 


8; / (дп?) 1 


т (п-т) т--1 


ой и 


ВЕ” (Ана р: Сы 


(8) 


Теперь рассмотрим случай $, = ,. Здесь имеем: 
Е = (В: за Е а -а О (дп? ИрАЙ 


Отношение этой границы для Ё, к значению при $ =%1 
неравенства (8) будет 


‚ правой части 


а" 
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Поэтому уже при любом $, =0, 1,..., \, имеем: 
р тА—5и--2 п, (п-т) а тт 
т, === 298 в 2 Е 
6 Ру ар ве = а ы (4п22 .) < Р: 2 


Отсюда и из леммы 3 следует, что 


х 21 (Хим-...+ Ху) 
ое $ 8 м И 
где суммирование распространяется на системы (у:,..., У,), состоящие 
из целых чисел, причем число таких систем с условием у =4,. 
... У, =2, будет 
. 1-Е т 26 
Е ан 5 Р 1, 
Далее, оценим интеграл 
т ыВ 
И \ ... А (о, и а: паи 
0 0 


Сумму Х!у: +|...+ Х»у» можно получить, заменив в разложении по сте- 
пеням у разности 


7 (2 Е 9) — 1 (№) = (ФВ У)" 20) Е... (0 РУ) — 2) 
степени у,..., у" числами у1,..., У,. 
Следовательно, 
Ху: + ----+ Хлуь = А, |... Ат, 
Ан = (1) ев о -- Уи? 
\ 


2 
А5 = МЕ НЕ У>, 


А; = Ул. 

Интеграл Г, очевидно, равен числу систем (А1,..., А») с условием 
А =...= А, = 0. Следовательно, он равен числу систем (у1,..., У,) 
с условием у: =...=у, =0. Поэтому 1< 0. 

Далее, из (6) выводим: 

1 1 "5 11-1 
оо... 49 У)... У М0, (9) 
0 0 в9=0 $—1=0 


причем находим: 


ми =2 (2п)"' р" Мо, „Во, м Мера м 


3п?—3п-4 И 8 (тв 
2 


- ре Зе —26-1) 
5 пи оэыа ЗРННАН" — 
Мей, = 2 а 2 р Е 


И 


т 
ПЕ 4, 52, 
$1 —0 
11  31—вп--а 37’ 8и 6 


НИНЕ - 1Е2Ы-и ЦЕН 2 
[2 Г 2 о АН л (®--1) — о р ) пп (п-т) - 
{—0 
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— 26, 2Ь т®-ЕТ 
р 21-1У-2"— Ен > (= г (р р у ние. 9 
Пр АЯ р? 2 ) ы = 
1=0 к 
т-Е1 о. ео 
—25 8 = рр, —# (5 
= рр: ‘Р-:-Р) *=РР 
Поэтому правая часть неравенства (9) будет 
т (п), п ан 
ра, отп п В + ——— а м 
> 0 
Поступило 


9. УП. 1958 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 585—598 


М. П. МИНЕЕВ 


ДИОФАНТОВО УРАВНЕНИЕ С ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИЕЙ 
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЕ К ИЗУЧЕНИЮ ЭРГОДИЧЕСКОЙ СУММЫ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе находится асимптотическая формула для числа решений 
диофантова уравнения 


> х 
-2 К Ук 
ИЕ. Е ту ^ = тЕм- + щЕ 
при увеличении интервала, в который попадают решения. Устанавливает- 
ся, что 
А 22 


Пи шез 8$ (о а <®Уь|= Ш \ е 25° 4. 


р- < 0<<1 


В своей работе (*) А. Г. Постников дает асимптотическую формулу 
при р—> со величины Ах(р), выражающую число решений диофантова 
уравнения 


д. К = ом... 4 р 


АЗислах О М, У. до р. 
Эта формула имеет вид: 


Ак (р) = №! р -- О (р 1. 
Пользуясь методом, предложенным в его работе, мы в настоящей 


статье находим асимитотическую формулу при р-> осо величины Ах (р), 
выражающую число решений диофантова уравнения 


с Ук 
то”. тав“® — петь > --Е пб" 


о о и 
8 > 2 — фиксированные натуральные числа), и, как приложение этого 
результата, получаем одну теорему Каца [ем. (?)], действуя другим 
методом. 

$ 1. Будем говорить, что системы целых чисел ти,..., Тк И Пи,..., Па 
имеют одинаковый состав, если можно установить между компонентами 
этих систем взаимно однозначное соответствие так, что если т; соот- 
ветствует п;, то т; =и;. В противном случае системы имеют неодина- 


ковый состав. 


Назовем систему целых чисел та,..., Тк редуцированной относитель- 
но © (2>. 2 — натуральное) для системы целых чисел т,...;› ть, если 
^ т; 

И 
5 


где | — максимально возможное целое. 
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ТЕОРЕМА. Пусть ти,...уть’ туз ПЕ # Е > 2 — Фиксированные 


натуральные числа. Если составы систем т...) тк и т...) Пи, Ре 
дуцированные относительно 8 2 2 соответственно для систем т,..., Тки 
п1,..., Пк, одинаковые, то число решений Ак (р) диофантова уравнения 

х хр у у 

та." = тв "> паб" (1) 
в числах 0<х,..., 1, Ш... < р—1 при р-> >о выражается фор- 
мулой: 

Ар ешь ош ОЭ, (2) 
где п,..., &з определяются из разбиения системы п,...,тк на классы 
‚равных: 

^ 2 к 8 
т =... = п = т,..., ТО =... = т® = т) 


(то Е т), есла +1, и+...+ь=®). 
Если же такие составы не совпадают, то число решений уравнения (1) 
выражается формулой 


Ак (р) =О (рт. (3) 
Доказательство. Очевидно, что решения уравнения 
та”. тьв"® = та... пе 


совпадают с решениями уравнения 


^^  ж-ы ^ КЕ АЕ т ВЕТ 
а (4) 
^ т; ^ п; = ^ 
где т; = т: ит = —; — Компоненты редуцированнои системы т\,... 
1 
-› Тк, П,...,Пк ДЛЯ ТЬ,...,Ть, П,..., Пк относительно 8. 
Г. Пусть ту, и ть и п, ..., Пк Имеют одинаковые составы. Тогда 


уравнение (4) можно переписать в виде: 


г. Хх $; хь-+ 1. # -/ 
тв хе тие ЕН и». ла, "К 


или в виде: 


^ (0 21а) (00.100 (3) = 8 

(Пи +1 х09+ и к (8) 
О ее о 
х (0-0) и.) (8) Ще 
Пим я и ты 

Е т ое №). (5) 


” ® (2 > 
Запишем каждое т® в 5-ичнои системе счисления: 


ИЕ а а (6) 
(<? < В) и, подставив (6) в (5), получим: 


(1); (1) (1) 
(0 (от ТЕ № 0, Жи 
%л, (81 - --. а м 


ео (3); 1(8) х(8) (3) 
5 1. Е лы 
АА и Ее в) = 
у) (1) о 
со о-НИ--А, +, О» 
о И рев 


0. а а. = з 3) (3) и (3) 
Ее. +... «© (в ми члена в). (7) 
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В уравнении (7) произведем замену переменных, полагая 
(а) (а) _ ›„ (а) (а) (а) г. (а) 

х | ня т), Уи = Ут, 

Тогда уравнение (7) запишется в следующем виде: 


и ..( ($) их(8) 
(1) ху Е, АА, й х' 
ВЕ ЕВ ды Г НА 


й 9+, и) 2 с (8) 
м 


Количество решении уравнения (7) в числах О<а,..., 4, В 
-.., Ук < р— 1 совпадает с количеством решений уравнения (7’) в числах 


ви к. и <р + Г. Ир и и < и ее т |. 


(1) (1) 8 В 
Систему ‘уг’,.. р и о. назовем основной, если ра- 


венство 
= -Ь, 
где 
Г. В. ИН Го о Ге 


С 
выполняется в том и только том случае, когда 


(Та = ть). + (@— Ь)? ++ (&— в)? ге 


В противном случае систему ’У®,...,//®,..., 'У®,...,'\ назовем 


вспомогательной. 
Нам потребуется следующее замечание, 
Замечание. Пусть „Л — натуральное. Число решений уравнения 


ПД =”... + В (9) 

(8:,..., № И #22 — фиксированные натуральные) в неотрицательных 

и целых 21,..., 2» оценивается как О\(1) (в константу «О» могут вхо- 
дить величины, зависящие от К и В:,..., Вх, Но не от М). 

В самом деле, для некоторого решения 12,,..., Тк будем считать 

2, #=1,2,....&—1. Покажем, что 2, может принимать значе- 


ния лишь из последовательности 
— ВА, ж—ВЁ-1,..., НТЛ, 
где В = шах (В,,..., Вл), а х; выбрано, так что 


Г. = = и". 


Ясно, что д < -1. Пусть д < — ВЕ (если ж<ВЁ, то очевидно, 
что всевозможных решений будет лишь О (1)). Тогда 


х х1—6ВЁ 
„И = В... Вкд”® < ВВ ВК < М, 
чего быть не может. Рассматривая теперь 


И — В =" = | и Вь в”, 
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мы проводим то же самое рассуждение для 2 и т. д. Таким образом, 
уравнение (9) имеет действительно О (1) решении. 

При фиксированных м„ можно записать лишь конечное число урав- 
нений (8). Каждое уравнение имеет не более О(р“-") решений в числах 


МОЗГИ Ор 
м. | ы. 


По предыдущему замечанию, для каждой системы '’У®,..., "УТ, 
а у найдется лишь 0 (1) систем '2®,..., 3, ..., ие 
$ 0) таких, что система '2,..., ‘12°, "Ури о уг) решает урав- 
нение (7). Следовательно, число решений уравнения (7”), для которых 
система ум, р, у является вспомогательной, будет не более чем 
0 (р. | 
Пусть теперь система ’Уу®,..., 'У®,..., '4%,..., у основная. 


В этом случае ’/@ пробегает р произвольных значений из своего 
промежутка, ’у(? пробегает р — С: произвольных значений из своего проме- 


жутка, и пробегает р — Сх:, произвольных значений из своего проме- 


жутка. Значит, всего таких систем будет р" -- О (р^-*). Изних винтервал № 


(а) (а) < 'и@ ив 731 (5) (8) < 
ме Пе а, И 
Ла=1ь» 2,...з а 
<рР- У юр 4 
1<а<в а а 
Та=1, 2,.... а 


попадет р" -|- О(р’'), так как число систем, у которых хотя бы одно 
ОЗУ «р 1 не попадет в интервал М, будет лишь О (р. 
Следовательно, и решений, у которых система к В к 
53.) У основная и хотя бы одна компонента ‘у не попадает в ин- 
тервал Л, будет О (р"—\). с 

В силу единетвенности представления числа „Л в виде 


(а) 
(а) Я тЫ : 
Ули кбеЕОа 


В 1<а<$ 
Та=1, 2: ба 
Та=0, 1,...5 Аа 


в левои части уравнения (7”) при соответствующих коэффициентах должны 

стоять степени 8, показатели которых совпадают с соответствующими 

показателями в правой части. Значит и все компоненты '40), ‚ жа) 
ау", 


/ 
ны Ио) Г т 
‚› 2’, ‚ 2;) лежат в интервале М. Из вида уравнения (7’) выте- 


кает, что в й 'д@ { Й 
р системе показателей Со а 2") каждой скобки можно 


делать всевозможные перестановки, не нарушая равенства. Следовательно, 


уравнение (1) решает 1!...15.| р" -- О (р) систем 0 ее 
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ы Ра и 
у1,..., Ук < р—1, у которых система у, Аи У, а, кт и — 
основная. Таким образом, в случае | 


Ак (р =ы!... | Ре О (р). 


^ 


- ^ ^ ^ 

П. Пусть составы Ии,..., Тк и ш,..., Ик неодинаковы; тогда, как 
и в случае Г, перейдем к уравнению типа (7’). В этом втором случае 
оно будет иметь вид: 


их) (1) (5) 18) 
(1) ^7 А а 15 
о ("1 Е 
, , ® И) 
(1) Е "= У; -РЬ р. у р 
ме и" Ве 
Если система '’у®,... ев у — вспомогательная, то, 


как и в случае [, уравнение (7”) будет иметь не более О(р*-т) решений. 
Пусть система ’у0,..., И т — основная. В силу 


единственности представления числа „Л в виде 


(а) 
<) о(а) На (а) и 
2 28.8 “ (В, < 8, 
‚ т<«а<т 
У в 9 
не найдется системы '20,...,'’20,..., "2, ...› 28 такой, чтобы си- 
з $ 
тема 2, 2, а ип решила бы уравнение (7”). Следова- 


тельно, в случае П 
Ак (р) = О (р \). 


Теорема доказана полностью. 

Далее мы дадим одно приложение этой теоремы. 

$ 2. Пусть / (6) — вещественная периодическая с периодом 1 функция 
такая, что 


\/() 0, 
0 
Ряд Фурье этой функции имеет вид: 
И — — | ал ети 
п=— оо 


(штрих указывает на отсутствие в сумме члена с п-=0), 4, = ап 
Наложим дополнительное ограничение 


[< 
а 
о! 
ра ь 
ЛЕММА (Кац). При наложенных условиях существует предел 


|1 (А Х( ва) Ч. 


р ©о 


где М — константа, В > 
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Доказательство. Положим 


со 


иР=} ло = Х | 


0 РЕКЕ 


и для любого натурального А введем обозначение 


1 


р() — \ (0 (ам). 
Заметим, что р 


1 
\У (ви) (ам) =ви— 7). 
0 
В самом деле, пусть А>. 7; тогда, полагая 2 = 2, получим: 


#1 
и} 7 7 (в*— Бе Ио 8) аа =в(®—7)). 
Докажем следующую оценку: 


< 8) 


[7 


где С (В) — константа, зависящая от В. Имеем: 


>>) 


— / 
(9) — у але? та . 


П—=—©< 
Но тождеству Парсеваля, 


ха 


Илама = У’ анали 


0 П—=— < 
Отсюда 
ое < 
` в ка 
И 2 а 5. | 4ак 3 2 Е Р-Р 


Из доказанного следует, что ряды Хы о (К) и х Ко (К) являются рядами 


—1 
сходящимися. 


Рассмотрим выражение: 


1 
1 м р-1р = 
но /(вч)] а — - > х 7 №) 1 (8) @ = 
рай К: =0 А›—=0 
= 2 "— р (1) +2 Вр) +. 2 О 
т р—1 


= Не о Ар (®). 
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со 
Ряды № в (№), У Кр (К) сходятся; значит, когда р-> со 
Е=1 К 


Бо ему АЛЕ У 


К—=0 #=1 
что и требовалось доказать. 
В дальнейшем мы будем пользоваться обозначением: 


"+2 Х в) 


Замечание. Имеет место следующее неравенство: 


‚_ 18") &<|/ +МА(В)|/|, (10) 


где А(В) зависит только от 8 


В. В самом деле, 


ы ВЕ р р р—1 ф—1 
(У а} ИР У < 


0 Е=0 = ВЕ 
р =. | р—1 01| 
< +22 [1+2 > р 2 > Ор! 
= = #=1 


Подставляя оценку |0 (Ё)|, получим неравенство (10). 

Докажем теорему, обобщающую один результат Каца (?). Мы будем 
доказывать эту теорему методом, отличным от метода Каца, не применяя 
цепей Маркова — Брунса. 

ТЕОРЕМА. При наложенных на функцию (Г) ограничениях и допол- 
нительном условии с 0 имеем: при любом фиксированном веществен- 


ном № 
А 22 


Пи тез [У ле о ты \ е “ад *. 


Предварительно установим следующую лемму. 

ЛЕММА. Утверждение теоремы справедливо для тригонометрических 
многочленов % (41). 

Пусть 


* Ограничение \ 1(# 4=0 легко снять. Обозначим 1092 =0. Тогда 7 (8) —= 


0 0 
удовлетворяет условиям Каца. в если обозначить 


| 5: 1(в““) — вс) = 


и предположить, что с -Е 0, то при р, фиксированном вещественном л 
Л 78 
| |5 Си а 
Ию шез Е: У, (а) —Ср« Р У 55 г. 


р- со О<а<Т 
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Уеловимся считать, что если |п|>$, то а, =0. Подечитаем величину 


т р 
Раш (У У, (= )} 4 = |3 +2 в(^). 


р- со —0 К—1 


Введем обозначение: для натуральных т: и т. будем писать т: — ть, 
если существуют натуральные Ди [5 такие, что тв = т. ей. Так как 


о () = м @та „ок, 
П=—8 


то, используя введенное обозначение, получаем 


ОЕ: 
по (зе У’ У мы 
Рассмотрим та $. 
т рф 
1 5 У 3 (84) 4%, 
0 >= 


где { — фиксированное целое > 0, р-> со: 


$ 


1 
‚=\( = У ате 78“ ы ая — 
0 


т=— 8 х=0 
Ч . х м 
= тата... ту я 
—: ь Чт, - - - т) ы \е РАНЕН Ца. 
> — 
Ти,..., т] х!,..., Хх] =0 0 
—8< "7 < $ 
т 0 


ь3 , 
Если для некоторой системы 21,..., 7, 


’ ф 
52 - х 
таят... тю НЕЕ: 
то 
1 , 
в я < 
\е тата” --...--тц 8 ) 4% — 0. 
о 
Если же 
х < 
Па ВЕ АЙ 
то 
1 й 
эа(ты Хи тат 
[ее ЕЕ 
о 
т, @ 
м ы 
7 === р Я т, ВСС Чт о 1: 
т... т] х:,-.., Х1=0 


—$<т; < 


= 
т; 0 тада... тах =0 
1 


Рассмотрим два случая: когда / — нечетное и когда {1 — четносв. 
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1) Пусть [ — нечетное. В этом случае число решений уравнения 


тв... там = 0 (11) 

в числах 0 < 121,..., к рр— 1 имеет О ры с ` решений. Значит, тогда 
Ра 
Пп=о0 (р ы 


(константа О зависит от вида тригонометрического многочлена). 

2) [ — четное, 1 = 2#. Здесь снова могут представиться два случая: 

а) количество положительных т; не равно количеству отрицательных. 
Тогда число решений уравнения (11) не превосходит О (рт. 

6) Количество положительных и количество отрицательных т; совпа- 
дают. Тогда число всевозможных а положительных и отри- 


цательных 7; в системе т:,..., ту будет С". Положительные т; будем 
обозначать через 71,..., т», отрицательные — через —и1,..., —их. Имеем: 
т г. 2 ат, +. - @ту@т, .-. Чт, < 
ты,..., тх, Та,..., В. 
1<ти,..., Тк 
1<п.,..., Пу 
= 
х У 1+0 (7—4. 
3 х,,..., Хр, Уз, ..:, Ук=О 


Хр Ю у 
ата те... та 


Оставим в сумме только такие системы т1,..., Тк, П1,..., Пк, чтобы 
редуцированные составы для ти,..., Тк и П1,..., Пк совпадали. Такую 


* 


сумму будем обозначать через р все остальные дадут нам, как мы 


видели, О (р^-"). Итак, 


р—1 
х = — а 
р 
=: У ат, - - - @ту@т, › - - @пу о АН 
ТТ; ,..-, Ту, Пи, *.., Пк Х1,..., Ху» Ув... Ук=О 
157 <8 па... етуа = О.Е пра" 
1<1<8 
+0 (р. 
о - ; (1) 
Разобьем редуцированные тт, Ета На а о Пусть т 
. С [2] . 
занимает #, мест, т“ занимает мост, ит. дет занимает {, мест 


(т ЕЕ т, если Е} и-+...-ь=^). По теореме о диофантовом урав- 
нении имеем: 


* 


у р я. й К—1) — 
И. = Ср” о о ый 
1<т....., тр, Пу» +» пк<$ 
* 
а. 1 
—= Сир” о @т, + +. @т 5 > и ЧН а Е:О (9. 
1<т.,....› ТьЗ8 
Ее т. тж ы ТЕ 
Обозначим п: =иИ1:2",..., Пк = пк *. Тогда 
[Е = . | . | Е—1 
Ср х о 2 а бы, РО ) 
1<та,...›, Тк ‘<. этк<оо 5 т 


2 Известия АН СОСР, серия математическая, № 5 
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(здесь через Ня обозначено суммирование по всевозможным величинам 
НИИ для которых состав тот же самый, что и для системы 
Пасека 


| : 
Г: = Стр У, Фик Яти > ег 


1<т,,.... Туз 0<т,,..., ткЕ< о 
и УЕ К—1 
. к. 0 Е 
2 РЯ Г т. Е (р ) 


Всевозможных способов расположения п1,..., Ик на № местах, для кото- 
рых состав один и тот же (и совпадает с составом системы ти,..., тк), 


будет . Поэтому 


И. г 


К 
Г: = СурЁ! 3 ба | 
1<ти,..„ Туз8 р 9%<:) 


+0 = 


= сям (ХУ ана, Ор) = Обри (5.8) + Орк) = 


т, = 


З 
| 
= 


Следовательно, 


р [0, если [ нечетное, 


ОЕ в: 
а р. )) = 6 (5)! се И ‚ если [ четное. 
( 


Рассмотрим 


Полагая — =, получим: 
(е] 


| 
0, если [ нечетное, 


“———____, если [ четное. 


ИЛИ 


Обозначим 


шез Е т Я зв") <^| = $50). 


0<<1 
х=0 
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Имеем: 
1 и 
== У — 9") 4х = 


или, полагая у =^, 


1. Пусть [1 — нечетное; тогда 
со 


у \ № аФ», (0). 


===) 


2. Пусть [ — четное. Тогда выражение 


Зое 3821 р 
У2ро > 9") -- 
х=о 


[ 

| 

\ 
\ 


означает, что 
р—1 
` А 


о < 


следовательно, 
со со 


ПР \ о ] ^аФ» (^) —\ а. 
0 0 0 
Производя во втором интеграле замену ^’ = —^, получаем: 
0 


Е аФ» (*) + \ 1 4Ф. (№) Е \ ^'4Ф» (^). 


и, 


со 


0 —© —© 


Ф, (\) является функцией распределения 
если [ — нечетное, 


т 
Ш Л = И в 
ео тва 661И [ — четное; 
р = ! 
0, если / — нечетное, 
со 
1 = 
\ С? = Ре ‚ если / — четное. 
=> Й р | 
(г) 


: 998], 


По второй предельной теореме А. Маркова [см. (3), стр 


1 
НФ, ()) = У \ 2-й 


—с 
2* 
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2 
Полагая # = —— , получим: 
У2с 


В} »И2в 2 
Ни шез | о 3 (ов) <] = *. | ре 
ро 0<я<1 АТ нам Ус 3 
Производя замену /’ = У. окончательно находим: 
ф—1 л, 2 


ш шез Е ьу 3 (ав*) <* — = \ е 25° 42. 


р—с° 0<я<1 Ур х=0 


Лемма доказана, 

Перейдем теперь к доказательству теоремы для общего случая. Через 
А(В) будем обозначать ту же константу, что и в неравенстве (10). Возь- 
мем сколь угодно малое => 0 и определим 6 из уравнения 

= = 6? -- МА (3) 5. 
Поскольку функция / (1) Е [5, то мы можем взять такую частную сумму 
ряда Фурье 3 (1), что 
[1—91< 8. 
Функция / (1 —9 (1) удовлетворяет тем же свойствам, что и /(#). В силу 
замечания, 


р 
1, > 18") — > 93а), 
| 4х < в* + МА(В)8 =е. 


Обозначим величину с, построенную для тригонометрического многочлена 
3 (1), через о1. По неравенству Минковского, 


т 
Я У [(8” а) 5 з ро 9 (87а) : 

х=0 в { х==0 \ =. 

| \ уз) 8+ \ у 


устремляя р->со, получаем: 


сб < У = Ст. 
Аналогично находим: 

1 < У: + °, 
т.е 

[6 — в: |< уе. 


Пусть №, и ^, — фиксированные вещественные числа, ^ <».. Обозна- 
чим через Ё, множество чисел а, 0<«ж<1, из отрезка [0, 1], для ко- 
торых 


о 
>18 
у сы (12) 
Через Ё› обозначим множество тех & из отрезка [0,1], для которых 
ОИ 2—1 
У 1 (а) У! э(8*а) а 
х=0 х=0 х 
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Поскольку 
р—1 1 
У 1 (8*а) У! 3(4* а) 
х=0 0 
Ш) “< 8, 
[0,11-Ер Ур Ур -- 
то 


1. 
Отсюда следует: 
шез Е» < шез Е», + Ув. 


Но на „Е, выполняются неравенства (12) и (13), значит, на А»Ё» 


Отсюда имеем: 


ВИ 
4 _ У 3(вта) тим 
шез Ё» < шез Е У — < + У: У», 


0<*<1 


и, применяя предыдущую лемму, получаем: 


142 


4 
ВЕ 
и шез Е’ < —— ау 
р-—> оо 1 И 2п 


ни 
м—-— У: 


Обозначим через С, множество тех чисел х из отрезка [0,1], для 


которых 
ОТ 

« №979) т 

7. НУе о“ —Уе. 


На множестве С„Ёр 


следовательно, („ЕЕ Ер. Так как 


тей, = —Уь, 
то 
шез С»Е» > шезС, — Ув 
и, значит, 
шез Ёр > шез Ср -— Ус. 


Применяя лемму, находим: 


ла пез Ёр > ——= 


р—><о 
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Когда в->0 в:-›0, и мы получаем: 


№2 12 
Пт шез Ёр = ей \ е 25’ ци. 
р-е0 сУ2 , 
Теорема доказана. 
Поступило 
19. ХТ. 1957 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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С. М. НИКОЛЬСКИЙ 
ВАРИАЦИОННАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучается решение одной вариационной задачи Гильберта 
в пространстве, где предельные значения варьируемых функции с одной и 
другой стороны заданной поверхности удовлетворяют некоторому линей- 
ному соотношению. 


$ 1. Введение 


1. Гильберт в своей работе (17) рассмотрел следующую задачу. 

На комплексной плоскости А (или на римановой поверхности, со- 
стоящей из нескольких листов) задан замкнутый контур Г и класс Ж 
кусочно-аналитических функций ], обладающих свойством 


р нь а 


и таких, что их предельные значения /, и ]_ на Г соответственно изнутри 
и извне Г удовлетворяют условию: 


и —/.=1. р (2) 
Кроме того, функции / 6% подчиняются условию 
ар =; (3) 


у 


где + — отрезок, заданный вне контура Г. 
Ставится вопрос о существовании минимума вариационной задачи 


пы. 0 [1] (4) 
И 
в классе 9%. 

Ограничившись контуром Г, состоящим из конечного числа отрезков, 
параллельных осям координат, Гильберт доказывает существование решения 
вариационной задачи (4) и устанавливает, что минимизирующая функция и 
ость функция, гармоническая на К — Г.В случае, если Л есть риманова 
поверхность, на функции ] класса У накладывается дополнительное 
ограничение, в силу которого функция ] должна удовлетворять опреде- 
ленным условиям регулярности в точках ветвления А; контур Г при 
этом не должен проходить через точки ветвления. 

В настоящей работе мы решаем аналогичную, но несколько более 


общую вариационную задачу в п-мерном пространотве = 1 ТОЧОВ 
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(21,..., 21). Именно, мы задаем в В, замкнутую дважды непрерывно 
дифференцируемую поверхность А и вне Л (вместо отрезка) — (п — 1)-мер- 
ный нараллелепипед 1. На Л, кроме того, задаются три функции: а (О) ==5, 
(0) и „(0), где а и Б непрерывно дифференцируемы, а х (09) 
подчиняется более слабым ограничениям, естественно вытекающим 
из постановки задачи; они будут выполняться, например, если 
х (0) удовлетворяет в метрике /.. (Л) условию Липшица степени 5 -- в (=>>0). 
Рассматривается класс 3 функций, заданных на И и подчиняющихся 
условиям: 


рй= (>) ав < о, (5) 
а на Л (6) 


и условию (3), и доказывается существование и единственность минимума 
вариационной задачи (4), а также то обстоятельство, что и есть функ- 
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ция, гармоническая на А — А, Производные )„ Понимаются в 0боб- 
п 


щенном смысле. 

Из условия (5) уже следует существование предельных значений }, 
и / функции ] на А почти для всех нормалей к Л (или предельных 
значений в среднем) извне и изнутри Л. 

Таким образом, функция и, минимизирующая вариационную задачу (4), 
обладает следующими двумя свойствами: 1) и ДЖ и 2) и — гармоническая 
на В — Л функция. 

Однако нетрудно видеть, что среди гармонических на К — Л функций 
можно определить бесконечное множество принадлежащих к классу ЭХ}. 
Таким образом, сами по себе свойства 1) и 2) не определяют еще экстре- 
мальной функции и вариационной задачи. Поэтому естественно возникает 
вопрос, каковы те дополнительные (кроме 1) и 2)) условия, которым 
должна удовлетворять функция ], чтобы она обращала в минимум задачу 
(4), т. е. чтобы она была равна и. Мы показываем, что эти дополнитель- 
ные (необходимые и достаточные) условия сводятся к следующим: 

3) какова бы ни была непрерывно дифференцируемая определенная 
на Л функция ф, должно иметь место равенство: 


т | [Ф, (0, 9—5 (0, 5) (9) ал =0. (7) 
5—0 


Здесь пара (©, 5) обозначает точку, отстоящую от точки ОЕЛ по нор- 
мали к Л на расстоянии |5| и находящуюся с внутренней или внешней 
стороны Д в зависимости от того, будет ли 6 положительным или отри- 
цательным; то обозначает дифференцирование по этой нормали (внеш- 
ней или внутренней). 

4) На бесконечности функция и должна иметь свойство: 


(5) 45, = ой") (р оо), (8) 


где о — поверхность шара радиуса р с центром в начале координат. 
Таким образом, наша вариационная задача решает следующую крае- 
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вую задачу, имеющую единственное решение: найти на В — Л гармони- 

ческую функцию, для которой выполняются условия (3), (5) -- (8). 
Отдельно исследуется случай п =2. При п=2 условие (7), выражен- 

ное на языке предельных значений ны может быть заменено эквивалент- 


ным условием, выраженным на языке предельных значений (У и!) 
сопряженной к и гармонической функции. При постоянных а и 6 возни- 
кающая при этом краевая задача делается частным случаем хорошо 
изученной методами теории аналитических функций задачи Римана — При- 
валова в теории сингулярных интегральных уравнений [см. (5)]. При 
а=б = 1 получается задача Ю. В. Сохоцкого [см. (16\)]. 

Среди приведенных в настоящей работе вспомогательных лемм отме- 
тим лемму 6.15, в которой оценивается интеграл от квадрата несколько 
более общей, чем гармоническая, функции, взятой по поверхности А», 
отстоящей на расстоянии Й от Л. 

Я хочу выразить здесь благодарность А. В. Бицадзе за ценные за- 
мечания, высказанные им по поводу этой работы. 


$ 2. Предварительные сведения 


2.1. Пусть С обозначает область п-мерного пространства В» = КД. 
Функция /, по определению, принадлежит к Г.,(С), если она имеет 
интегрируемый квадрат на С; таким образом, 


2 
У, © = ИР < =. (1) 
б 
Это обозначение мы сохраним и для (п — 1)-мерных областей {с С. 
Если, кроме того, функция ] имеет на С обобщенные частные про- 
изводные с интегрируемым квадратом, так что 


рел=\ У(ы.) 96 < со, (2) 
1 


то говорят, что функция ] принадлежит классу И’, (С) Соболева [см. (14). 
Положим 


ас» = 7, 6 + Вел. (3) 


2.2. Рассмотрим ограниченную односвязную область С с границей А, 
принадлежащей классу С5. Таким образом, из каждой точки ОЕЛ можно, 
как из центра, описать сферу достаточно малого радиуса, которая высе- 
кает из Л кусок (открытое множество) с, содержащий строго внутри себя 
(по отношению к Л) 0 и проектируемый взаимно однозначно на одну из 
(п — 1)-мерных координатных плоскостей. Если считать условно, что это 
есть плоскость (11,..., Х„_1), то с определяется уравнением 


и, нь, 3-7). 69 (1) 


где о’ есть (п — 1)-мерная (открытая) область (проекция с на плоскость 
т, = 0), а функции ф есть функция класса С. на о’. 
. . (1) 
Отметим некоторые свойства функций 16 И’ (С). 
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Если область С отображается в другую область ( точек (и1,..., И) 
при помощи преобразований 


1 = $. (21, ик) = ами (2) 


непрерывно дифференцируемых и обладающих якобианом, ограниченным 
сверху и снизу на С положительными константами, то функция 
1=/(и,..., И»), рассматриваемая как функция от переменных и, также 
принадлежит к классу И (С) [см. (*), $ 1]. 

Заметим, что интеграл (2) и. 2.1 при замене переменных по форму- 
лам (2) преобразуется по обычным классическим формулам, как если бы 
частные производные от / были непрерывными; отсюда, в частности, 
следует, что 

К 91 о ри 
рт = У(>.) @ ее, (3) 
Я 1 
где с — константа, не зависящая от рядом стоящего множителя. 

В достаточно малой (п-мерной) окрестности куска с поверхности Л, 

о котором говорилось выше, можно ввести координаты 


ое: ИЕ Ч (4) 
обозначающие следующее: 

Если из каждой точки Л провести нормали (внутрь и вне С), то на 
некотором достаточно малом расстоянии д от Л все они не пересекают- 
ся. Поэтому каждая точка РЕС из достаточно малой окрестности кус- 
ка с единственным образом определяется координатами (4), где 


О, окна Фе {2,5 За 0 И т, и б- 66" 


— точка Л, из которой выходит нормаль к А, такая, что на ней ле- 
жит точка Р, а й — расстояние от’Р до О, взятое со знаком плюс, ес- 
ли РЕС, и минус, если РФС. 
Преобразование 
—> 
а 
(для области У., представляющей собой достаточно малую окрестность 
куска 9), есть частный случай преобразования (2) [см. по этому поводу 
у = ха) 
(8), $ 4] и потому, если 6 И’. ” (С), то функция ], рассматриваемая как 
функция от (21,...,2„_1,й), принадлежит классу У а. 
‹ = 1 
2.3. Если функция /6И’® (С) и граница Л области С принадлежит 
классу (5, то ] можно продолжить за пределы А на все пространство 
‚ и 7(1 ь 
В так, что продолженная функция ЕЙ’ (В), 1=0 вне некоторой 
области @’2@и 


убв, << и ея (1) 


где константа с не зависит от ] [см. (°), (") и (1]]. 


1 
2.4. Если 76 И’? (@) и Л принадлежит классу С., то имеет смысл 
функция 


Ил. = $. (1) 


Именно, функцию / можно видоизменить на множестве п-мерной 
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меры нуль и после этого получим я 


\ и ЗАО, 

в 0 
тде Акс С есть поверхность, отстоящая от Л по нормали на расстоя- 
нии Й [см. ($), 5 4]. 


1 
Функция ф принадлежит классу н(з) (^) Тех." 65): Уса (8), $2; 


8 
в (*) дано определение классов И]. Это означает, что фЕДь (Л) и су- 
ществует константа М такая, что на каждом куске о, определяемом, 


например, координатами х:,...,71„_: (см. п. 2.2), имеет место не- 
равенство: 
Е 
(ИФ, о Аа ам 
у ‚ й > > рэ) 
(2) 


Е 
д р 


И 


будем писать фе н(з) (А; М). 
Справедливы неравенства: 


М <сУрБел (3) 


Чтобы отметить, что ФЕН ) при определенной константе М, 


[Ик < с (У Ре + Иво), Г 
второе из которых хорошо известно. Они вытекают из следующих фак- 
тов. Продолжим } за пределы С на В» так, чтобы продолженная функция 
принадлежала классу И’ (А„) и выполнялось неравенство (1) п. 2.3. 
Заметим, что И’ (В„) < И (В„), и если считать, что М, — наименьшая 
константа, с которой Е Но (В„; М,), то имеет место неравенство 
<. с: Ур», [7] [см. (7), лемма 3]. Поэтому, принимая во внимание тео- 
рему 5.14 работы (3), будем иметь: 


Рекс + М < с Ув Е Мы) «(ИЕ Урал), 


откуда следует неравенство (4). Далее, оставляя в этом неравенстве 
только константу М и применяя к первому члену правой части нера- 
венство Пуанкаре [см. (1), стр. 75], получим: 


М < ва (ба) - 96}. 
а 


Если в этом последнем неравенстве функцию ] заменить на с, 
где с— константа, подобранная так, чтобы первый член правой части 
обратился в нуль, то от этого величины М и 0Ос[]| не изменятся, а 


(+) 


2.5. Если >>0 и определенная на Л функция ФЕН, (А те. 


это влечет неравенство (3). 


| 
если ФЕГ,(Л) и выполняется неравенство (2) п. 2.4 при “=> ев, то 
существует в В (а следовательно, и в (С) функция /, принадлежащая 


* Имеет место также равенство Пт } = ф, когда точка Р 6 С движется по норма- 
ли к соответствующей точке О Е Л почти для всех нормалей. 
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классу НЯТ9 (В) и тем более классу И’ (В), для которой имеет место 
равенство (1) п. 2.4 (это следует из теоремы 6.1 работы (3)). 


При с = 0 этот факт не верен, так как класс н(® ) А 
и продолжаемые и не продолжаемые до класса я функции Фф. 

Однако возможно и в других терминах дать необходимые и доста- 
точные условия. Нам они не будут нужны; отметим только, что в дву- 
мерном случае, когда А есть гладкий замкнутый контур и Ф можно 
рассматривать как функцию от длины $ дуги Л, необходимым и доста- 
точным условием является конечность ряда * 


) содержит в себе 


Уке Е) оо, (1) 
1 


где аки 6. — коэффициенты Фурье функции ф периода [, равного длине Л. 
Свойство (1) эквивалентно тому факту, что ФЕГ, (А) и 


| 
} 
[см. (15)]. 
Этот критерий распространен Б. М. Бабичем и Л. Н. Слободецким 
(*) на более общий случай [см. еще (1$)]. 


и 9 Дико 


и2 


©. — 


1 
Условимся в дальнейшем, что функция ФЕЙ (=? (Л), если она об- 


ладает тем свойством, что существует функция ТЕМ (В) такая, что 


ПА. 


Аналогично определяется и класс й (8) (5), где с — некоторый ку- 
сок А. Очевидно, 

Е: Е Е. 
нд ей (лен, (А), 


2 


2.6. Пусть область С, содержит внутри себя дважды непрерывно 
дифференцируемый контур А, @.—С=С(,, а на С, задана функция } 
такая, что Е И’® (С) и ДЕЙ’? (С,), но при переходе через поверхность 
А может нарушаться существование обобщенных производных функции {. 
На основании сказанного в п. 2, 4, существуют предельные значения в 
среднем ** ], и] функции ] на Л соответственно изнутри и извне Л, 


р 


принадлежащие классу и ВА: 


* Достаточно взять в качестве @ круг единичного радиуса. Если } Е” (С), то, 
на основании вариационного принципа, гармоническая функция и, имеющая те же 


граничные значения ф, что }, принадлежит классу | (4). Но 


со 
сш == Ук -ы) 
1 
[см. (“), гл. ТУ, $2, а также (10), стр. 249], где а, и В, — коэффициенты Фурье 
функции ф. Наоборот, из сходимости этого ряда следует, очевидно, что и 6 70) (б). 
** Нетрудно установить, что и почти всюду по нормалям к А. 
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2.7. Для дальнейшего будет существенно, что из условия (2) а 
следует условие (1) п.2.1. Это обстоятельство обосновано в леммах 2.8 
и 2.9, которые, помимо известных фактов, содержат некоторые нужные 
нам новые оценки. 

2.8. ЛЕММА. Пусть на прямоугольном параллелепипеде 

А = {а; а. <, (= ОА ор ‚п} 


задана функция }, имеющая обобщенные частные производные такие, 


что Од [< со. Тогда почти для всех точек Р—= г Е 
ле (п— 1)-мерной меры из А, = {а, <т ен 1} имеет место 
равенство: 
и =) —. Иа, (Р; илай. (1) 
При этом ф Е Г. (А!) и выполняются свойства: 
|7(Р, =") — Ф(Р)[ аА, =0(2,) (5,.—0), (1’) 
А, / 
Ако < с (| као -- УРА 0) м (2) 
[$ [екльд < с (|7 + У ВА) (3) 


(неравенства (2) и (3) известны; см. (14), п.п. ы. м 9,15). 
Доказательство проведем для двумерного случая, так как в и-мерном 
случае рассуждения аналогичны. 

Будем считать, что 1х: =х, 1. =у, а =а, В =Ь, а. =0, В, =8. 

Из условия леммы следует, что после видоизменения } на множестве 
двумерной меры нуль для почти всех д функция /(5,у) относительно у 
будет абсолютно непрерывной [см. (3)] и 

ар 
7(в-у/) — (ву) = \ у, ий (0<у<у<1) (4) 
Е 
откуда ед 


(рльш Нелдва) < (ны ди | ‘а=) < 


6 


<( лока КИЕу (ИЕ 0. © 


С другой стороны, после, быть может, второго видоизменения на мно- 
;жестве двумерной меры нуль, функция ] почти для всех у по д абсолют- 
но непрерывна. Однако существует такое значение уз, для которого функ- 
ция ] (5х, Уо), как функция от х, при переходе от первого ко второму видо- 
изменению изменится только на множестве одномерной меры нуль. Но 
при втором видоизменении ](х, У) абсолютно непрерывна на отрезке 
а<т-<Ь. Далее, в силу (5), функция ](х,у) —/(х, У) относительно х 
на [4,6] при всяком У имеет интегрируемый квадрат. Поэтому и /(х, У) 
обладает этим свойством. 

В частности, 

$ (2) = (+, 0) 6 Ё, (а), 
и из (5) следует (1’). 
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Далее, почти для всех д и для всякого у6е[0,5] справедливо равен- 
ство: 


(ву) = 9 (2) + Л, (2, и) Чи, (6) 
откуда следует: 
2 д + (Л, (ри) аи ) |. (1) 


Интегрируя по А, мы приходим к неравенству (2). Разрешая урав- 
нение (6) относительно $ (2), легко получаем неравенство (3). 

2.9. ЛЕММА. Пусть на односвязной области С с границей А власса 
С. задана функция ], имеющая обобщенные частные производные такие, 
что Пс []] < ©, и пусть 1 есть (п —1)-мерное дифференцируемое много- 
образие класса С», принадлежащее к С, такое, что его можно продолжить 
за его (п -- 2)-мерную гранишу с сохранением класса Сь, либо 1 гомеоморф- 
но шаровой поверхности в В„. Тогда 


ф=лЬ ЕР» (1), (1) 
ГЕ 1» (С) и существует константа Сс, не зависящая от }, такая, что 
ке < Се ИФрыю + У Вел) (2) 


(это неравенство известно, во всяком случае, когда 1 — граница С *). 

Доказательство. Прежде всего заметим, что, какова бы ни 
была область С, такая, что С, © С, ее можно покрыть конечным числом 
прямоугольных параллелепипедов, принадлежащих к С. Поэтому, на ос- 
новании леммы 2.8, 6 Г, (С\) и, следовательно, ГЕ И’ (С ,). 

Вследствие предположенной гладкости поверхности * существует 9>0 
такое, что все нормали к 1] на расстоянии 6 не пересекаются между со- 
бой. Обозначим через И (п-мерную) область, состоящую из точек, отстоя- 
щих от 1 на расстоянии (по нормали), не превышающем 9. 

Если () — произвольная точка 1, то сферой достаточно малого радиу- 
са с центром в точке О можно вырезать из { площадку с такую, что 
отрезки всех нормалей длиной 26 (с серединой в точке {) образуют об- 
ласть оС УТ, в которой возможно ввести локальные координаты, как 
виа 

Область У можно покрыть конечным числом областей Ус. Применяя 
к каждой из них лемму 2.8, легко получим, что фЕГ., (1) и 


У Ььсу) < са (Фи У Ве М). (3) 


Определим поверхность Аз с С, отстоящую от Л по нормали на рас- 
стояние 6, где 6 настолько мало, что в области @®, ограниченной по- 
верхностями Ли А,;, возможно ввести локальные координаты (как 
В н:2.0). | 

Далее, рассечем пространство В„ сеткой при помощи и — 1-мерных 
гиперплоскостеи, параллельных осям координат, на п-мерные кубики А 


* См. формулу. (9.13) работы (14). 
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М 
настолько малые, что можно указать связную область а АЕ, состоя- 


1 
щую из кубиков Д» сетки, так что Д, С У иобласть С. содержит в себе Л... 
Очевидно, при А =1 из (3) следует: 


ак < 6 ( [Фо + УБем). — (4) 
Но это неравенство (быть может, при большей константе с.) будет, оче- 
видно, выполняться и для всякого А =1,..., М, если принять во вни- 


мание неравенства (2), (3) п.2.8 и то обстоятельство, что 'С. — связная 
область (от одного кубика к соседнему можно переходить через общую 
грань). Следовательно, из (3) и (4) будет вытекать, что 


есь < сз ([Ф|о Е УИ Ва М). (5) 


Таким образом, 6’? (С) и на основании неравенства (4) п.2.4 
имеет смысл функция 


ти. == —= 7Й: (Аз), 
причем 


ИХ ехлз ) < са (а, + УБИ < в силу (5) с, ($ во УБЯ). (6) 


Далее, в окрестности произвольной точки ОЛ мы можем значения 
функции | в области С) почти для всех х,,..., 7, записать в локаль- 
ных координатах в виде 


р 

Е о \ И. (ть. жы зи) а, 05158, 
5 

откуда, написав неравенство, аналогичное неравенству (7) п.2.8, и при- 

няв во внимание, что конечное число отмеченных выше окрестностей по- 

крывает С), легко получим, на основании (6), что 


НУ [св < в (Фи + УВ. (7) 
Так как всегда можно считать, что С@, -- а) > (, то из (5) и (7) сле- 
дует (2). | 

2.9.1. Лемма 2.9 остается верной, если граница односвязной области 
С состоит не только из окружающей ее . поверхности Л класса С5, но 
еще и из другой поверхности А, (лежащей внутри А). При этом Л, мо- 
жет иметь край. Важно только, чтобы Л, можно было продолжить (че- 
рез край) так, чтобы получить поверхность Л” класса С», гомеоморфную 
шаровой поверхности. 

В самом деле, построим в С два продолжения Л” и А” так, чтобы 
Л* содержала 1 внутри себя, а Л”, наоборот, имела 1 вне себя. Пусть 
(+, есть область, ограниченная Л”, и С, — область, ограниченная Л” и 
Л. На основании 2.9, справедливо неравенство (2), в левой части кото- 
рого можно вместо С поставить С, или С»›, но тогда и С = С, -{ (4... 


$ 3. Класе Ж 


3. Будем по-прежнему рассматривать область С с А, ограниченную 
(ограниченной) поверхностью А класса С.. 
Зададим на Л три функции: а(Р), 6 (Р) и х(Р) (РЕЛ). Функции а и 
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$ будем предполагать имеющими непрерывные частные производные (по 
координатам, через которые эти функции могут быть выражены при по- 
мощи равенств вида (1) п.2.2.). Кроме того, пусть а=0 на Л. Что 
касается функции х, то мы предполагаем, что она принадлежит 
1 

классу и И, 

Введем в рассмотрение поверхность \, которую будем считать пред- 
ставляющий собою (п — 1)-мерный прямоугольный параллелепипед, на- 
ходящийся вне *Л. Не ограничивая общности, будем считать, что 1 


определяется неравенствами; 
= ага ты. в В. 
Определение 1. Функцию }, заданную на А, будем считать при- 


надлежащей классу 9%, если она удовлетворяет следующим условиям: 
1) всюду в ВА, исключая Л, функция ] имеет обобщенные частные 


производные и > и при этом 


ри=рыш=\ (27 ан <> () 
уе т 


р 
2) имеет место равенство: 
а}, —Ь]_=х на Л, (2) 


где /,, /_— предельные значения } на Л соответственно изнутри и из- 
вне Л; 
3) и =0. (3) 


у 


Определение 2. Функция } принадлежит классу ЭЖ, если ДЕЖ 
при х(Р)==0 на Л. 

ЛЕММА 1. Класс Э не пуст. 

Эта лемма доказывается при меньших ограничениях на а(Р), чем 
это было предположено выше. Именно, предполагается, что функции 
а(Р) и В (Р) одновременно не равны нулю. 

Доказательство. Зададим произвольную точку ОЛ и шар Го 
с центром в О настолько малый, что внутри него имеют смысл локаль- 
ные координаты (21,...,2„—1; №) и что он вырезает из А кусок о, на 

1 
котором а(Р) = 0 или 6 (Р) =0. Из того, что х(Р)Е я) (Л), следует 
существование функции Е (К), так что Гл =х. Таким образом, 
принимая во внимание сказанное в п.2.2, получим; 


Я —1 
р 


Очевидно также, что для одной из функций 


нет 7 и_1;№) 7 А», и: № 
т а О 


Т—1) Яссы 


* 
Выводы, полученные в этой работе, остаются верными, если 6 Е 0 и параллеле- 
пипед у находятся не вне, а внутри области, ограниченной поверхностью Л. 
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также будет иметь место: 


Вуд [2] < < или Вуд [+ о, 


а 


в зависимости от того, будет ли на То а-+0 или 6-0. 


7 1 
Функцию « В первом случае или -- во втором случае можно про- 


должить за пределы То на К так, что продолженная функция, которую 


ай через ф, будет принадлежать классу И’) (®) (см. п.2.2) 
и-ф |, = 0. 


Очевидно 
-. в случае а 0, 
= р в случае В -Е 0. 
Определим на А функцию /9 (21,...,72) при помощи равенства 
= | и 
или 


_ ]—ф вне А, 
о о внутри Л. 


Функция Го будет, очевидно, удовлетворять свойствам 1) и 3) опре- 
деления 1 и частично свойству 2), именно: 


ао. — В/о_ =х на в = 0. 


Так как наше рассуждение имеет место для любой точки ОЕЛ, то, 
применяя лемму Бореля и процесс склеивания *, подобно тому как это 
делалось в 8 6.1 нашей работы (7), мы можем построить на А функцию 
7, удовлетворяющую всем трем свойствам определения 1, т. е. принад- 
лежащую классу 9%. 


$ 4. Формулировки основных результатов 


4.1. ТЕОРЕМА. Среди функций } класса ЭЖ существует, и притом 
единственная, функция и, для которой осуществляется минимум вариа- 
ционной задачи 

ши Ри=ры (РИ=Вь 
169% 
при этом функция и — гармоническая всюду, кроме Л. 

4.2. Следующие утверждения эквивалентны: 

а) функция и удовлетворяет условиям теоремы 4.1; 

6) функция и@9% и для нее справедливо равенство: 


Ри, Л= Вы, Л= \ У 2% 9 ав=0 (1) 
В й 


для всех /@Ж; 
в) функция и принадлежит 3%, гармоническая на В — Л и для всех 


* Идея этого процесса исходит от Хестенса и Уитнея. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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: Са 
фЕ р (Л) или для всех непрерывно дифференцируемых на Л функции 
1 ре .й се Ее А = 7 
Иш \ (©; 9—0; —9) 4 (2) 
А 


\2 
\ (6) 4, = 0 (р!")  (р— 05). (3) 
де 
ый 
Здесь и (0; 5) — значение функции и в точке Р = (0, 8), которая на- 
ходится на нормали в ОЕЛ на расстоянии |6| от (© с соответствующим 


знаком, и т (0; 8) (|5| < 45) обозначает производную от и в точке (0; 5} 
дп 


по направлению внешней нормали к поверхности Лз, состоящей из то- 
чек (0; 5) с заданным 9. 

При п =2 формула (3) есть следствие того, что гармоническая функ- 
ция и ЭХ. 

Вместо условия (3) можно взять другие эквивалентные условия [см. 
условия 3) п. 6.1.2]. 

г) При и =2 функция и, гармоническая на К — Л, принадлежит к ЖЖ 
и для любой сопряженной к ней функции И почти для всех $ (5 — длина 


дуги Л) существуют предельные значения И, и Т_ на Л, удовлетворяю- 
щие равенствам: 


1 
\#(5) 43 =0, (4) 
0 
(8 \ (04 + №=0, (5) 
0 
где 
№ (5) = 4 У,Ь, (5) =Га—УЬ (6) 
И \› — зависящая от У постоянная. 
1 
4.2.1. Если а=4, 6=0, хб РА 5) (А), то, очевидно, функция и, о ко- 


торой идет речь в теореме 4.1, тождественно равна нулю вне Л, и 


теорема 4.1 дает решение вариационной задачи, соответствующей внут- 
ренней задаче Дирихле: 


шш Ре [Л = Оси]. 
Пл=х 

Пусть, далее, и — функция, гармоническая внутри области С, огра- 
ниченной Л, и) =ки и=0 вне А. Тогда в рассматриваемом случае 
интегралы, стоящие в левых частях формул (2) и (3) п. 4, 2, равны 
нулю и и травиальным образом удовлетворяет условию в), а значит, и 
условию а). Таким образом, функция и единственна. 
=. (ы 
Если а==0,-6=4, ЕН. (А) те С, то утверждения 4.2 (см. 
сноску на стр. 608) подобным образом дают обоснование существования 


и единственности гармонической функции и, решающей внешнюю задачу 
Дирихле и удовлетворяющей свойству О [и] < <. 
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$ 5. Доказательство теоремы 4.1 и эквивалентности утверждений 
а) и б) п. 4.2 


5.1. Неравенство Пуанкаре. Если © — произвольный шар в 


77а) 
В и УЕМУЬ (6), то существует конетанта с, не зависящая от /, такая, 
что 


НИ < 2 < | /4а)° + Вы 


м ар. ТЭЬ 

5.2. ЛЕММА. Пусть функция 76 И’ (4) и область С содержит 
(п —1-мерный прямоугольный параллелепипед 1 = {0 < <{1;: 1=1,.... 
....П— 1}, причем 


ы=ф 9 =0. (1) 
76 
Тогда существует константа с > 0 такая, что 


Фи < с УРГУ. (2) 
Доказательство. Пусть функция /’ удовлетворяет условиям 
леммы. Тогда, в силу неравенства (3) н. 2.4, 
Я а 
ФЕН.” (1; М) и М«сУБИ.. (3) 
Продолжим функцию Фф за 1 на параллелепипед —1 <лх;<1 (1=1.... 
....П — 1) четным образом относительно каждой координаты и затем перио- 
дически, с периодом 2, — на все подпространство А„_. На основании 


теоремы В. К. Дзядыка (3), такое продолжение приводит к функции /, 
1 
принадлежащей классу НЬ * + (с›,М) периодических периода 2 функций 
по каждой из переменных (21,..., 2,1). При этом, вследствие (1), 
ЗИ 51 
| — \ ат, ... ата = 0 
—1 1 
и, следовательно [см. (13)], существует константа сз такая, что 


1$ |2.) < М «в силу (3) <«УИБИ. 


5.3. ЛЕММА (основная). Если ® < В — произвольный п-мерный шар, то 
существует константа с» такая, что для всех } @ № 


ПЛ иы) < Сы У ВЫ (1) 
Доказательство. Пусть 769% и 65 — шаровая поверхность, 


внутри которой находятся шар ® и поверхности Л и 1. 
Обозначим через С. область, ограниченную поверхностями (класса 


СА п: 
На основании леммы 2.9, 4 
| сы < с: (фк -- У ВУ, 
где с, — константа, и так как для функции ф выполняется равенство (1) 
п. 5.2, то, в силу леммы 5.2, 


НУ Йььс» < © ИБРТА: (2) 


3* 
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Кроме того, на основании (2) и 2.4 (4) 


| [1 < ИВМ. (3) 
Но из того, что / №, следует: 
Ь 
р — и 
и так кака и $ непрерывны и а = 0 на А, 10 и 
У, [ск < « УБЛ. (4) 


На основании леммы 2.9, где в качестве { берем границу А области 
С, получаем: 
| ку < с (| У» Пк + У ВЛ) < в силу (4) <« УРИ. (5) 
Из (2) и (5) следует (1), так как ос @ + Л С.. 
5.4. Доказательство теоремы 4.1. Пусть 


1312 [7] = 
16% 


м 


Пт О [/,|=4 (@-> оо), 
16% 


При помощи обычных ны [см. С), стр. 98 или (10), стр. 264] 
получаем: 
реа —>0 (п, т — оо), 
и так как и, /ж @ ЖЖ, то, по лемме 5.3, для всякого шара © < В имеем: 
| 7» — /т [1 (в) < С-В — 10 (п, т). 


Таким образом, существует функция и с интегрируемым квадратом 
на любом ос В ие Вь[и]| < ©, так что [ем., (7), лемма 4 или (3), 
лемма 1.2 или (5), стр..76] 
|7 — м |1.) —> 0, 


Рь[/.—и]->0 (-оо) 


(но и, конечно, может не иметь производных при переходе через А). 
Для любого з > 0 можно указать такое `М, что для всех п, т> № 


т - > Вь [® — Ут] 


и, следовательно, 


> Бо /„— и]. 
В ‘силу произвольности ‹ ©, получаем: 
>В [/, — и]. 
Таким образом, функция ‚и. ВН свойству 1) класса Жи 
В [и] = 


Можно утверждать (см. п. с существование на Л предельных 
функций и_ ии,, которые для какого-либо шара «, содержащего в себе 
А [©м. неравенство-(4) п. 2.4], удовлетворяют условиям: 

|1) 


ыы Зе (и щы + УР)? Чо 5:0 
| №, а | ии 
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Поэтому из того, что для м выполняется свойство 2) класса 5%, сле- 
дует, что оно выполняется и для и, т. е. 


аи_ — би, =х на Л. 
Из подобных соображений, на основании неравенства 
| со < с (|1 — № [ше Е УР — и) 0, п, 
где < — 1, следует выполнение для и’ свойства 3): 


оо == 0: 
у 
Таким образом, и 69. 
Функция, для которой достигается минимум в классе 9%, единственна, 
так как если бы, кроме и, была ни другая функция и:, то для лю- 
бого шара « мы бы имели: 


а и би, в = — 40 [№] ++ 
28 [и] ЕЁ 20 [и] < — АХ - 24а 2а<0, 
так как ^ > 4, и, следовательно, 
| И =. 


Функция и — гармоническая вне А, так как если бы она не была 
гармонической на каком-либо шаре «, расположенном вне Л, мы могли 
бы заменить ее другой функцией И, совпадающей с ней вне и на поверх- 
ности Л. шара < и гармонической внутри «. Затем в случае необходи- 
мости (это может оказаться нужным, если кусок ‘ пересекает ©), мы 
прибавим к И, константу с так, чтобы функция У =И, + с имела сред- 
нее значение по 1, равное нулю. В результате получилось бы, что У 6 Ж 
и ОУ] < О [и] = 4, что невозможно. Теорема 4.1 доказана. 

5.5. Свойства а) и б) п. 4.2. эквивалентны. Действительно, 
если функция удовлетворяет условию а) и / 6, то для любого, вещест- 
венного Х 

Ри = Ви + 26 в, ЛР, 


откуда следует равенство а п. 4. 1, т. е. условие б). 
Наоборот, если и обладает свойством 6) и РЕЖ, Р=и- р, то 
ГЕЖ и 
В[Ер= В] + ВЛ > В [в] 


т. е. для и выполняется свойство а). 
Это рассуждение хорошо известно и приведено для полноты *. 


$ 6. Оценка некоторых интегралов для гармонической функции 
на бесконечности и вблизи граничной поверхности 


6.1. Введем в рассмотрение единичную сферу с пространства А с 
центром в начале координат. Каждая точка РЕД, не совпадающая с 
началом координат, определяется однозначно парой (о, 0), где р— рас- 


* Впрочем, это рассуждение, так, как оно проведено, показывает, что нет необ- 
‘ходимости оперировать с функциями (вариациями) } (© 2] < ©5), равными нулю на 
некоторой полосе, прилегающей к границе Л области, а затем замыкать класс этих 
функций, как это обычно делают. 
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стояние Р до начала и О — точка пересечения луча ОР с с. Функция 
{, определенная на А, может быть записана в виде 


У {неа тп) 5 7 (6; 0). 
Пусть © есть область, состоящая из всех точек В, находящихся вне 
сферы с. 
6.1.1. ЛЕММА. Пусть / — функция, имеющая в области © обобщен- 
ные первые производные и 


Ро [Л] < о. (1) 


Тогда если видоизменить } на множестве п-мерной меры нуль так, 
чтобы после этого она почти для всех ОЕ з была абсолютно непрерывной 
по о на любом конечиом отрезке 1 <р -3Ь (1 << с) (что всегда воз- 
можно), то 


) Рас = 


бо 


ыы И, (2) 
У со” В тм 


где с — положительная константа, не зависящая от 0, и з, — сфера 
радиуса о с центром в начале. 

Доказательство. Будем считать, что функция /(0; 0) уже видо- 
изменена на множестве меры нуль, как сказано в условии леммы. Тогда 
для любого о> 1 почти для всех Ос 


1(е, 0) =1(1; 0) + \ № (в; 0) аз, 


н.о 


где /(1, 0) имеет интегрируемый квадрат на о: 


Ра; бузова < 55. 


[о 


Отсюда следует: 


Ире - Ира < 


е с 


<? (/ ла; Фив + и р (} (а Фа) 4) < 


б 1 


1—п ты 


И 
1 [о 


1—п 


+ ии (\ 7, (в; ©) из 4 


[е2 


—1 2. п 


и = Эр {В+ \и * Ух ав}, (3) 


1 


ыы 
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где 


/ * — 
^ (и) = 15 Фуше = (у.е, 
с °р 
есть, на основании (1), определенная почти для всех и оси и 
и суммируя на этой оси положительная функция. Для нее, таким обра- 
зом, имеет место равенство: 
со 
\ ^(аи—=А < о, 


1 


и, следовательно, в силу неравенства Шварца, 
р 1 о 1 


ИЕ ИЯ (ига АМ т, 
1 . Я / НЕ п > 2 
Это обстоятельство влечет за собой формулу (2), если принять во вни- 
мание формулу (3). 
6.1.2. ЛЕММА. Пусть и (0; О) есть функция, гармоническая на © и 
удовлетворяющая условию По [и| < со, что влечет 


—. ди\2 
о (1) 
Тогда: 
1) имеет место равенство: 
(9) 45 =Оф-") @>2), ©) 
бо 
которое при п>2, вообще говоря, в смысле порядка не может быть 
улучшено; 
2) при п = 2 это неравенство на самом деле точнее: 
ди \? = 
\ (5) в» =0%% @>2) (3) 
625 


а всегда выполняется равенство 


д 
|8 995 —0; (4) 
6 


3) при п>2 для того чтобы имело место равенство 
‚ди^э + 
( (6%) 95 = оф") (фо), (5) 
бо 


необходимо и достаточно, чтобы для функции и (1; 0) = 8(0) выполня- 
лось одно из условий: 


8 (@) 4 =0 (6,) 
: ди 
ра ) [2 98 Е 


\ ом > = (63) 
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для какого-либо р >1 или для всех р21, и тогда правая часть равен- | 


ства (2) есть О (07"\). 
Доказательство. Удовлетворяющую условию леммы гармониче- 
скую вне единичной сферы с функцию и (р; 9) можно записать в виде 


и (0; 0) = Ах Хр” (9) (Оба, 1 << 5), (7) 


где $, (0) (у=1,2,...) — определенные на с функции, представляющие 
собой некоторые линейные комбинации из полиномов Лежандра различ- 
ных порядков*, и А — константа. 

Для дальнейшего будут существенными только следующие свойства 
функций ф, (у = 0,1,2, ...): 

1) <, — непрерывные на с функции, 


2) \ $949 =0 (+), 


[о 


3) Фо (0) = соп3в, 


поэтому 
4 =0 (=1,2,...) (8) 
И 
\и (4; 0) 43 = \ оз = Фо. (9) 


Следует учесть, что ряд (7) записан несколько необычно, в нем не 
выделены коэффициенты Фурье функции и(1; 0) и потому функции Фф 
фактически зависят от и. 


Заметим, что в силу (7) и ортогональности функций $, на с имеет 
место равенство: 


ди\? ди? ыы 
Обр 45 = Др) втае = Хоп рука 
“о р] 0 
1 со 
ег (т — 2-м, (10) 
6 
где 
а, — | (04. (11) 


[2 


* Равенство (7) можно получить из равенства 


со 


со 

и(Р) =и(о; 9) = У и $, (с08 т) и (1, 0’) 4в = Ур’, (0), (*) 
0 б 0 

приведенного в томе П Куранта — Гильберта, гл. ТУ, $2, для гармонической внутри 

шара, ограниченного сферой с, функции. Здесь |с | — площадь поверхности с и у — 

угол между радиус-векторами точек Р (или О) и О’ (точки интегрирования по б). 

Соответствующее равенство для гармонической вне с функции получим (см. там же, 


з с - 
гл. ТУ, $ 1), если в правой части (*) заменим $ на р? и умножим ее на о” ". 


| 


| 
| 
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С другой стороны, 


1 со 
к-\\ (5%) 454 = ре ы < 6+0 = (2) 
0 


ос, 


т 
где хх означает, что при п = 2 член, соответствующий у =0, надо опу- 
стить, и с — положительная, не зависящая от у константа. 
Заметим, что если р>2 ип 2, то 


[Я 


м. ЗУ 


где с — не зависящая от у = 0,1,2,... константа. Поэтому 


> (Уи — 2)? ЕО Е ие, 


откуда, вследствие (10) и (12), а 


к) 94 < рт, 


бр 
где константа с не зависит от 022. Этим доказано утверждение 1) 
леммы при п > 2. 
Если п =2, то в ряде (10) член, соответствующий значению у = 0, 
равен нулю. В этом случае для о>.2 имеет место неравенстьо: 


оо 
чье зрмеена < ура, 

во 1 1 

т. е. доказано утверждение 2) леммы. 

Пусть теперь п>2. Из рассмотрения ряда (10) видно, что равенство 
(5) справедливо, тогда и только тогда, когда в ряде (10) коэффициент 
а, = 0. Но это обстоятельство, в силу (9), эквивалентно выполнению или 
равенства (6,), или (65), или (6.) для какого-либо р>.1 или для всех 
021. Этим доказано утверждение 3) леммы. 

Примечание. В случае п>2 примером гармонической вне единич- 
ной сферы функции, удовлетворяющей условию 1) и не удовлетворяющей 
условию 3), является функция и = 0? ". 

6.1.3. ЛЕММА. Если функция } удовлетворяет условию леммы 6.1.1, а 
и — гармоническая на & функция, для которой 


{а ° 
о 
$ (6) 4. = оби"), (2) 
5. . (те 
и О = › =2 
т ти @>1). (3) 


Доказательство. Заметим, что на основании леммы 6.1.2 при 
п —=2 условие (2) есть следствие условия (1), причем в правую часть 
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условия (2) в этом случае можно написать О (р 3). Далее, на основании 
той же леммы, из (1) и (2) следует, что правая часть (2) есть на самом 
деле О (0-"-1). Поэтому, принимая во внимание лемму 6.1.1, будем иметь: 


[киа <)/\ (52) 436 У} аз, < 
и58 “р “р 
п-1 ты 
——- Ус 11; (1 ==12, 
о. ) | аа 
\ У ср", й. >, 
6.1.4. ЛЕММА. Пусть Д = {а <<, 1=1,...,п—1} есть неко- 


торый прямоугольный (п — 1)-мерный параллелепипед и в Н»„ определен 


кусок с = с, поверхности при помощи равенства: 


А 


реф, . 2, „бо 4), (Фит: ЕА, 


где функция ф имеет непрерывные частные производные второго порядка. 
Пусть, далее, Уз есть п-мерная область, прилегающая к с с одной сто- 
роны, состоящая из точек, которые можно корректно определить (как 


в п. 2.2 *) при помощи координат (11,..., Я; Й), где (11,..., 2—1) Е А 
м бро. 
, т , 5 
Аналогично определяются 5’ =, Со и Узы С Тв, 6’ = ей где 
: 5 а 
Аи инф, 1=1,....п—1 . 

Гогда существует положительное настолько малое число "|, что если 
из произвольной точки @ = (2®,..., 2%; №) ЕТ’ описать шар ©», ради- 
уса №, то он будет полиостью принадлежать к !ъх и координаты 
(7,..., 2; №) любой точки в, будут удовлетворять неравенствам: 

12—20], |#П— № < А. (1) 


Доказательство. Обозначим декартовы координаты произвольной 


точки РЕГ. через Р=(ил,..., И»): Они связаны © координатами 
(%1,..., 7—1; №) при помощи преобразований: 
и =, Ри (@=1,..., п 4), щ=Ф(2,..., 2) - Ва, 
где 
9 — 4 (т, мые 1) (2) 


суть косинусы углов, образуемых нормалью к о, которая проходит через 
Р. При условиях, наложенных на ф, преобразования (2) один раз непре- 
рывно дифференцируемы и в пределах 0<1А<5 взаимно однозначно 


обратимы с якобианом, ограниченным сверху и снизу положительными 
константами. 


Пусть 
4; = Ф; (1... И) ((=1,...,п— 4), (3) 
й = Фь (и... ив) {и.о ие Ка, 


о ы ь - 

Координата # может иметь и любой другой геометрический смысл. Важно 
только, чтобы формулы (3) п. 6.1.4 давали взаимно однозначное непрерывно дифферен- 
цируемое преобразование с якобианом, ограниченным сверху и снизу. 
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ь 2 
суть обратные преобразования по отношению к (2), и пусть 


9%: | 
и. 


и Г. (4) 


д 


Я 


Возьмем произвольную точку 


О = (29,..., 20; в) = (и0),..., и®) И 
и опишем вокруг нее шар ®», радиуса 11%. Координаты (21, ..., Ж.—1; й) = 
= (и:,..., и») произвольной точки Р6с,, будут, очевидно, удовлетворять 
неравенствам: 
|5; — 20 | = |ф, (в... ‚ т) — $; (и®,.5.,и®)| < 
у 
<КУ и — и | «ПМ @=14,.... п 1), 
1 
[8 — №] = |Ф, — $® | Зи Муйь. 
и и 8 
Если принять во внимание, что (20), и 2) Аи ОА оО 


цля того чтобы РЕТГ.5, достаточно, чтобы 
пМу < 1. 


6.15. Далее будем считать, что положение произвольной точки РЕС 
вблизи поверхности Л определяется парой Р = (0; №), где О есть точка 
А такая, что исходящая из нее нормаль проходит через Р, и А — поло- 
жительное число, выражающее расстояние от Р до О. Если А есть 
дважды непрерывно дифференцируемая поверхность, то это соглашение 
при достаточно малых А корректно (см. п. 2.2); й может иметь и другой 
геометрический смысл (см. сноску на стр. 618). 

ЛЕММА. Пусть и(Р) есть непрерывная функция, определенная в 
(открытой) области С, ограниченной дважды непрерывно дифференци- 
руемой (ограниченной) поверхностью 5. При этом пусть выполняются 
следующие условия: 

1) га = М? < оо; (1) 

б 

2) существует константа К такая, что если 9 — шаровая поверт- 
ность с центром в произвольной точке РЕС, полностью принадлежащая 
к Ц, то 
К 
|1 (21 т м1 9 (2) 

5 

где |$| обозначает величину площади 5 (в частности, если и — гармони- 
ческая на С, то К=1). Тогда существует константа Сс, зависящая 
только от С, такая, что при достаточно малом 68 выполняется нера- 
зенство: 

\ и? (0; В) аЛ < СеК*М*°, 0<1<5, (3) 

А 
где интегрирование производится по ОЕЛ. 

Доказательство. Зададим произвольную точку АЕЛ. Можно 
указать некоторую часть о поверхности Л, содержащую строго внутри 
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себя точку А и удовлетворяющую (при соответствующей перенумерации 
координат 1+) всем условиям предыдущей леммы. ег как в этой 
лемме, число 5 >> 0 и области И С Ув С @ (> — >) : 

Пусть теперь Р = (0; №) — произвольная точка Го. Тогда Об’ и 
о. На основании предыдущей леммы, шар ©», радиуса № с 
центром в этой точке полностью принадлежит к Г.в и на нем, таким 
образом, определена функция и, для которой, в силу (2), имеет место 
неравенство: 

[ш(Р)|"" < 12| 45, (0<^< 4, 
рт 
где х — площадь поверхности п-мерного шара радиуса единица и $, — ша- 
ровая поверхность радиуса г с центром в точке Р. 


Проинтегрируем левую и правую части этого неравенства по г на 
интервале (0, 1 №) и применим к правой части неравенство Буняковского: 


тп Ро 


у № ый К 
Ру | | 45; ак = = \ | | дон, < 
0 $, р. 
ЗеКЬ и } и’, , (4) 
р, 


где с, — константа, зависящая только от п. 

Введем при оценке интеграла, стоящего в правой части неравенства (4), 
координаты (51,...,2„—1; Й), считая, что точка Р = (29), ааа 20); во). 
Как мы знаем (см. п. 2.2), якобиан перехода к этим координатам 
от декартовых для достаточно малых й ограничен сверху положительной 
константой, которую мы обозначим через с». Учитывая неравенства (1) 
предыдущей леммы для координат (71,...,2„_1; И) точек шара <»,, будем 
иметь: 

хо, хо эп. 


\ и’, < со \ ) \ ит... Ай = 


ль ха, „Фа, ® 
по По 21 
= с \ ... \ \ и? (7) 2, ..., 20 2; №) @...92. а. МЫ 
—ь — 0 


Заменим интеграл в правой части неравенства (4) интегралом, стоя- 
щим в правой части неравенства (5), возведем в квадрат левую и правую 
части (4) и проинтегрируем по Обо’, где Р = (0; ). При этом учтем, 
что кусок о (соответственно о’) определяется уравнением хи = ДЕ АНЕ жр 
где (51,..., 2,1) ЕД (соответственно (2..2) А”, так что элемент по- 
верхности с можно записать в виде: 


А т 
РН. мг 
к 


откуда 
ЧАСЕ, 42%... ао: для’ оно зерен, 
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Таким образом, имеем: 


и 
\ и? (0; в) а < К?" < \ 
д’ ны 
5 
т—1 2 По т 21 
\ \ ее \ \ и? (20) ЕЕ 2, 29, "РОЩИ: й) 4х, ... Ч, 4% : 
—№ —№0 з 
аи—1-+ р 
42%... 42%. 


5 
Заменим порядок интегрирования 2; и 10) и учтем, что № <. 
Тогда получим: 


и? (©; в) ал < 


с’ 


ь, и 1 2, 
«еаК*®о" (2%)" о \ а маи в) ал...ат, ай < 
а: НЫ @ | 
А \ и?аС, | (6) 


Усё 


где последнее неравенство имеет место в силу того, что якобиан пере- 
хода ‘от координат (1,,..., 2,1, й) к декартовым ограничен на Го. 

Таким образом доказано, что любую точку АЛ можно окружить 
кусками с’С ос Л так, что при некоторой константе сь, зависящей 
только от с’и с, выполняется неравенство (6) для всех и, удовлетворяю- 
щих условиям леммы. Но, согласно лемме Бореля, А можно покрыть 
конечным числом таких кусков. Поэтому 


|2 (@; №) аА < У\ =: БаА Зоо? аб. (по о), 
И б о С ) : \ 


если 65, достаточно мало, и лемма доказана. 
6.1.6. ЛЕММА. Для функции и, удовлетворяющей условию леммы 6.1.5, 
выполняется следующее в известном смысле более сильное, чем соотноше- 


ние (3) п. 6.1.5, равенство: 
и? (0: Вал =о(в1) (в>0, #№-0. (1) 
Л Я 


В самом деле, в неравенстве (6) п. 6.1.5 константа с не зависит от 
п, ид, где 0.< 2% < 8. Если положить 6 = Зо, то 


\ и24С — о (№) (№-—0) 
Лоб 
и, следовательно, 


\ и? (0; в) ал =0(') (№—>0). 


о’ 
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Переход от о’к А при помощи леммы Бореля сохраняет это свойство, 
т. е, приводит к равенству (1). 


$ 7. Доказательство эквивалентности свойств б) и в) п. 4.2 


7.1. Введем в рассмотрение поверхности ЛА45 и Аз, состоящие из 
точек, отстоящих на расстоянии 6 >0 по нормалям от А соответственно 
с положительной (внутренней к замкнутой поверхности Л) и отрицатель- 
ной стороны А. 

Если 6>0 достаточно мало, то поверхности А45 и А_5 определяются 
однозначно (см. п. 2.2). При этом в слое, ограниченном этими поверх- 
ностями, положение любой точки однозначно определяется парой Р = (0; 5), 
где ОЕЛ и есть (единственная) точка, из которой выходит нормаль к Л, 
проходящая через Р, а д — расстояние с соответствующим знаком 
от Р до О. Функцию Ф, определенную в указанном слое, 
можно рассматривать как функцию Ф\(0О, 6) от пары (0,64) и, в част- 
ности, если Ос [Ф] < со, где С — область, ограниченная поверхностью, то 


\ Фа, = \Ф* (0, 9%, Эл, 
Аб А 
так как замена 


4Л =^ (0, 8) ал (1) 


связана при условиях, наложенных на гладкость Л, с непрерывно диф- 
ференцируемым преобразованием, имеющим якобиан * (0, 5), ограничен- 
ный сверху и снизу положительными константами. 

Заметим, что, очевидно, 


1 (О, 8) = 1 (2) 


5>0 


равномерно относительно ОЕЛ. 
7.2. ЛЕММА. Пусть и — гармоническая функция на В — Л и | — функ- 
ция, имеющая на Е — А обобщенные производные. Пусть, кроме того, 


Рш <, \ (3) 43» =о(-", РИ, рю, = 4) 


бр 


где з› — шаровая поверхность радиуса © с центром в начале координат. 
Тогда 


О[а, | = Де [м, П ЕЕ 


х О. ди 
= Ви \ [5% (0: 91. ©) —5% (0; —8)/_ (ал, (2) 
А 
ее рев = предельные значения } на А соответственно изнутри и извне и 
и 
ет (0; 5), 55 (0; —5) — производные по внешней нормали соответственно 
и Ах, А. | 


Доказательство. Воспользуемся формулой Грина 


ий ‹ >. . 3 
= Хок 46 — вы /4Г— | 7ашаб = и ГГ, 


С 7 
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которая справедлива, если Ос [7] < со, и — функция, гармоническая на об- 

ласти, содержащей в себе область (+ и ее границу Г (непрерывно дифференци- 

руемую). Здесь и обозначает направление внешней нормали к Г. 
Обозначим через (5 область, ограниченную поверхностью Л; (распо- 


ложенной внутри Л5), и через С. — область, ограниченную поверхностями 
А и с. Тогда 


р [и, П РЕЯ 19 [и, Д К |114.6) 6 [и, Я НР 
=> >0 


— 
— № [а/ аль — и и / А] т ) в 9. (3) 


где п — направление внешней нормали к ДА; и ЛА_5. 
Функции и и ] удовлетворяют условиям леммы 6.1.3, поэтому 


> со 
с 


|1 ди 
пи \ 5 / 3, = 0, 
р ‘ 
у | 

С другой стороны, вводя в рассмотрение предельные значения 7, (0) 
и / (0) (см. п. 2.6), где ОБЛ, и произведя замену по формулам (1) 
п. 7.1, получим: 


По [ИА — | АА +] = Иша \ 5, (0,5) И (0; 9) —1. (@)1%(@; ЭаА— 


6->0 
А й_ А 


— Вю |, (0; —8) ©; —9—/ (© @; —Э4^+ 


Л 


; дир. ди’. 
= Е 5) 1, (@— 5, (@; — 5) 1 (@19А + 


+ (5, (0; 97. (0). ©; 8) — Пал — 
5>0 
— 65% (0; —8) 7 (0) Г (@; —8) — П4А = ша в... Ва. 
6—0 6—0 5.0 


ди : 
Начнем с оценки /15. Так как 5„ есть некоторая линейная комбина- 
ди ди 
ция С ограниченными коэффициентами из частных производных 2 И ду › 


представляющих собой гармонические на К — А функции, то из условия 
О [и] < со, на основании леммы 6.1.6, * получаем: 


№ (в) = 15% (@; 8" 4А 501) @-0). (4) 
А 


* Можно обойтись без леммы 6.1.6. Из условия 2 [и] < со следует, что при доста- 
ди 


ы 2 
точно малом 85 имеем \ Ф (5) 45 < оо, где Ф (5) = \ (=) 40. Следовательно, сущест- 
0 ^$ 
вует убывающая к нулю последовательность чисел 8;, для которой Ф(5,) < 
с 
< 3, 18) <о(5,) (5, —0, с >0). В наших рассуждениях достаточно считать, что б 


стремится к нулю не непрерывно, а дискретно. 
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Кроме того [см. формулу (5) п. 2.38], 
\/ ©; 9 — + (@рРал =0(8, 8—0. 


А 
Следовательно, положив 


М> |^ (0; 8)|, ОЕЛ, 0<58%5%, 


будем иметь: 


ом знал И ие: —/.@РаА-0, 8-0. 6) 
Л Л 


Аналогично доказывается, что 
115|->0 (5->0). (6) 
Далее, в силу равенства (2) п. 7.1 и того обстоятельства, что функция 
Х (0; 5) имеет непрерывные частные производные первого порядка, имеет 
место оценка: 
| (0; 8) —11< 6. 


Поэтому, принимая во внимание неравенство (4), получим: 


| Тв | < с, УЗИ Мм 30 в 
Л 


Аналогично оценивается /55. 
Этим доказано равенство: 


Ма | \ ал — ( = /аА-| = 
Л 


5->0 
Л5 _5 
= Во = Е: (0; 5) /. (0—5 (©; —8) 1 (@1а^ 


в предположении, что предел справа (или слева) существует *. 
Но пределы Ос, [и, /] и 05, [и, /] существуют и, следовательно, су- 
ществует 
И 135 = р [а, Д, 
5—0 


что доказывает лемму. 
7.2.1. Следствие. Если, кроме условий, наложенных в лемме 7.2, 
функция ГЕ, то 


: ди и 
Ри, п ва оз 5) — 5% (0; —8)| $ (0) 40, .(1) 
где 


7.2.2. Замечание. Так как, по условию, а есть непрерывно диф- 
ференцируемая на Л и не равная нулю функция, то из того, что 
1 


ЕЛ, 


2 


(Л), следует, что 
р 
— к рт 2 
А: Нз’ (А). 
* 

Отметим, что равенство (6) (в предположении, что один из пределов существует) 
сохраняется также, если заменить Л на какую-либо часть Л’С Л и соответственно 
Л, Л, —на Л,, Л_5; при том нетрудно видеть, что Л’ может быть переменной 
областью, зависящей от 5. 
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Я 
Наоборот, если ФЕЯ," (Л), то можно построить функцию ГЕЛЬ та- 
кую, что /_ =аф и ], = 6. Таким образом, предел интеграла, стоящего 
1 
в правой части равенства (1)п. 7.2.1, существует для всех фЕ Я А), 
7.3. Доказательство эквивалентности свойств б) и в) 
п. 4.2. Пусть задана функция, удовлетворяющая условию 6). Имеем: 


и 6% и для любой ДЕ) 
О [и, Л =0. 


В качестве / Е 9% возьмем любую такую функцию, но обращающуюся 
в нуль вне некоторой сферы с,, содержащей внутри себя ЛД; тогда, на 
основании п. п. 7.2.1 и 7.2.2, 


Иша \ [65% (©; 9) а5, (0; — 3) +(@)49 =0 (1) 
не 

для всех ФЕН,” (Л), а следовательно, для всех непрерывно дифферен- 

цируемых на Л функций 5. 

С другой стороны, мы можем определить функцию / ©, тожде- 
ственно равную нулю внутри шара с центром в начале, содержащего в 
себе Л ит, и тождественно равную единице вне другого большего, кон- 
центрического с ним шара. Для такой функции, на основании равенства 
(3) п. 7.2, имеем: 

= р; 7] = Ш | 5,95. (2) 


бр 


Вследствие утверждения 3) леммы 6.1.2, заключаем, что для функции 
и выполняется равенство: 


о в 


и, следовательно, функция и удовлетворяет условию в). 
Пусть теперь функция и удовлетворяет условию в), т. с. и Е и 
й 
имеют место равенства (1) (пока для ФЕ в 6 лу) и (3); пусть, кроме 
того, /©9.. Тогда, в силу леммы 7.2, имеет место равенство (2) и. 7.2. 
Но правая часть этого равенства равна нулю, так как ее можно за- 
т 
менить (на основании 7.2.1) выражением вида (1), где функция ФЕ НА, 
а следовательно, и левая часть равна нулю. 

Остается доказать, что в утверждении в) достаточно считать, что 
равенство (1) п. 4.2 выполняется только для функций ф класса Ст, 
определенных на Л, чтобы из условия в) следовало условие 0). 

7.3.1. В самом деле, зададим произвольную функцию / 6 3%, имею- 
щую (вплоть до ЛА) непрерывные частные производные на В— Л. Для 
нее, по лемме 7.2, справедливо равенство (2) п. 7.2. Правая его часть 
равна нулю, так как ], и /_, а следовательно (по. 7.2.1), иф имеют на 
А непрерывные производные. Таким образом, ОЭ[и,/=0 для 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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всех / №, имеющих на А — Л непрерывные частные производные; но 
тогда Д[и, /| =0 для всех ДЕЛЦ. 


$ 8. Доказательство эквивалентности свойств в) и г) п. 4.2 (п = 2) 


8.1. Пусть п=2 и функция и удовлетворяет условию в), т. е. она 
гармоническая на плоскости (5, у), исключая замкнутый контур Л, 
вЕЖ и 


1 
: ди $ ди в 
— (2:0). - а —(& — 9) ФО 1 
Иша \ [5 (5 ›) д (8 ) (6) (1) 
Е 0 
м 
- 772 . : еды 
для всех ФЕН,” (А), где 4$ — элемент дуги Л и [ — длина Л. 
Обозначим через У =\У (5х, у) какую-либо гармоническую функцию, 
сопряженную к и. 
Если Ф($) есть функция периода [, имеющая производную с интегри- 
а 
руемым квадратом на периоде, т. е. если ФЕИ’, ”. (А), то, в силу усло- 
вий Ноши—Римана, 


1 


[2 > (5, 5) —а о ($, — й ф (5) 48 = \ [‹ = ($, —0)—Ь РЕ: —5\] $ ($) 45 = 
| 
= 6, — 9) (@9/— 16, 9 69) =0 (>0) (2) 
0 
На основании того, что 
ТИТ = Во, (3) 


имеет место существование пределов 


У, = Им (5, 5), Т = щИ (5, —5). 60) 


8—0 5—0 


почти всюду. Кроме того, У (5, 6) и У(5, —5) стремятся соответственно 
кИ, и! в смысле среднего квадратического на [0, Д. Поэтому из (1) 
и (2) следует равенство: 


[И (а9)'— И, (69/14 =0 (4) 


©. >< 


для всох ФЕИ". (Л). 


Если принять во внимание, что произвольную функцию ФЕЙ”. (Д} 
можно записать в виде 


в -А+ 9 (04 


где А — произвольная постоянная и ©’ (#) — произвольная функция с ин- 
тегрируемым квадратом на периоде, удовлетворяющая дополнительному 
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условию 
| 


\“фи=о (5) 
0 
то левую часть равенства (4) можно записать в виде: 


1 
7 (а — И, враз = 
0 

1 1 1 


-А\в 5) @ + 59+ воно 6), (6) 
т 0 0 8 


ы ($) =Га— И, 
у (5$) =Га — И. 
и ^ — произвольная постоянная. Но тогда из (4) следует, что 
1 
\ы ($) &=0 (1) 
0 
и, кроме того, можно выбрать постоянную / ==). так, что 
| 
у (5) + (Фа - ю=0. (8) 
5 
Этим доказано, что при и =2 из свойства в) следует свойство г) (так 
как равенства (7) и (8) эквиваленты равенствам (4) и (5) п. 4.2). 
Пусть теперь при п = 2 выполняется условие г). Из того, что и 6 Х, 
следует соотношение (3) и потому И ($, 0) и Г (5, —0) стремятся соответ- 
ственно к И, иГЙ._ в смысле среднего квадратического на периоде. Из 
(7), (8) и (6), где № — некоторая конетанта, вытекает справедливость 
равенства (4) для всех ФЕЙ’. (Л) и, таким образом, для всех Ф, имею- 
щих на Л непрерывную производную. 
8.2. Следствие. Существует и притом единственная определенная 
на плоскости, за исключением А, аналитическая функция 


1 (2) = ий, (1) 
обладающая свойствами: 
%) = } [5 | 4еау = В < оо, 
2) 
8) аи, —би_=х на ЛА, 
я и г’ а’ (#)— У. (И (ИтаЕ=ь, 
0 
| 
5) ИВ, @ = 0, 
0 
®) \/45 =0, 


г. 
где р — заданная постолннал. 


В самом деле, мы знаем, что существует гармоническая функция и, 
обладающая свойством а) (п. 4.2), следовательно, свойствами &) и В), 
4* 
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где И — какая-либо сопряженная функция к и. При этом для и выпол- 
няется равенство 
ша 31 
Из эквивалентности свойств а) и г) следует, что для функции И вы- 
полняются равенства (7) и (8) п. 8.1 при некоторой постоянной 9. 
Прибавим к У константу ^, только для области, внешней к Л, так, 
чтобы выполнялось условие: 


у +) @8 = 0, 

. 
и, таким образом, условие 6). Число № мы уже определили однозначно, 
теперь прибавим к ИУ_ константу \› так, чтобы для функций 


т =И + №и У =И, + № 


выполнялось условие у), что приводит к равенству 
№а (0) — №16 (0) =в- №, 


которое однозначно определяет ^. так как, по условию, а (0) == 0. Для 
новой сопряженной функции У”, увеличенной внутри и вне А соответ- 
ственно на Л. и ^., будут, очевидно, выполняться условия 1), 0) и 6). 
Таким образом, подчиняющаяся требованиям следствия аналитическая 
функция ](2) существует. Она единственна, потому что существует един- 
ственная функция, удовлетворяющая условию а), и, в силу эквивалент- 
ности, условию г). Но изменить в Г) константу ^ так, чтобы имело 
место условие 1) при данном о, можно, как мы видели, только едив- 
ственным образом — нужно прибавить к И, и Г/_ соответствующие кон- 
станты М и *№». 

8.3. Из 8.2, как следствие, вытекает решение краевой задачи Сохоц- 
кого [см. (б), гл. 2, $ 37 и (=), гл. 2, $ 2], которую мы сформулируем 
следующим образом: 

Требуется найти функцию /(2), аналитическую на В—Л, такую, 


\ | 
1 95 


В 


©) 
> 
| 


‘ав о, (1) 


и удовлетворяющую на Л гранвичному условию 


1+—]-=*, (2) 
где предельные значения ], и /] Функции ] понимаются почти всюду*. 
Кроме того, функция ] должна иметь порядок —1 на бесконечности. 


Покажем, как существование и единственность решения этой задачи 
следует из 8.2 в предположении, что заданная на Л функция х = х ($5), 


* Заметим, что из условия (1) следует, что функция 1 (2) представима в областях 
внутренней и внешней по отношению к Л в виде интегралов Коши с плотностью, 
соответственно равной }, и ]_ (значения | зи/ 5 функции } на кривых А; и Л_5 
сходятся соответственно к ]. и ]_ в смысле среднего квадратического). Этим замеча- 


нием устанавливается связь между постановкой задачи Сохоцкого и приведенной 
выше [см. (16), гл. 2, $ 2]. 
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где а дуги Г, вообще говоря, комплексна и принадлежит 


) 


классу Я»? (Л). 
Положим х ($) = х, ($) + 1% ($), где х, и х, — действительные функции. 
Согласно 8.2, существуют функции 


Л (=) = +, (2) =, +, 


аналитические на В — Аи удовлетворяющие условиям: 


‘аВ<о, Ро, 


ри = \ [52 
В 
р — 1) м == > 


(в 8.2 надо положить а==6==1, р=0 и заменить х в случае /1 нах, 
а в случае ]. — на х>). 
Функция Г = - 1. будет обладать свойствами: 


БР коосоати Буа 


Первое из них говорит, что разложение /” в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки имеет вид 


Функция 


очевидно, удовлетворяет всем требованиям поставленной задачи. Она 
есть единственная функция, удовлетворяющая этой задаче, так как 
если бы существовали две такие функции, то их разность Р (2) была бы 
тождественно не равной нулю аналитической на А — А функцией, такой, что 
О [Е] < < и Ё, —Е =0 на Л. При некоторой константе С функция 
Е, =Е-Р С будет удовлетворять условиям &), В), 1), <) п. 8.2, где надо 
положить а=б==1, но это противоречит единственности подчиняющейся 
следствию 8.2 функции, так как тождественно равная нулю функция 
уже удовлетворяет условиям %) — о). 


Поступило 
12. ХИ. 1957 
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К. И. БАБЕНКО 


О НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе изучается приближение многочленами функций класса В”) 
и находится величина наилучшего приближения для этого класса. 


Рассмотрим класс В” ("г =1,2,...) функций 


аналитических в круге |2 < 1 и удовлетворяющих условию 


м < 


(1) 


Для класса В® до сих пор остается открытым ряд вопросов при- 
ближения функций класса многочленами, несмотря на то, что соответ- 


ствующие вопросы для гармонических функций решены давно. 


у с 
Обозначим, как принято, через И” (г =1,2,...) классе непрерыв- 


ных периодических (периода 2*) функций 
(= “. ое (ак с0з Ах + Бь зш Ах), 
К=1 
имеющих производную 1? (4), удовлетворяющую условию 
7’ ® [< 1. 
Обозначим через г„ (5, /) остаток ряда (2) в точке 5 и положим 
Ги (7) = шах |7» (2; /) |, 


т (И) = зар г» (]). 
ЛУ" (т) 
А. Н. Колмогоров (!) показал, что для любого натурального г 


ЕО о о 
м т ( 


(2) 


Если Е, (/) — наилучшее приближение функции 1 (2) тригонометри- 
ческими полиномами порядка п —1, то, как установлено в работе Фа- 


вара (°), р 


К, 
зпр Е» (7) = =, пет, В, 
лезу 
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2 о 4 ле ЕС БОННЕ ЕЕ 


; ь 
и, как установлено в работе Н. Ахиезера и М. Крейна (3), 


—> 


г К 
Пра (7) = =. тии 


где 7 (2) — функция, сопряженная к функции 712. в Аз К» вычисляются 
по известному правилу. 

Для класса В” аналог теоремы А. Н. Колмогорова установлен лить 
недавно в работе С. Б. Стечкина (“). 

Вопрос о наилучших приближениях функций класса В” до сих пор 
не был решен. 

В настоящей работе мы найдем величину наилучшего приближения 
в классе В“ и укажем простое доказательство теорем С. Б. Стечкина 

$ 1. Пусть 5, (2; /) —п-я сумма ряда (1), а 5» (2, /) — сумма Фейера 
Положим 


Гп (2; 1) = / (2) — 5% (2; Л). 


Основной результат работы (“) заключается в том, что 


с О 7) ы | 
з пт + Я = И 3 
Г: 1) = а --'О Я)’ п=г г - (3) 


равномерно в круге |2| <1 и равномерно относительно всего класса В“). 
Из соотношения (3) при помощи известных теорем Э. Ландау и Г. Бора 


следует, что при п > т 
1 1о5 (п - 1) 1 \ 
зир шах [ги (2; /)| = — т. +0( з = № 
1ЕВ(Т) 12151 5. т (в 1)’, 

Метод С. Б. Слечкина, при помощи которого получено соотношение 
(3), основан на тонких теоремах о числовых рядах. Однако, если вос- 
пользоваться формулой Коши, можно существенно упростить доказатель- 
ство соотношения (3). 

Так как 

(г) и 
” (2) = УК \)... (&—г+- 1) сай", 


Е>г 


то при п ги |2|<р<1 


к Е» 


: ЕЕ. 1 т (т) |4 45 
= \ СИР (а НЕ читы (°) 
12 УРА 
Во всем дальнейшем изложении мы положим 
рр 1 
С... Кери 
В силу аналитичности 7 (2), имеем: 
: 1 ке 7: Г Е 
5 = т | 7 У ш[(2) +8) ]& 
9 > 24 Е я + й 5 
мя ен [( =) ] 6 и 


откуда, положив 2 = |2|е®, (= ре, находим: 


1 = : 
гп (2; /) = — \ р’е"® {т (рейв) ъ “х (=) соз (Ф — 0) 46. 
е а: 


Е 
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Для того чтобы получить соотношение (3), достаточно к сумме, стоя- 
птей под знаком интеграла 


дважды применить преобразование Абеля. 
Для удобства введем обозначения 


Эа (р = + | ь о^ с0$ Аб, 
д 


Кир = р» 266,9. 


+1 


После преобразования найдем: 


У, вр с05 10 = — “а (о, 0) — (п -Е 1) Дан К (©, 0) + 
([=п-1 


У: 1-Е А’чКие, 8). 


1=п-1 


Подставим полученное выражение под интеграл и разобьем интеграл 
на сумму трех интегралов, согласно последнему выражению. Интегралы 
от первых двух слагаемых вычисляются сразу и соответственно дают 


— ао (2; 27/1 (2), 
— (п -+ 1) Ах"+ 15 (2; 27? (2)). 


Поэтому 


тн (231) = — бич" бир (2; /” (2)) — (п + 1) Ааиаан (в; 271” (2)) + 
со 2п 
ы > (1-1) А? = отеёт9 (т) (ре?8) К 


Иа 
1=п--1 ы 0 _ 


ОЕ. 


> 


Отсюда выводим: 


тах |7 ( 


2; /) + “п+12' Эта (8: ГО (2) | < 
12| «р 


<п-+ Ла, шах [94 (2; 2" (2)) | + 
[2 |< 


2" 


Ее у + Аи | К.Ф 0). 
[=т--1 | 0 


Но для 6 В® 
Ша и № по... 
12| <@е 
и, стало быть, ` 


тах | Ти (2; /) Е 9-12 5, (2; и") |< 


121 <? 
со 


< У (+ А аь + (21 + 3) Ааа 
1=п--1 


что и доказывает соотношение (3), так как р — любое количество < 1. 
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$ 2. Перейдем к основному вопросу нашей работы — к наилучшим 
приближениям функций класса В“) 

Наилучшее приближение функции ](2) в круге 
нами степени п —1 мы обозначим через Ё„ (0; 7), Е. (1; 1) = Е. (). 

Пусть р„_, (2) — многочлен степени п —1, пи, 


—1 
Р„_1 (2) = р ак 2. 
К=0 


Если у многочлена р,_, (2) первые г коэффициентов совпадают с соответ- 
ствующими коэффициентами ряда (1), то, на основании формулы (4), 
имеем: 


па-воная  ’о {Зы (++ = (1 
С =Р К—=0 —® 


АЕ“ 


<о<\1 многочле- 


Используя аналитичность функции ] (2), последнюю формулу можно 
преобразовать к виду: 


хо 


Пед — вы) = | 79| Хы (+ + Хы Нд 


2т1 


[СЕ 


в 


= 


где (А =...,—1,0,1,...,п— 1) — произвольные комплексные числа. 
удовлетворяющие только тому условию, чтобы ряд 


1 
т в м (2 
понеся 1 Зы 
— 
НИ [а 
ыы >ы в = 
Отсюда получаем: 
п—1 5 
Ш м 
. И: т) р , (=) 


+Хы=) |. | | 


Положив 
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мы можем последний интеграл переписать в следующем виде: 


[>>] 


2" 
м ро о Е, ей — р. ОК ок е-#и | 20 
ое. 


(2) 


>«—3 


Заметим, что если отыскивать минимум этого интеграла по обычным 
правилам дифференциального исчисления, то из необходимых условий 
экстремума легко найти, что для экстремальной функции Ф, (е-®) должны 
выполняться следующие условия: 

2к 

\ зап Ф, (2—8) ей 46 =0, Х=—п+1, —п +4 2,...,1,2,..., (6) 

0 


где зсп Фь (е-8) определяется из равенства: 
Фь (8) =|Ф, (<) |500 Ф.(Е-8). 
Простейшее решение системы (6) таково, что 
зап Ф, (2-8) = е- #9. (7) 


Мы покажем, что именно это решение реализуется в данной задаче. 
Для этого нам достаточно подобрать величины &; таким образом, чтобы 


® >) со 
> о Е ее -- я вок 10 — ет ф (0), $(0)>0. 
Е=—п- 1 К=п 


С этой целью мы введем два следующих интерполяционных многочлена. 
Пусть 2 (0) — непрерывная периодическая с периодом 2т функция. 


Положим 


—1 
ре И ОЙ =, ие 
е 0 1 8110 
0$ 7% У 
Ри (6; 8) = 2} 8(6,) еб соб. ВО - ва’ 
=. 
=. эт 9, 


510 7109 т И 


Чи (9; 8) = х 8 (8) 60$ 0 — с05 9, тт 
У: 


По определению В и 9„_, — тригонометрические полиномы степени 


<п— 1. 
Докажем несколько простых лемм. 
ЛЕММА 1. Пусть 5 (0) = с03 [(25 + )п-- Л, $ — целое натуральное, 


В--1,2,..., 2—4. Гогоа 


2 (0) — ри (6; 8) = 2056 У (— 1)" с0$[2 ($ — А) + 76. 


к=0 
Доказательство. Так как 2 (6,) = (—1)°" с0з6, (7 — п), то 
у 


8 (6) — ри—1 (0; 8) =8(0) + (—1)* У с086,(7—п) х 


У=1 


х ЕВ = (6) + (—1)` 08 (7 — п) 6 


`с05 0 — с03 6, 
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Таким образом, 


(9) — ри (8; Е) = ©08[(28 -- 1)п + ДВЕ (— 1) соз (7 — п) 0 = 


= 2 с0$ пб >= — 1)" соз [2 (8 —)п-- Л 


ИО 


Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Если 2 (0) = соз (2$ + 1) пб, то 


8 
2 (9) — рь1 (0; 8) = 2с08пб У, (—1)" с0$ 2(5 — №) пб, 

К—0 
где штрих обозначает, что слагаемое (— 1) соз 08 берется с коэффициен- 


1 
том =. 
Доказательство. Так как #(0,) =0 


(0) — ри (0; 8) = (0) = со8(25 + 1) пб = 


= 260$ пб а 1)" соз2 (5 — А) пб. 
К 


:—0 


Лемма доказана. 
Аналогично доказываются и следующие две леммы 
5 — натуральное, 


ЛЕММА 3. Пусть #(0) = зщ [(25+1)п— 79, 
а Г 


8 (0) —4,„_, (8; =) = 2911 пд р с0$ [2 ($ —А)п + 7] 0 
к=0 


ЛЕММА 4. Если 5 (8) = эт (2$ + 1) пб, то 


8 (6) —4,_ (9; 8) = 2510 У с082 (5 — #) пб. 


К=0 


Пусть теперь 


"ЗЕ У В, с0$ Аб. 
К —=0 


Рассмотрим интерполяционный многочлен р„_ (6; 8). В силу лемм 1 
и 2, мы найдем: 


>, 16050 — рии (0; соз &6)] = 


К=0 


8 (9) — рн (9; в) = 


© 21—11 
= я Ве туп-- ; {608 [(25 +1) п Д0— 
— Ри (6; с0$ [(25 + 1) +7] 8) = 


© 2п—1 $ 
= 20, В виа х (—1)* соз [2 (8 —А)п +476. 


$=0 7=0 — 
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Меняя порядок суммирования, получим *: 


& (9) — ри, (0; =) =2 с03пб У с0$ У0 У 4)” В 


У - (2 1) п’ (8) 
У=0 2=0 


Штрих у знака суммы означает, что первое слагаемое берется с коэф- 


фициентом а 
Если взять 
й (6) = У зш А 
К=1 


и проделать аналогичные вычисления с применением лемм 3 и 4, то по- 
лучим формулу, подобную формуле (8): 


со [(® >) 


й (8) —9._ Ив) = 25ттб У со УВ ии, (9) 


У=0 


Возвратимся к вопросу о нижней грани интеграла. Выше мы имели: 


| со 
Ф (2-9) = — ОТ Е ее > о® (ик е- 9 + Е, ей), 
—п- &—1 
Величины &х (& =п,п--1,...) будем считать действительными. Тогда 


х р® (с е- 18 | Е, еб) = р: о (ик + Е») с08А0 — 


А=й 
со со со 
—Е Ур (ак — &) зщ #0 = У, В, 00540 —# У, В" м #6. 
А=%® = К=® 


Коэффициенты &, выберем из условий: 


со 


со 
р {= т В+ (Ел _ — Вок о. 1, 2,... й 


К=0 


или 
со со 
® + ` — 
о (—1)* А = о РН И (10) 
А—0 К—=0 


Если подставить в эти уравнения вместо величин В, и В, их выра- 
жения через величины о^их и рик. то мы получим, что система (10) рав- 


носильна системе: 


У (— т а (5, Ут = браки) = #1 } рей и (9%, У Су: эт)» 
К=0 — 


где у=и, п -+1,.... Приведя подобные члены, мы можем эту систему 
и 


* Формулы (8) и (9) известны. Их можно найти в работе Б. Надя (°). 
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преобразовать к виду: 
со со 
р ра) п (ак) п = р сут арт, 
К—=0 


у=п, п 1, ... 
К—=0 

Отсюда видно, что достаточно взять 0” 5, = р’Ё?" 4», чтобы удовле- 
творить системе (10). 


Подставив найденные значения °,, мы получим: 


со со 
Ё Го % 0* зь В у 
> ([—1) Век" = 2) Врольр т 22°" буи, (11) 
К=0 А=0 
Используя формулы (8), (9) и (11) и выбирая соответствующим обра- 
зом величины &, А = —п +1, —п-2,. ‚п—1, найдем: 
со 
Фо (28?) = дей р р” 0,4 п С08 В. 
У= 0 
Но, по определению, 
ИР АЖ Е 
ры 1-0’ 14 2 Е, ды ей 
Поэтому 
со со 
м мы 9 Е п\ (1 угаре У (16)” с0$ У9 48 = 
0 п 608 == ем 0 ( ) б — 
У=0 0 У=0 
уз 1 1 р о 
Ом ЕЛЬ — гит ЕО 
эра аа 
0 


а >> 0. 
1 — 215 соз 0- Р 2? < 
Следовательно, построенная функция будет удовлетворять условию 
вой Ф. (2—8) ее ее, 
т. е. будет экстремальной. Теперь легко найти величину нижней грани 


интеграла. Для произвольной функции Ф (8) имеем: 


2" 


Фе) 4 > 


0 


2 
ето Ф (е-8) 48 | = 2 
0 


Для построенной функции Ф, (©) имеем: 


п. 


э— 


2 


| Ф, (2—8) 40 = \ ств Фо (2—8) 48 = кото. 


0 


- —9 


Из вышеизложенного следует, что имеет место 
ЛЕММА 5 *. 


со 


Нм || > 


со 
о Е ейкв № р* их © 16 | 40 — рта. 
о ты К=® 


* Из доказательства леммы 5 видно, 


что утверждение леммы имеет место для 
произвольной выпуклой последовательности Яя О 
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Из леммы 5, в силу произвольности |Сь вытекает 
ЛЕММА 6. Если }(2) ЕВ”, п>г, то 


м ть 
Вт) < п(п— 1)...‘ |) 


Покажем, что в классе В“ существует функция, для которой в со- 
отношении (12) реализуется знак равенства. 
Пусть 
и 
ие ЕР 
Тогда 0” (2) = "и (6 ВО. 
Рассмотрим 


№ (2) — Ри (2) = п®—\. ЕЕ [( т 6 ( 


| 


и. — 90 (О о 
По известной теореме, 


шах |“ — 0, ()|>1, 
т 


ОЙ = 


И 


5 
|2 | 


и знак равенства имеет место, если только О„_, ()==0. Поэтому 
|2 

Е" (|2 |, №) = п(п— 1)... (#1) ° 
Из леммы 6 и равенства (13) вытекает 


ТЕОРЕМА 1. Если } (2) В”, то при п». г 


(13) 


8% 


о 
Полагая |2] = 1, получим следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 2. Если / (Е В®, то при п" 
г 1 | 
ар = Уре 


Замечание. Если рассмотреть класс аналитических в круге |2| < 1 
функций, удовлетворяющих условию 


1 Во (2) < 1, |2|<1, 


гони» предыдущих результатов легко получится величина наилучшего 
приближения В рассматриваемом классе. А именно, имеет место следу- 
юцщее соотношение: 

зир Ё» (12|; /) = 

7 


42 ее 
пи > (25-1) (25-Е Оп [8+ Юп—1|... @28-- Юп-т+1 


$=0 
В заключение автор выражает благодарность С. Б. Слечкину за цен- 
ную консультацию. 


пр» г. 


Поступило 
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И. П. ЛАПЧИК 


О МНОЖЕСТВЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТОЧЕК РЯДОВ 
С КОМПЛЕКСНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе доказано, что если ряд с комплексными членами сходится 
при некотором порядке членов, то множество предельных точек частич- 
ных сумм этого ряда замкнуто и связно. 

Доказано также, что если областью сходимости условно сходящегося. 
ряда с комплексными членами является плоскость и если Р — замкнутое 
множество точек плоскости, то члены условно сходящегося ряда можно 


переставить так, что у полученного ряда множество предельных точек 
есть множество Р. 


Введение 


Рассмотрим условно сходящийся ряд 


12а (А) 


с комплексными членами. Пусть ряд 


ХУ, Ра (В) 
П=1 


получается из ряда (А)’в результате перестановки членов этого ряда. 
Будем говорить, что точка комплексной плоскости, являющаяся аффик- 
сом комплексного числа 2, принадлежит области сходимости ряда (А) 
(или, иначе, области сходимости множества Г, образованного из ‘членов 
ряда (А)), если либо сумма ряда (А) равна 2, либо члены ряда (А) 
можно переставить так, чтобы сумма полученного ряда была равна 2. 
В 1913 году Штайниц (*) доказал, что у условно сходящегося ряда с 
комплексными членами областью сходимости может быть либо прямая, 
либо плоскость. Мы будем рассматривать вопросе о том, каким может 
быть множество предельных точек частичных сумм ряда (В). Ранес этим 
вопросом занимался Хадвигер (3). 

Мы докажем, что предельные точки частичных сумм ряда (В) всегда 
образуют замкнутое связное * множество. При этом если областью схо- 


* Замкнутое множество К будем называть связным, если две любые точки т и В 
множества Ё либо можно соединить конечной =-цепью по точкам множества Е (&>0 
произвольно), либо для любых ^>О0и=>0 точку А (соответственно В) можно 
соединить конечной =-целью с некоторой точкой множества К, лежащей вне круга 
радиуса № с центром в А (соответственно в У, 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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димости условно сходящегося ряда (А) является прямая [, то множе- 
ство предельных точек частичных сумм ряда (В) есть либо точка на пря- 
мой [, либо отрезок прямой [ (конечный или бесконечный). 

Хадвигер доказал, что если область сходимости ряда (А) — прямая [ 
и если на прямой { дано замкнутое связное множество Е (т. е. точка 
или отрезок), то члены ряда (А) можно переставить так, что у ряда, 
полученного в результать э1ои иере_тановки, множество предельных точек 
есть множество №. 

Мы докажем, что если область сходимости ряда (А) — плоскость, то, 
какое бы замкнутое связное множество Ё на плоскости мы ни взяли, 
члены ряда (А) можно переставить так, что у полученного ряда мно- 
жество предельных точек есть множество Ё. Хадвигер доказал последнюю 
теорему лишь для случая, когда множество Ё выпукло. Но теорема 
Хадвигера доказана для п-мерного случая. У нас же теорема доказана 
лишь для двумерного случая. Вопрос о том, верна ли последняя теорема 
для п-мерного случая, в настоящей работе не рассматривается. 


$ 1. Теорема о множестве предельных точек условно сходящегося 
ряда с комплексными членами 


ТЕОРЕМА 1. Если ряд 


уз (А) 


с комплексными членами сходится при некотором порядке членов, то мно- 


жество Ё предельных точек частичных сумм ряда (А) есть замкнутое 
связное множество *. 


Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые определе- 
ния и две леммы. Возьмем ряд (А). Поместим начало вектора 2, в начало 
координат. Начало вектора 2 поместим в конец вектора 2, 
начало вектора 2.— в конец вектора 2 и т. д. Мы получим ло- 
маную /,, состоящую из счетного числа звеньев. Конечное число следую- 


щих друг за другом звеньев ломаной /, будем называть отрезком ло- 
маной /.. 


ЛЕММА 1. Пусть В и С — 08ве предельные точки ряда (А), Е — мно- 


жество всех предельных точек этого ряда, 1,[,...,(,...-— семейство 


ломаных, в совокупности лежащих в ограниченной части плоскости. Кониы 


* т ар: . 
А. С. Кронрод доказал теорему: пусть область сходимости условно сходящегося 
со 


ряда № 2„ содержит прямую [, и пусть при некоторой перестановке членов данного 
п—1 


ряда получается ряд, имеющий предельную точку вне прямой 1. Тогда область схо- 
со 


димости ряда № 2„ есть плоскость [см. работу (*)]. Из этой теоремы и из теоремы 1 
п=1 


со 
вытекает следствие: если область сходимости условно сходящегося ряда хх 2, — 
) п 
| | п 
прямая [, то множество предельных точек частичных сумм ряда, полученного из ря- 
да (А) в результате перестановки его членов, есть либо точка на прямой [, либо от- 
Я 


резок прямой / (конечный или бесконечный). 
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этих ломаных обозначим соответственно через Я и 
Вл, В,,...,В,.... Пра этом пусть 
5 
(В.В) <, () 
ы 5 
(С, С) <=, (2) 
а звенья ломаной [, (у =1,2,...) состоят из отрезка ломаной [. Кроме 
того, пусть номера членов ряда (А), вошедших в ломаную 1+1, больше 
номеров членов ряда (А), вошедших в ломаную 1, (у=1,2,...). Тогда для 


любого з >> 0 точки В и С можно соединить конечной з-цепью по точкам 
множества Е. 

Доказательство. Последовательность ломаных 1. ‚о ОсЛьеПОЕ 
следовательность континуумов (т. е. замкнутых связных множеств), к ко- 
торой применима известная теорема теории множеств [см., например, (?), 
стр. 39]. В силу этой теоремы, множество /— верхний предел последо- 
вательности континуумов (, [5,..., — есть континуум *. Очевидно, что 
континуум [ лежит в ограниченной части плоскости. Предположим, что 
точка 261. Докажем, что она является предельной для частичных сумм 
ряда (А). Для этого покажем, что если => 0 произвольно, то в з-окре- 
стности точки О найдется частичная сумма ряда (А) сколь угодно боль- 
шого номера. 

Возьмем натуральное число /Л настолько большим, чтобы для всех 


ее 5 
натуральных у > М каждое звено ломаной [, было меньше >. Так как 


точка ОЕ], то, по определению верхнего предела последовательности 
множеств, найдется ломаная [,, у >> М, такая, что на ней лежит точка Р:, 


удовлетворяющая неравенству: 
о (ВВ (3) 


В силу выбора М, точка С: принадлежит вектору — члену ряда (А), 

5 
абсолютная величина которого меньше >. Поэтому существует такая ча- 
стичная сумма ряда (А) (пусть на плоскости она изображается точкой Л).), 


что 


в (Р:, О.) < (4) 


2 
Но тогда из неравенств (3) и (4) следует, что 
о (2, 0.) <р(Р, В) +ь(Бь В) < +5 =е. 


Так как М можно взять сколь угодно большим, то номер частичной 
суммы, изображаемой точкой 0., может быть также сколь угодно боль- 
шим. Таким образом доказано, что каждая точка континуума [ есть пре- 
дельная точка для последовательности частичных сумм ряда (А). В силу 
неравенств (1) и (2), точки В и С принадлежат [, а так как [ — конти- 
нуум, лежащий в ограниченной части плоскости, то для любого => 0 
точки Ви С можно соединить з-цепью по точкам множества [. Но каж- 


* Точка принаенио верхнему пределу последовательности множеств, если в 
сколь угодно малой окрестности этой точки содержатся точки бесчисленного числа 


множеств последовательности [см. (?)]. 
5* 
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сш м 
дая точка множества [ принадлежит множеству Е. Следовательно, точки 
Ви С можно соединить з-цепью по точкам множества Ё, что и требова- 
лось доказать. 

ЛЕММА 2. Пусть ряд (А) сходится при некотором порядке членов, 
и пусть частичные суммы этого ряда лажат в ограниченной части, пло- 
скости. Обозначим через Е множество предельных точек частичных сумм 
ряда (А), ачерез В иС — две точки множества Е. Тогда для любого = > 0 
точки В и С можно соединить конечной =-цепью по точкам множества Р. 

Доказательство. Обозначим черз №» точку на плоскости, изобра- 


пк 
жающую частичную сумму ох 2„ ряда (А). Последовательность натураль- 
п=1 
ных чисел пк для К =1,2,... выберем так, чтобы удовлетворялись 


следующие три условия: 
1) пля ль для Й == 1, ани ьь 
2). пк— для К =1, 2,... таково, что 


р (№1, В) < тк: 


3) ‘пк для & =1, 2,... таково, что 


= 


б (5х, С) < 52 : 


Обозначим через {: отрезок ломаной /., состоящий из звеньев 2,11, 
2+...) ба» И Рассмотрим последовательность ломаных РА а 
В силу выбора пх для А =1, 2,..., последовательность Ц, [,... удов- 
летворяет всем условиям леммы 1. Поэтому, по лемме 1, для любого 
=>>0 точки В и С можно соединить конечной е-цепью по точкам множе- 
ства Ё, что и требовалось доказать. | 

Перейдем к доказательству теоремы 41. Замкнутость множества Ё, 
о котором идет речь в теореме 1, следует из того, что множество пре- 
дельных точек любой последовательности замкнуто. Докажем, что мно- 
жество Ё связно. Пусть В и ) — две точки, принадлежащие РЁ. Пред- 
положим, что существует такое  >0, что точки В и О нельзя соединить 
конечной з-цепью по точкам множества Ё. Тогда из леммы 2 следует, 
что частичные суммы ряда (А) не лежат в ограничежной части плоскости. 

Пусть >0и =_>0 произвольны. Проведем окружность радиуса 
К - во с центром в точке В. Замкнутый круг, ограниченный этой окруж- 
ностью, обозначим через Г. Так как частичные суммы ряда (А) не лежат 
в ограниченной части плоскости и так как точка В — предельная для 
частичных сумм ряда (А), то существует бесконечное число векторов — 
членов ряда (А), начало которых находится в круге Г, а концы — вне 
этого круга (векторы — члены ряда (А) — считаем расположенными на 
плоскости в том порядке, в каком они расположены в ломаной Г). 
Обозначим через М» точку на плоскости, в которую попала частичная 


ы 


сумма 2» ряда (А). Выберем последовательность натуральных чисел 
Ур 


п—1 
пк (Е =1, 2,...) так, чтобы удовлетворялись следующие условия: 
пк пк ЛЯ Те 
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2) все частичные суммы ряда (А), начиная с номера пк и кончая 


номером ик для & =1,2,..., лежат в круге Г; 
3) И›к—1 для  =1, 2,... таково, что 
5 
6 (М1, В) < ; 
4) пох для К = 1, 2,... таково, что 


р(№ь, Г) <, 
где Г’Ы— окружность круга Г. 
Проведем окружность с центром в точке В радиуса К. Эта окружность 
и окружность Г’ образуют кольцо. В него попадут все точки последова- 
тельности №, А =1,2,..., и, значит, в этом кольце должна быть 
предельная точка последовательности №. Обозначим эту предельную 


точку через С. Ясно, что точка С лежит вне круга К. Через [» обозна- 
чим отрезок ломаной [,, состоящий из векторов 


ток» ток 1-2, со 5 ток. 
Рассмотрим последовательность ломаных [,, [5,.... В силу выбора 
последовательности п1, п», ..., некоторая подпоследовательность, выбранная 


из последовательности [, [5,..., удовлетворяет условиям леммы 1. 
Следовательно, для любого > 0 найдется конечная =-цепь, соединяющая 
точки В и С по точкам множества КР. 

Таким образом доказано, что если точки В и Ш) множества Ё нельзя 
соединить в-цепью по точкам множества РЁ, то, какой бы круг с центром 
в точке В (аналогично, с центром в точке 0) мы ни взяли, с помощью 
конечной -цепи из точки В по точкам множества РК ‘можно выйти из 
круга К. То же самое можно сказать о точке 2. Отсюда следует 
связность множества РК. 


$ 2. Теорема о некоторой перестановке членов ряда, 
область сходимости которого — плоскость 


ТЕОРЕМА 2. Если область сходимости условно сходящегося ряда 
[*. >) р 
ю 2к (Г) 
к=0 
— плоскость и если Р — замкнутое связное множество точев плоскости, 
то члены ряда (Г) можно переставить так, что У полученного ряда 
множество предельных точек есть множество Р. 


Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, введем некоторые 


определения и докажем несколько лемм *. 
Определение. Пусть { — прямая, Г и М — точки на ней. Пусть 
си 4— прямые, параллельные [ и лежащие по разные стороны от нее 


так, что 
р (с, И =ь(Ь 4) =е. 


Пусть Г. и М, — точки на прямой [, расположенные таким образом, что 
р (Г, 14) =е, о(М, М,) =ьв, 
и отрезок Г.М содержится в отрезке Г.М, (см. рис. 1). Через точки Гл 


* Ряд определений и теорем, принадлежащих Штайницу, дан в приложении ($ 3). 
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и М, проведем прямые, перпендикулярные [. Отрезки этих прямых вместе 
с отрезками прямых си 4 образуют прямоугольник. Обозначим его через 
АВСО, где точки А и В лежат на прямой, проведенной через точку М:. 
Через точку М проведем прямую перпендикулярно 1. Пусть В и — точки 
пересечения этой прямой с прямыми с и 4. Поместим в точку Г вектор 
длины, меньшей в, с ним сложим еще вектор и т. д. Предположим, что 


сложив таким образом конечное число векторов, каждый из которых 
меньше зе, мы добьемся того, что конец последнего из взятых векторов 
будет лежать в прямоугольнике с вершинами А, В, В, 5. Предположим, 
далее, что все точки всех взятых векторов лежат в прямоугольнике АВСО. 
Движение вдоль ломаной линии, составленной из построенных векторов, 
из точки /[, по направлению к точке М будем называть движением вдоль 
отрезка МЁ с точностью до 3. 

Доказательство теоремы 2 будет основываться на следующей лемме. 

ЛЕММА 3. Если область сходимости ряда (Г) есть плоскость, то 
всегда найдутся взаимно перпендикулярные прямые а и БЬ, по И 
конечному отрезку которых можно двигаться (в обоих направлениях) 
с точностью д0 е при помощи векторов — членов ряда (Т), если даже из 
ряда (Г) выброшено любое конечное число членов. При этом 6 может быть 
сколь угодно малым положительным числом. 

а доказательства леммы 3 нам понадобятся еще три леммы. 

ЛЕММА 4. Пусть х — главное* направление ряда (ТГ) и а— прямая 
параллельная этому направлению. Пусть М и № — две точки на прямой а 
такие, что направление от точки М к точке № совпадает с направле- 
нием а. Тогда с помощью векторов — членов ряда (Г) можно двигаться ** 


* См. приложение ($ 3). 


** З _ 
десь и в дальней ‹огд: Е 
В. д шем, когда мы говорим: «можно двигаться с помощью векто- 
— в ряда», предполагается, что из ряда, 


р быть может, пре 
выброшено любое конечное число членов. в 
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вдоль отрезка ММ с точностью д0 в, каково бы ни было положительное 
число в. При этом все векторы, использованные при движении, образуют 
острый угол с вектором М\№. 

Доказательство. Пусть М, — точка на прямой а, находящаяся 
от точки М на расстоянии в по ту сторону, где нет точки Л (см. рис. 2). 
Проведем прямую с параллельно а так, чтобы она отстояла от прямой 4 
на расстояние з. Через точку №, проведем прямую перпендикулярно 


№ 


Рис. 2 


прямой а. Пусть А, — точка пересечения проведенной прямой с прямой с. 
Соединим прямой точки А, и М. Через точку М проведем прямую перпен- 
дикулярно прямой а. Пусть К — точка пересечения этой прямой © 
отрезком К,М. Аналогичное построение проведем по другую сторону 
от прямой а, обозначая точки, симметричные точкам А и К 
относительно прямой а, соответственно через А! и К’. Будем 
называть ряд, составленный из векторов — членов ряда (Г), направления 
которых заключены в угле КММ (соответственно, в угле К’ММ№) 
рядом (1) [соответетвенно, рядом (1’)]*. По определению главных 
направлений, по крайней мере один из рядов (1) и (1’) не схо- 
дится абсолютно. Предположим, что не сходится абсолютно ряд (1). 
Тогда из ряда (1) можно взять столько векторов-членов, что если начало 
одного из взятых векторов поместить в точку М, а остальные векторы 
сложить с ним, то последний из взятых векторов пересечет отрезок №К. 
При этом мы будем брать из ряда (1) только такие векторы, каждый 
из которых меньше е. Это возможно, так как члены ряда (1) стремятся 
к нулю с ростом их номера. Легко видеть, что таким образом мы осуще: 
ствим движение вдоль отрезка ИЛ с точностью до в. 

ЛЕММА 5. Пусть направление % — главное направление ряда (1). Обозна- 
чим через (Е) ряд, составленный из тех членов ряда (1), направления 


* Углы предиолагаются замкнутыми, т. е. точка на стороне угла принадлежит 


углу. 
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которых лежат в ‘угле, образованном направлениями & и В, причем 
направление В перпендикулярно направлению . Пусть направление В 
является направлением расходимости для множества членов ряда (Е) о 

Возьмем на прямой 6, параллельной направлению 3, точки В и 9 так, 
чтобы направление от точки В к точке 5 совпадало с направлением В. 
Пусть положительное число з произвольно. Тогда при помощи векторов — 
членов ряда (Г) можно двигаться вдоль отрезка В5 с точностью 00 з. 

Доказательство. Пусть положительное число в произвольно, а 
си 4(— прямые, параллельные прямой 6 и отстоящие от нее на расстоя- 
ние (см. рис. 3); при этом прямые 
си 4 лежат по разные стороны от 
прямой 6. Возьмем из ряда (ЁР) 
столько векторов-членов, каждый из 


которых меньше чтобы сумма 


= 

вх ) 
проекций этих членов на прямую 6 
была больше, чем р(В, 9), но 
меньше, чем о(В, 5) + :. Это воз- 
можно сделать, так как направление 
3 является направлением расходи- 
мости для множества членов ряда 
(ЕР). Начало одного из взятых таким 
образом векторов — членов ряда 
Рис. 3 (Е) — поместим в точку А, а осталь- 

ные сложим с ним. 


Обозначим через М конец последнего слагаемого вектора. Векторы, 
идущие от точки В к точке ЛМ, будем называть векторами первого рода. 
Если точка М лежит на прямой 6, то лемма уже доказана, так как 
направления векторов — членов ряда (Р) — лежат в угле, образованном 
направлениями х и В, и, следовательно, все рассматриваемые векторы 
должны лежать на прямой 6. Если же точка МЕЬ, то она лежит по ту 
сторону от прямой 6, куда направлен вектор «. Проведем в этом случае 
через точку М прямую е перпендикулярно к прямой Ь до пересечения 
с прямой 6 в точке ЕЁ. Из построения следует, что р(Ё, 5) в. 

Пусть 

=: = ши [р (Е, 5), е —о(Ё, 9)]. 
Направление от точки М к точке Ё по прямой е совпадает с направле- 
нием — «. С помощью векторов — членов ряда (Г) — будем двигаться вдоль 
отрезка МЁ с точностью до ::. Возможность такого движения вытекает 
из леммы 4 ($ 2), причем все векторы, использованные при этом движении, 
образуют острый угол с направлением МЕ. Конец последнего из взятых 
векторов обозначим через №. При этом мы предположим, что в нашем 
движении использовано минимальное число векторов. Тогда начало №” 
вектора с концом в точке М будет лежать по ту же сторону от прямой 6, 
где лежит точка М. Из построения следует, что проекция точки М на 
прямую 6 лежит вне отрезка А5, а точка М лежит или на прямой 6, 


* См. приложение ($ 3). 
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или с той же стороны от прямой 6, как и направление — х. Это следует 
из определения движения с точностью до в. 

Векторы, идущие от точки М к точке №, будем называть векторами 
второго рода. Число векторов первого и второго рода конечно. Поэтому 
если первый из взятых векторов оставить на месте, а остальные сложить 
с ним, поменяв порядок слагаемых, то в результате конец вектора суммы 
этих векторов попадает снова в точку №. Мы будем менять порядок 
векторов следующим образом. В первому вектору первого рода (обозначим 
конец его через А,), лежащему, по построению, с той же стороны от 
прямой 0, что и точка М, прибавим столько векторов второго рода 
(векторы прибавляем в порядке их следования от точки М к точке №), 
чтобы последний из взятых векторов имел общую точку с прямой 6, а 
предыдущие векторы такой точки не имели (принимая во внимание 
положение точки /, легко видеть, что такой вектор всегда найдется). 
К полученной сумме, аффикс которой мы обозначим через 0,, лрибавляем 
столько векторов первого рода (векторы прибавляем в порядке их следо- 
вания от точки А к точке //), чтобы последний из взятых векторов или 

а‹) имел общую точку с прямой 6, или 

бо) имел конец в точке М. 

Докажем, что всегда найдется вектор, который удовлетворяет или. 
условию а,), или условию бу). 

Предположим, что не выполняется условие а,). Тогда все оставшиеся 
векторы первого рода, будучи последовательно прибавлены к точке О\,„ 
образуют ломаную линию, лежащую по ту сторону от прямой 6, где нет 
точки М. Обозначим через А конец этой ломаной линии. Рассмотрим 
два случая. 

Случай 1). В предыдущем построении использованы не все векторы 
второго рода. 

Случай 2) В предыдущем построении использованы все векторы 
второго рода. 

Рассмотрим случай 1). Мы предположили, что утверждение а.) не 
выполняется. Но тогда, прибавив к вектору с концом в точке А еще не 
использованные векторы второго рода, мы видим, что начало №’ послед- 
него вектора второго рода окажется по ту сторону от прямой 6, где 
лежит точка М, а конец — в точке №. С другой стороны, в силу сказан- 
ного выше, точки № и М’ не могут лежать по одну сторону от прямой 6. 
Таким образом, мы приходим к противоречию, т. е. случай 1) невозможен. 

Рассмотрим случай 2). В этом случае, так как использованы все 
векторы первого и второго рода, точка А совпадает с точкой М. 

Итак, если не выполняется условие а,), то выполняется условие бу). 
В зависимости от этого конечная точка нашего движения либо совнадает 
с точкой №, либо находится по ту сторону от прямой 6, где нет точки М. 

В последнем случае найдется вектор первого рода (обозначим его 
конец через В.), имеющий общую точку с прямой 6 (причем предыдущие 
векторы первого рода, идущие из точки @1, общих точек © прямой В не 
имеют). Заметим, что векторы первого рода мы складываем в порядке 
их следования из точки В к точке М. Из точки В» при помощи 
оставшихся векторов второго рода движемся (подобно тому, как двига- 
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лись из точки В.) до тех пор, пока последний из взятых векторов не 
будет иметь общей точки с прямой В (легко видеть, что такое движение 
возможно). При этом мы предполагаем, что предыдущие векторы второго 
рода, идущие из точки А», не имеют с прямой 6 общей точки. Конечную 
точку этого движения обозначим через (9). 

Из точки О» (если еще не все векторы использованы) при помощи 
векторов первого рода движемся (подобно тому, как двигались из точки 
(),) до тех пор, пока последний из использованных векторов с концом 
в точке А. либо 

а,) не будет иметь общей точки с прямой 6, либо 

б,) не будет иметь конец в точке М, и т. д., пока не будут исполь- 
зованы все векторы первого и второго рода. 

Из построения видно, что при описанном движении из точки В в точ- 
ку М все взятые векторы будут лежать в полосе между прямыми с и4, 
а так как сумма проекций на прямую 6 всех векторов, использованных 
при движении из точки В в точку Л, меньше, чем 


(В, 5) + р(5, Е) На <р(В, 5) + 6 (5, Е) + [е— (Е, 5)] =р(В, 5) е, 


то любая точка проекции любого из взятых векторов на прямую В будет 
отстоять от какой-нибудь точки отрезка Н5 не дальше, чем на :. 
Принимая во внимание положение точки М, мы видим, что удовлетво- 
ряются все условия, входящие в определение движения с точностью доз 
(см. определение в начале $ 2), т.е. полученное движение есть движение 
вдоль отрезка В5 с точностью до ®. Следовательно, лемма 9 доказана. 

ЛЕММА 6. Для множества Г членов ряда, область сходимости кото- 
рого есть плоскость, каждое направление на плоскости является направ- 
лением растодимости. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть & — направление 
сходимости множества Г, т. е. множество ПЕ * проекций Г, на ось # огра- 
ничено сверху некоторым положительным числом А. Отложим на луче & 
от начала координат отрезок ОК длиной №. Через точку К проведем 
прямую, перпендикулярную лучу &. По ту сторону от прямой, куда 
направлен луч &, не могло бы лежать, при нашем предположении, ни 
одной частичной суммы любого ряда, составленного из множества Г (так 


= => 


как множество Г, ограничено сверху числом А). Поэтому областью схо- 
димости множества Г не могла бы быть вся плоскость. Но это противо- 


> = 


речит условию. Следовательно, предположение, что множество Г.Е огра- 
ничено сверху, неверно. 

Перейдем теперь к доказательству леммы 3, которая, как мы уже 
указывали, является основной для доказательства теоремы 2. 

Доказательство леммы 3. Из леммы 6 следует, что для ряда 
(Г) все направления на плоскости являются направлениями расходимости, 
а из теорем (51) и (5,) Штайница (см. $3, приложение) вытекает, что это 
возможно лишь тогда, когда 


| среди главных направлений есть пара противоположных хи — <, 


ео 


См. $ 3, приложение. 
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а направления, перпендикулярные к главным, являются направлениями 
расходимости; 


П. среди главных направлений есть три таких, которые не лежат 
в угле, меньшем или равномх *. 

Покажем, что в обоих указанных случаях найдутся две взаимно пер- 
пендикулярные прямые а и 6, о которых идет речь в лемме 3. 

Случай Т. Пусть прямая а параллельна направлению «, а прямая 
Ф перпендикулярна прямой а. Так как х и — х — главные направления, 
то из леммы 4 вытекает возмож- 
ность движения с точностью до 
< помощью векторов — членов ря- 
да (Г) вдоль любого отрезка пря- 
мой ав обе стороны. Чтобы пока- 
зать возможность такого же дви- 
жения в случае [ вдоль отрезков 
прямой 6, разобьем случай [| на 
два: 

Га. Ряд (Г), кроме двух проти- 
воположных главных направлений, 
других главных направлений не 
имеет. 

16. Ряд (Г), кроме двух проти- 
воположных главных направлений, 
имеет еще главные направления. 

Рассмотрим случай Па. Пусть ф — острый угол. Под углом фк на- 
правлению х проведем прямые, проходящие через начало координат. 
Пусть А, В, С, ) — точки пересечения этих прямых с единичной окруж- 
ностью с центром О в начале координат (см. рис. 4). Рассмотрим систему 
лучей М, выходящих из начала координат и заключенных в тупых уг- 
лах АОР и ВОС (граничные лучи включаем в нашу систему). Систему 
лучей будем называть замкнутой, если замкнута система соответствую- 
щих направлений **. Ясно, что дуги единичной окружности АМЬ и ВМС 
представляют собой в точности систему направлений лучей системы М. 
"Так как дуги АМЬ и ВМС — замкнутые множества, то М — замкнутая 
система лучей. В случае Та она не содержит ни одного главного направ- 
ления ряда (Г), следовательно, по теореме (53) Штайница ***, сумма абсо- 
лютных значений всех тех чисел из Г, соответствующие векторы кото- 
рых имеют направление одного из лучей системы М, конечна. Так как 
область сходимости ряда (Т) — плоскость, то, по лемме 6, любое направ- 
ление на плоскости есть направление расходимости ряда (1). 


Рис. 4 


* Предположим противное. Пусть для ряда (Т) не выполняются ни случай Т, ни 
случай П. Тогда, в силу теорем (51) и (53) Штайница, существуют направления, 
которые не являются направлениями расходимости ряда (1), что, в силу леммы 6, 
невозможно. 

** Направлением луча &, выходящего из начала координат, будем называть точку 
пересечения этого луча с единичной окружностью, центр которой лежит в начале 
координат. 


*** См. приложение ($3). 
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а — 
Пусть направление В перпендикулярно направлению &. Множества Г.. В 


И (В) не ограничены сверху в силу леммы 6. Из теоремы (53). 


Штайница и из того, что множество Г имеет только два главных направ- 


ее этачсеь я 
ления, следует, что неограниченность сверху множеств Г, -Ви Г. (— В) 
может] получиться лишь за счет тех 1ЕГ, которые лежат в углах АОВ 
и СОР (см. рис. 4). 

Будем называть острый угол, образованный лучом я и вектором ОА» 
углом 1. Точно так же будем называть, соответственно, углами 2, Зи 4. 
углы, образованные лучом х и вектором ОВ, лучом —« и вектором ОС 
и, лучом —х и вектором ОР. 

Назовем любой ряд, составленный из абсолютных величин тех зна- 
чений 1 множества Г, которые попали внутрь угла 1, рядом (1). Ряды 
(2), (3) и (4) определяем аналогично для углов 2, 3 и 4. 


Так как из приведенных рассуждений ясно, ‘что множество то В не 
ограничено сверху, то либо направление В есть направление расходи- 
мости для множества тех членов ряда (ТГ), направления которых располо- 
жены в угле 1, либо подобным свойством обладает ряд (4); либо и ряд (1} 
и ряд (4) обладают этим свойством. 

Далее, так как оба множества В и Е. (+89 не ограничены 
сверху, то из приведенных рассуждений ясно, что в случае 1а члены 
множества Г в углах 1 —4 могут располагаться следующим образом: 

Случай 1. В двух рядом лежащих углах, например углах 1 и 2, 
соответствующие ряды расходятся, в двух других рядом лежащих 
углах соответствующие ряды сходятся. 

Случай 2. В двух вертикальных углах соответствующие ряды 
расходятся (например, в углах 1 и 3). 

Других ‚случаев быть не может. И в случае 1 и в случае 2 из лем- 
мы о вытекает возможность движения с точностью до вдоль любого отрез- 
ка прямой 0 (в любом направлении) с помощью векторов-членов ряда (1). 

Рассмотрим случай 16. Возьмем из главных направлений два противо- 
положных:х и — чи еще одно какое-нибудь третье главное направление. 
Чтобы доказать лемму 3 для случая 16, нам нужно показать возможность 
движения вдоль прямой 6 в обоих направлениях с точностью до е. Но 
возможность такого движения вытекает из леммы 5, так как оба направ- 
ления Ви — В являются направлениями расходимости. 

Случай П. Возмем три главных направления, не лежащих в 
угле м. Пусть 1, у, 2 — углы, меньшие п, между взятыми направле ниями_ 
Тогда 

ху - д = 2т. 


Так как в рассматриваемом случае ни один из углов х, у, 2 не равен к, 
то для того чтобы выполнялось равенство 


х- у == 2т, 
необходимо, чтобы по крайней мере два из взятых углов были больше 


Пусть 1 — главное направление, к которому прилегают эти два угла, х 
В — два других главных направления (см. рис. 5). Пусть прямая а 


ы “а 
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параллельна направлению 1, а прямая Ь перпендикулярна прямой а. 
"Тогда возможность движения с точностью до в вдоль любого отрезка 
прямой 6 в обе стороны вытекает из леммы 5. Возможность же движе- 
ния с точностью до е вдоль любого отрезка прямой а в направлении 1 
вытекает из леммы 4. 

Остается рассмотреть случай движения с точностью до з по отрезку 
прямой а в направлении — 1. Пусть нужно двигаться от точки М к точке 
М (направление от М к М совпадает с направлением — 1). Пусть 11 и 1. — 
два произвольных направления. Обозначим меньший из углов, образован- 
ных этими направлениями, через (1:`4»). 

Положим 

р & А п 7» п > 
= ша, ^ 1), @ С в 29 

и рассмотрим острый угол, образованный лучами, выходящими из нача- 
ла координат по разные стороны от направления « (соответственно В) 
под углом ф к этому направлению. 
Обозначим этот угол через А (соот- 
ветственно через В) (см. рис. 5). 
В силу определения главных направ- 
лений, ряд, составленный из тех чле- 
нов ряда (Г), направления которых 
находятся в угле А (соответственно 
в В), не сходится абсолютно. Этот 
последний ряд мы будем называть 
рядом (А) (соответственно рядом (В)). 
Так как ряд (Г) сходится условно, 
то, начиная с некоторого номера, 
каждый член ряда (А) (соответствен- | Рис. 5 

но (В)), будет по абсолютной величи- 

не меньше в, где = — положительное число, которое мы `фиксируем в 
начале доказательства леммы 3. Мы будем брать члены из рядов (А) 
и (В), начиная © тех номеров, для которых эти члены по абсолют- 
ной величине меньше в, и при этом в следующем порядке. В точку М 
прямой а помещаем член и„ ряда (В); к нему прибавляем столько идущих 
подряд членов ряда (А), чтобы последний из взятых векторов пересек 
прямую а. К полученной сумме прибавляем столько членов ряда (В), 
чтобы последний из взятых векторов пересек прямую а ит. д. Так как 
ряды (А) и (В) расходятся, то мы подойдем к точке № так, что про- 
екция последнего взятого вектора на прямую а будет включать точку М. 
При этом концы всех взятых векторов будут отстоять от прямой а на 
расстояние, меньшее =. Следовательно, мы получаем цвижение от точки М 
к точке М с точностью до. Таким образом, лемма 3 полностью доказана. 

Для доказательства теоремы 2 понадобятся еще две леммы. 

ЛЕММА 7*. Пусть АВС — ломаная, состоящая из двух звеньев АВ и 
ВС. При этом отрезок АВ параллелен прямой а, а отрезок ВС парал- 


а 


* В лемме 7 предполагается, что область сходимости ряда (Г) есть плоскость, а 
а и — лве взаимно перпендикулярные прямые, которые упоминаются в формулиров- 
ке леммы 3. 
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О 


лелен прямой В. Пусть з — произвольное положительное число. Тогда при’ 
помощи векторов — членов ряда (Т) из точки А к точке С можно дви- 
гаться так, что: 

1) для точки С найдется вектор ряда (1), который является’ 
последним из использованных при данном движении и конец которого’ 
отстоит от нее меньше, чем на в; 

2) любая точка любого вектора, использованного при указанном 0дви- 
жении, отстоит от ломаной АБС не более, чем на в. 


5 
Доказательство. С точностью до ру будем двигаться вдоль, 
отрезка АВ при помощи векторов — членов ряда (Г). Это возможно в 
силу леммы 3. Пусть В, — конечная точка этого движения. При таком дви- 


> = 

жении (по его определению) мы не отойдем от отрезка АВ дальше, чем на 5. 
Из точки В, проведем прямую параллельно отрезку ВС до пересечения 
в точке С, с прямой, проходящей через точку С периендикулярно отрез- 


ку ВС. При помощи векторов — членов ряда (ТГ) будем двигаться с точ-, 


5 т 
ностью до — вдоль отрезка В,С;. Пусть С, — конечная точка этого’ 
2У2 ‹ 


7“ 


движения. Так как конец любого вектора, используемого при этом дви-| 


а = 
жении, отстоит от отрезка БС, не дальше, чем на 5, а любая точка 


отрезка В,С, отстоит от отрезка ВС не дальше, чем на то коней 


= 
р 
любого вектора, используемого при движении из точки В, в точку С., 
отстоит от отрезка ВС не дальше, чем на е. Отсюда следует, что 


при нашем движении из точки А в точку С, второе условие 
леммы 7 выполняется. Докажем, что выполняется и первое условие. 

= ое 
О | 
нечная точка этого движения будет находиться но ту сторону от прямой, 
проходящей через точку С перпендикулярно отрезку ВС, где нет точки! 
В. Поэтому точка С будет ближайшей точкой отрезка ВС к точке С... 
Следовательно, 


В самом деле, при движении вдоль отрезка В.С, с точностью до 


(ВС, С.) =в(С, С,). 
Но так как условие 2) леммы 7, как мы доказали, выполняется, то, 


в(С, С.) <=. | 


Итак, лемма 7 доказана. 


Движение, которое мы в лемме 7 проделали © помощью векторов, 
идущих из точки А в точку С5, будем называть движением вдоль лома-- 
ной АВС с точностью до з. 

ЛЕММА 8. Пусть Е — пересечение замкнутого связного множества Р’ 
и квадрата АВСО, отрезок АВ параллелен прямой а, отрезок ВС парал- 
лелен прямой 6 *, з — произвольное положительное число, В — такая точ-: 


^ | ” 5 2 
ка на плоскости, что р(В,К) < ——. Тогда при помощи конечного числа; 
| 


4У2 


членов ряда (Г) можно двигаться из точки В так, что: 


* 
Определение прямых а и 6 дано в формулировке леммы 3. По-прежнему предпо- 
лагается, что область сходимости ряда (Г) есть плоскость. 
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1) конечная точка движения отстоит от Е на расстояние, мень- 
шее $; 

2) любая точка любого вектора, использованного при этом движе- 
нии, отстоит либо от множества Р, либо от сторон квадрата АВСВ 
не дальше, чем на 3: 

3) для любой точки 3 из множества Е на расстоянии, не превосхо- 
дящем ®, найдется конец одного из векторов, использованных при этом 
движении. 

Доказательство. Множество Ё замкнуто как пересечение двух 
замкнутых множеств. Кроме того, оно ограничено. Построим вокруг 


каждой точки множества К круг с центром в этой точке радиуса 


. 


5 
4У2 
Применим к построенной системе кругов теорему Бореля *. Пусть А, 
№.,..., А, — конечная система кругов, принадлежащих к данной системе 
и покрывающих А; О1, О.,..., О, — соответствующие центры указанных 
кругов. Рассмотрим круги А, и А,, где 2 <$<и. Так как Р — замкну- 
тое связное множество, то точки О, и О, либо можно соединить конеч- 


= 
= = 


ной -цепью по точкам множества Р, либо при помощи конечной 


4У2 4У5. 
цепи из точки О. (соответственно из точки О,_1) по точкам множества Р 
можно приблизиться к стороне квадрата АВСО на расстояние, не превос- 
`_. Для каждой точки этой цепи построим круг радиуса — 
4У2 4У2 
с центром в этой точке. Совокупность построенных кругов для всех пар 
О; и О, 1, где $ =1,2,..., п—1, обозначим через {А} **. Система {К} 


ходящее 


2 Г \ 
дУ2 


цепей конечна, то система кругов {А} конечна. При этом из построения 


включает круги А, ^№.,..., №. Так как каждая из построенных 


[2 


42 


-цепей отстоят друг от друга 


видно, что соседние круги каждой из построенных -цепей пересека- 


ются (так как две соседние точки 


= 
42 


на расстояние, меньшее + 


4У2 
Пусть аи 6— две взаимно перпендикулярные прямые, фигурирую- 
щие в формулировке леммы. Опишем вокруг каждого круга системы {К} 
квадрат со сторонами, параллельными прямым аи 6. Мы получим ко- 
нечную систему пересекающихся квадратов, сторона каждого из которых 


равна <. Обозначим эту систему квадратов через {0}. Квадраты си- 


т 
стемы {0} покрывают множество Ё’. Пусть 4 — такой квадрат системы {0}, 
что в нем содержится точка множества И, расстояние которой ДО точ 


* Мы применяем теорему Бореля в следующей формулировке: Пусть Ё — ограни- 
ченное замкнутое множество, и пусть {Г} — система кругов, покрывающих ГР в том 
смысле, что каждая точка из Ё является внутренней по краинеи мере для одного из 


кругов системы {Г}. При этих условиях существует конечное число кругов ро 
К, (п 1), принадлежащих системе {1} и покрывающих К. 


** Из построения ясно, что круги системы {К} имеют одинаковый радиус. 
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ки А меньше — (здесь речь идет о той точке И, которая упоминается 


42 
в [5 
в формулировке леммы 8, и для которой р (В, 4) < ==) 


Рассмотрим квадрат 4’ системы {0}, который пересекается* с квад- 
ратом 4. Пусть О — вершина квадрата 4, принадлежащая 4’. Через точ- 
ку О проведем прямую параллельно прямой а, затем перпендикулярно 
к проведенной прямой проведем прямую через точку В. Пусть № — точ- 


ка пересечения этих прямых (см. рис. 6). По лемме 7, вдоль лома- 


— = 
ной ВМО можно двигаться с точностью до УИ Каждая из точек ло- 


маной ВМО удалена от квадрата 4 не дальше, чем точка К. Но 


и 


Отсюда следует, что 
при Овижении вдоль ломаной ВМО с точностью 90 


т 


мы не отойдем от квадрата 4 дальше, чем на (11) 
= = = 
ре Зы 
4У 2 4У 2 2у 2 
При этом конечная точка этого движения В, будет отстоять от точки О, 
= 
а следовательно, и от квадрата 4’, меньше, чем на Вы Всевозмож- 


ные взаимные расположения квадра- 
тов 4 и 9’ даны на рис. 6. Точку А, 
будем называть концом обхода квад- 
рата 4. Заметим, что после оконча- 
ния обхода квадрата 4 для любой 
точки квадрата 4 найдется вектор, 
используемый при этом обходе (точ- 
ку А считаем началом обхода квад- 
рата 4), конец которого отстоит от 
рассматриваемой точки квадрата 4 
меньше, чем на се. Таким вектором 
будет вектор с концом в точке 
В,. В самом деле, любая точка квад- 
а рата 4 отстоит от точки О меньше, 
т Но конечная точка обхода квадрата 4, т. е. точка А\, от- 


Рис. 6 


чем на 


мы = 
стоит от точки О меньше, чем на Зи Отсюда следует, что любая 


точка квадрата 4 отстоит от точки В; меньше, чем на 


Е = 
и. 

Так как 
В, } ыы 
РСК, 1) у, 


т я 
о из точки А, мы можем совершать обход квадрата 9’, двигаясь к лю- 


* р эре 
Квадраты пересекаются, если они имеют общие внутренние точки. 
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о не ЕСА КАОЕЕ ЗЕ ЗВЕНО ИЕН 
бому из квадратов, пересекающихся с квадратом 0’, точно таким же 
образом, как мы двигались, обходя квадрат 4, из точки А к квадрату 
4’, т. е. к точке А,. В дальнейшем, когда мы будем говорить о движе- 
нии из одного квадрата в другой, мы будем предполагать движение, 


подобное тому, которое мы совершили, переходя из квадрата 4 в квад- 
рат 4’. 


Обозначим через 41, 4»,..., 4» квадраты системы {О}, описанные со- 
ответственно вокруг кругов А, А.,...,Ё»„. Предположим, что для неко- 
торого значения $ =1,2,...,п—1 точки О; и 0.4, можно соединить 


с 5 
конечной чу пепью по точкам множества Р. Тогда от квадрата 4 


($=1,2,..., п—1) к квадрату 49:4, можно пройти через конечное число 
квадратов системы {0}. При этом движении мы не будем отходить от 


стороны квадратов системы {О} дальше, чем на Е (см. условие (П)). 


Так как любая точка стороны квадрата из системы {0} отстоит от 
точки множества Р (например, центра квадрата системы {0}) на рас- 


= 
стояние, не превосходящее .-. т.е. не превосходящее половины диагонали 


квадрата системы {0}, то при указанном движении: 
каждая точка векторов, использованных при движении от квад- 
рата 4: в квадрату 4:41, будет отстоять от некоторой точки 


(ПГ) 
= 5 
множества Р на расстояние, меньшее РЕ 
Если предложение (ПТ) имеет место для любого $ =1, 2... п— 1, 
то при указанном движении условие (2) леммы 8 выполняется. 


Предположим теперь, что при  нокотором значении $ (1<5< 


= 
———-цепью по 


4Уу 2 


точкам множества Г. Тогда, как показано в начале доказательства 


<п— 1) точки О; и О.+, нельзя соединить конечной 


|5 
ке -ПОМЬ множества Ро сосдиняющая 


4У2 
точку О, (соответственно О: +.) и некоторую точку М; (соответственно 
М:+1) внутри квадрата АВСР, отстоящую от сторон квадрата АВСР 


5 
меньше, чем на ——_—. (Предположим для определенности, что бли- 


4У 2 
жайшая к М, точка на контуре квадрата АВС лежит на стороне ВС. 


леммы 8, существует конечная - 


= е 
Тогда р(МЬ, а При этом, как мы видели, точки этой 
4У 2 

тур Чепи являются центрами кругов из системы {К} и, следова- 
4 2 

тельно, служат центрами квадратов системы {О}. В частности, точка 
М. (соответственно М1) будет центром одного из квадратов той же 
системы. Гаким образом, по квадратам системы {0}, расположенным 


—  -цепи множества Р, можно двикаться из 


ДИ 2 


квадрата 4: (соответственно 4+1) в квадрат с центром в точке М. (со- 


ответственно /5+1). 
При этом обходе каждая точка векторов, использованных при 


вдоль рассматриваемой 


движении, отстоит от некоторой точки множества Р’ на рас- (ТУ) 
[> [2 

тояние, меньшее чем + ———<:. 

ы : 4 Е 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Доказывается это условие так же, как условие (ПО. 
Конечную точку этого движения обозначим через МЛ. (соответственно 
ы я к 
М№,+1). Пусть (); — ближайшая или одна из ближайших к М, точка квад 
рата системы {©} с центром в точке М.. Обозначим через В, ближай- 
шую к //; точку контура квадрата АВСО. Тогда, в силу сделанного 
выше предположения, точка А, лежит на стороне ВС. Расстояние от 
точки №, до стороны ВС (см. рис. Т) меньше длины ломаной №,О,МзВ., 
где . 
= м = 
я Су :©:| < уз 
(см. условие (П])), 
1ОМз| < ры 


= 
(половина длины диагонали квадрата системы {0} равна_, ). 


Итак, ; 
7 а = = а: = а м 
Е ду бо — 
а) Предположим, что 
р(М,+1, АВ + ВС СБ) < ИЕР (УП) 


Тогда точки М; и М.;., соединим ломаной М. МУММ:, (см. рис. 7), со- 
стоящей из двух звеньев, параллельных сторонам ВС и СО и отстоя- 
щих от сторон квадрата АВСО не дальше, чем на расстояние 


„ = шах [р (№,, ВС), (М. АВ+ ВС + СБ) (УП) 


в. (ломаная Х.МЛ/.., может выродиться 
в отрезок прямой). Будем двигаться 
с помощью векторов — членов ряда (Г) 
из точки Л, вдоль ломаной М. ММ. 1 


с точностью до Заметим, что 


= 
42 ` 
при этом движении мы не отойдем от 
стороны квадрата АБСО дальше, чем 


на расстояние, равное г -- —у= , 


Эта последняя величина меньше =, так 


как, в силу условия (У), 


Рис. 7 


= 


х ы э 5 
А. 


и, следовательно, на основании условий (УГ) и (УП), 


Зе 5 
ря < == - еж 
4У 2 Ня 
Таким образом, при движении вдоль ломаной М.,ММ:+, любая точка 
любого вектора, использованного при этом движении, отстоит от сторон 


квадрата АВС не дальше, чем на с. Заметим, что конечная точка в 


при нашем движении вдоль ломаной М.М М.:+, с точностью до — 
` И 
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будет отстоять от точки М... — центра одного из квадратов системы 
{О} — на расстояние, меньшее 


5 
ты 


Ь) Предположим теперь, что 


АВ РОО = 


р (УШ) 


и как точка /М;, отстоит от контура квадрата АВС меньше, чем на 
чу= ‚ то в этом случае 


р (М1, АР) < 


Ня и 


Из точки №, проведем прямую параллельно отрезку ВС до пересече- 
ния с прямой, на которой лежит отрезок СО. Пусть К есть точка пере- 
сечения этих двух прямых. 

Из точки //;4: проведем прямую параллельно отрезку ВС до пересе- 
чения со стороной СР в точке Г[. Будем двигаться вдоль ломаной 


М№,КГ, с точностью до . Пусть Г. — конечная точка этого движе- 


82 


ния. Тогда 


Р(Р,, 11) < = (Х) 


ву 


Из точки 14 проведем прямую параллельно отрезку ВС от пересече- 
ния в точке М,:+, с прямой, проходящей через точку М, параллельно 


- 
ВИ 


- Й 
Ср. С точностью до будем двигаться вдоль отрезка /,.М:+1. Так 


как 


© (Мынь Мы) «р (Е, 14) < у 


то конечная точка этого движения №; отстоит от точки М. на рас- 
стояние, не превосходящее 


я” = 5 м 5 
ОР № а Я 


Принимая во внимание условия (У), (1Х) и (Х), а также учитывая, что 
движение вдоль ломаной М,АГ, и вдоль прямой Г, „М.+. совершалось с 


точностью до получим, что 


В 
любая точка любого вектора, использованного при движении | 
из точки №, в точку Е, отстоит от сторон квадрата АВС | 
не дальше, чем на (Х) 
3 = = = | 
а Е Е $. 
а У т вуа ЗУ Иа аь ] 


Из точки Ё, (как в случае а), так и в случае Ъ)) с помощью век- 


5 
торов — членов ряда (Г), меньших ==, будем двигаться, совершая об- 


ход тех квадратов системы {0}, которые расположены вдоль = -цепи, 


соединяющей точку М.+, и О: до тех пор, пока не закончим обход 


квадрата 9+1. 
6* 
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а 


При этом обтоде каждая точка векторов, использованных при 


движении, отстоит от некоторой точки множества Р на рас- (ХИ) 


Е = 
стояние, меньшее чем —- + ——^ = <з. 
: 4 чу а 
Доказывается это условие так же, как условия (Ш) и (ТУ). 
Заметим, что осли для  нокоторого зиачения 5$ точки Оз и 


“ = 
0.1, ($ =1,2,...,п—1) можно соединить конечной я -пепью по 


4у 
ЕР > ый 
точкам множества Р, то от квадрата 4. к квадрату 9:4, мы будем дви 


гаться способом, описанным выше (см. стр. 33); если же для данного 


в цепью, 
ия 

то от квадрата 4, к квадрату 4з+, мы будем двигаться только что опи- 
санными способами [случаи а) и Ъ}]. Но из этого следует, что, начав 
движение из точки Д (о которой идет речь в формулировке леммы 8), 


можно обойти квадраты 41, 42, ...,49п © помощью векторов — членов 


значения $ точки О, и О,+, нельзя соединить конечной 


ряда (1), меньших — (персходя от квадрата 4: к квадрату 4:41 опи- 


санными выше способами). Закончим обход на квадрате 4„ и обозначим 
консчную точку этого обхода через И/. При этом, как следует из усло- 
вий (Ш), (1У), (ХГ) и (ХИП), будет удовлетворяться условие 2) леммы 8 
Докажем, что будет удовлетворяться и условие 3) этой леммы. В самом 
деле, так как любая точка множества Ё находится в одном из квадра- 
тов 41, 9»,...,0@п И так как после обхода квадрата 4 системы {0} лю- 
бая точка квадрата 4 отстоит от конечной точки обхода квадрата 4 
меньше, чем на ® (это доказано выше), то условие 3) леммы 8 доказано. 
Точка И’ — конечная точка обхода квадрата 49». Но в квадрате 4» есть 
точки множества Ё. Поэтому, как доказано выше, 


(У, Е) < г. 


Следовательно, условие 1) леммы 8 доказано, и доказательство этой 
леммы завершено. 

Обход ограниченного замкнутого множества Ё, являющегося частью 
связного множества, который мы применили в этой лемме, будем 


называть 0520д0м множества Е с точностью д0 з с началом обхода в 
точке ВП. 


Доказательство теоремы 2. Построим квадрат А.В. СД 
с центром в начале координат и со сторонами, параллельными прямым 
аиф *, так, чтобы пересечение этого квадрата со множеством Р было 
непусто. Обозначим это пересечение через Р,. Множество Р, замкнуто 
как перосечение двух замкнутых множеств. Построим квадрат 4А.В.С.) 
с центром в начале координат и со сторонами, параллельными прямым 
аифи равными р (А,, В.) +1. Пересечение квадрата А.В.С.0, со мно- 
жеством Р обозначим через Р. ит. д. Вообще, квадрат А,„В,С„О„ для 


п=2,3,... будем строить с центром в начале координат и со сторо- 
нами, параллельными прямым а и ф, так, что 


р(А», В.) = о (Аа, В,) + (п — То 


* 
Определение прямых а и 6 дано в формулировке леммы 3. 
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Пересечение же квадрата А„В,С„О» со множеством Р обозначим че- 
рева 

Пусть М — точка множества Р.. Из точки М проведем прямую 
параллельно прямой а до пересечения в точке В с прямой, параллель- 
ной прямой ( и проходящей через вачало координат. По лемме 7, вдоль 
ломаной ОА можно двигаться с точностью до = с помощью ко- 
нечного числа членов, взятых из ряда (1). Обозначим через №, конечную 
точку движения вдоль ломаной ОАМ. Сейчас и в дальнсйшем, когда 
мы будем говорить, что «дви- 
жемся с помошью векторов — 
членов ряда (1)» или, просто, 
«движемся», мы будем иметь в 
виду, что берсм каждый член 
ряда (Г) один раз, т. ©. если, 
например, некоторый член ряда 
(Г] мы один раз использовали 
при движении вдоль ломаной 
ОВМ, то при дальнейшем дви- 
жении из точки М, мы уже 
брать его не будем. При этом 
на каждом шаге процесса мы 
будем совершать обходы так, 
чтобы не пропустить ни одного 
члена ряда (1). 

Построим ряд (Г), который Рис. 8 
получается из ряда (1) переста- 
новкой его членов. Вектор, выходящий из начала координат, будем считать 
первым членом ряда ([’); вектор, сложенный с ним, — вторым членом ряда 
(Г) ит. д. Так как вдоль ломаной ОЙМ мы двигались с точностью до 


Л 
= ТО 
4У 2 


Положив в лемме 8 
и, ИО, 
обойдем из точки №, множество Р, с точностью до 1. Пусть точка [.— 
конечная точка этого обхода. Так как обход множества Р, производился 
© точностью до 1, то 
(СР № 


Пусть А, — такая точка, принадлежащая Р., что 


р (Г, В) —- 1 
(см. рис. 8). К сумме, полученной после обхода множества Р:, прибавим 
максимальный из членов ряда (Г) из числа еше не использованных, 
Обозначим его через [1. Точку, в которую попадает конец вектора Й, 


обозначим через Му. 
Расстояние любой точки вектора | 00 точки В, меньше 


р (Ва, Га) 18| 1-1 (хШ) 
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Построим на отрезке АМ, как на гипотенузе прямоугольный треугольник, 
один из катетов которого параллелен прямой а. Обозначим через 5, точку пере- 
сечения калетов этого треугольника и предположим, что катет Муз 
параллелен прямой а (треугольник может выродиться в отрезок В М1; 
в этом случае положим 5, = А;). Тогда отрезок В,5, будет параллелен 
прямой 6. Опишем вокруг треугольника В.М,5. окружность. Из постро- 
ения видно, что любая точка ломаной В,5,М, удалена от точки А, не 
дальше, чем на расстояние, равное диаметру А/М, описанного круга, 
который, как следует из условия (ХШ), меньше, чем 12|. Будем 


Л 
двигаться вдоль ломаной М5. А, с точностью до = Тогда из пре- 


дыдущих рассуждений следует, что 
расстояние от точки В, д0 любой точки любого вектора, 
использованного при движении из точки М, в точку В;, меньше, 


(ХГУ) 


чем 


И | 1 | 
ВМ уе ИН + Бух ЗЕ 


(справедливость первой части неравенства условия (ХУ) вытекает 
из условия (ХП])). Пусть М, — конечная точка этого движения. Тогда 
:. 
М. в Щи ==. 
в (№, А,) < у 
Так зако еР СР», №0 
1 1 


р (№, Рз) < у ву. (ХУ) 


=. 1 

Но тогда из точки /., как следует из леммы 8 (в которой берем -- 
7 1 

вместо :), можно делать обход множества Р» с точностью до -5-. Пусть 

[> — конечная точка этого обхода. Предположим, что мы уже опреде- 


лили обход множества Р„ с точностью до а 


туральное число. Пусть Г» — конечная точка этого обхода. Определим 


‚ где п — некоторое на- 


1 
обход множества Р„:, с точностью ЕЕ точку Г.-, и движение от 


точки /»„ к точке Г», © помошью векторов — членов ряда (1). Для 
этого будем поступать следующим образом. Так как обход множества 
Ри совершался с точностью до 


а найдется точка А, с: Р, такая, 
что 
1 
В Мн) < те 


Я Я—1 


В точку Г» помещаем максимальный член ряда (Г) из числа еще не 
использованных. Обозначим его через („ (ем. рис. 8, где индекс 4 при 
буквах заменен индексом п). Точку, в которую попадет конец вектора 
{(„, обозначим через Л/„. От точки Мо к точке В, Р.С Р,., будем 
двигаться подобно тому, как мы двигались из точки М: к точке ` А. 
Разница будет только в том, что движение будет сопершаться с по- 


мощью векторов Е : 
щ ] ‚› меньших от и, в то время как движение из точки 


М: в точку А, совершалось с помощью векторов, меньших 


й 
р р 
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Пусть М», — конечная точка движения от точки М» к точке А‚. Тогда 
будут выполняться следующие условия (они получаются так же, как 


условия (ХГУ) и (ХУ)). 


Расстояние от точки В» до любой точки любого вектора, \ 
используемого при движении от точки М» к точке Ви, меньше, | 
чем 
1 | ы] 
М» о А — 
| Вл | вгу < [+ оо (ХУП) 
1 1 
«+2 = < + не; | 
1 
ат —., 
9 (М = от? у 5 (ХУП) 


Из точки М,.: начнем обход множества Р,+, © точностью до - 5 
Возможность такого обхода следует из леммы 8 и неравенства (ХУП 
Конечную точку обхода обозначим через Г„11. Тогда 


при рассмотренном нами Овижении от точки а и точие 


[и4. мы не отойдем от точек множества Рида или от сто- (ХУШ) 


рон квадрата А-а БиС и больше, чем на || + 58 


(см. определение, данное после доказательства леммы 8, в котором 
‚ а также см. условия (ХУГ, (ХУП) и рис. 8, в ко- 


поае ==> 
тором индекс 1 заменен индексом п). Повторяя этот процессе для любого 
п, мы получим ряд (Г). Покажем, что ряд (Г), построенный указанным 
образом, есть ряд, образованный в результате перестановки членов 
ряда (Г). В самом деле, по построению, каждый член ряда (ГП 
входит в ряд (Г) не более одного раза. Покажем, что если член 2. 
содержится в ряде (Г), то он войдет и в ряд (Г). Так как ряд (Г) 
условно сходится, то в нем существует конечное число членов, по мо- 
дулю больших или равных |2„|. Пусть число таких членов равно #. 
"Тогда из выбора членов [„, ряда (Г) следует, что член 2„ будет исполь- 
зован в ряде (Г) до обхода множества Р»у-+». Следовательно, доказано, 
что ряд (Г) получается из ряда (Г) перестановкой членов. 

Докажем, что если точка &6Р, то она является предельной точкой 
для частичных сумм ряда (Г). Для этого возьмем такое натуральное 
число Т., чтобы точка 2 принадлежала квадрату Ат,Вт.Ст,От,, а следо- 
вательно, и множеству Рут,. Тогда при обходе множества Рт, с точностью 


4 ь 
до Эт. = найдется такая частичная сумма 2(Т:) ряда (Г), что 


1 
1—7 < тг. 


Тан нак Рх с Русе Ру... :, То при обходе множества Р,„ для 


п>Т, с точностью до БИ найдется такая частичная сумма 2” ряда 


Ро иаРо 
( Л 


2т—1 


[2—2 | < 
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Пусть 9 > 0 произвольно. Докажем, что в 7-окрестности точки 2 наи- 
дется частичная сумма ряда (Г) сколь угодно большого номера, напри- 
мер больше Г. Возьмем 


Го > вах 1+1] 


настолько большим, чтобы выполнялось неравенство 


й 
реа 


1 
Тогда при обходе множества Рт, с точностью до в найдется частич- 


ная сумма 2(Т> ряда (Г) такая, что 


1 
|12— 27| < ть = ой 


что и требовалось доказать. Следовательно, точка 2 будет предельной 
для частичных сумм ряда (Г). Докажем теперь, что если точка 2ЕР, 
то она не является предельной для частичных сумм ряда (Г). Для этого 
установим сначала, что если точка 2 не принадлежит замкнутому мно- 
жеству Р, то о(2, Р) > 0. В самом деле, предположим противное, т. е. 
что 0 (2, Р) =0. Тогда в любом круге с центром в точке 2 нашлась бы 
точка множества Р. Но тогда точка 2 была бы предельной для мно- 
жества Р, а так как множество Р замкнуто, то точка 2 принадлежала. 
бы множеству Р, что невозможно. Следовательно, 


ВР) Ис 0, 


Из построения ряда (Г) следует, во-первых, что | |2 |411, и, во- 
вторых, что обход множества Р,„ совершается при помощи векторов, 


меньших 


1 
тг обход множества Р,-, совершается при помощи век- 
1 ; 
торов, меньших „-. В силу условия (ХУПО, отсюда следует, что после 


1 - 
обхода множества Р„ с точностью до т } все дальнеишие частичные 


суммы ряда (Г) либо не отойдут от множества Р дальше, чем на рас- 
стояние, равное || + 


опа либо не будут отходить от контура квад- 


рата А»«В,С,Ок (А > п) на расстояние, большее, чем а, 


Возмем произвольную точку 2ЕР, и пусть 
о, Ва 0 
Возьмем, далее, натуральное число у, настолько большим, чтобы 
с 
длл всеф п >. у: выполнялось неравенство |1, | < аа (ХХ) 


Это возможно, так как ряд (1) условно сходится и, следовательно, в нем су- 
ществуст только конечное число членов, по модулю больших или рав- 


б 
ных -;_. Возьмем натуральное число у, настолько большим, чтобы вы- 


полнялось неравенство 


а в (хх) 


РЯДЫ С КОМПЛЕКСНЫМИ ЧЛЕНАМИ 665, 
Нав нылеЫ Ян ее ОИ ИЕ ИВО 
Пусть натуральное число у настолько велико, что точка 2 принадлежит 
квадрату А,,В,С,,0),, и отстоит от его контура на расстояние, большее 

с 
чем =. Положим у = шах (1, у», %3). Если Ё`> у, то, на основании усло- 
вия (ХУШ), при движении от точки Гл к точке [и при помощи век- 
торов — членов ряда (Г) мы не отойдем либо от точек множества Р, 
либо от контура квадрата Ак Ва Ска на расстояние, большее 
чем |1 | И Но если 


р о А 


В этом случае, в силу условий (ХХ) и (ХХ), для Ку будем иметь: 
кри 1 
[11% |-- а 50. 


Поэтому если ^`>у, то при движении от точки ЁГхь к точке Ги: при 
помощи векторов — членов ряда (Г) мы не будем отходить либо от то- 
чек множества Р, либо от сторон квадрата АВС, на рас- 


стояние, большее чем .°. Так как А А у теюд: 
: С м >. 1ак как > №, если ^ >> у, то отеюда, в силу 


сказанного выше, следует, что все частичные суммы ряда (Г), начиная 
от частичной суммы с аффиксом Г,+,, будут отстоять от точки 2 дальше, 


[о] 
чем на расстояние 5: Следовательно, в круг с центром в точке 2 ра- 


с 
диуса 2. может попасть лишь конечное число частичных сумм ряда 


(Г), а тогда рассматриваемая нами точка 2 не является предельной для 
ряда (Г’). Таким образом, теорема 2 доказана. 


$ 3. Приложение 


Некоторые определения и теоремы Штайница. Если « 
и В — комплекеные числа, то скалярное произведение векторов, изобра- 
жающих эти числа, обозначим через Рея Пусть Г — счетное множество 
комнлексных чисел. Обозначим через Г. множество всевозможных конеч- 
ных сумм, составленных из членов множества Г. 

Е Будем говорить, что комплексное число & определяет направление 5, 
если || =4. Если для некоторого числа &, определяющего направление, 

-. 


множество Г,.& не ограничено сверху, то направление 6 называется 


> = 


направлением расходимости множества Г; ссли же Г,.6 ограничено 
сверху, то направление & называется направлением сходимости множе- 
ства Г. 

Возьмем какое-нибудь направление %. Той же буквой х будем обозна- 
чать воличину угла, образованного направлением & и положительным 
направлением оси х. Пусть ф — действительное число такое, что 
0<ф<л. Обозначим через /(, $) сумму абсолютных величин тех зна- 
чений 1 из множества Г, для которых направления соответствующих 
векторов попали внутрь угла, заключенного между лучами, имеющими 
направления «—ф и «+ (берем тот угол, внутри которого лежит 
направление &). Обозначим через 8(*) верхнюю грань тех значений Ф 
из отрезка [0, «|, для которых функция /(х, $) конечна. Те направле- 
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ния %, для которых в (4%) =0, Штайниц называет главными направле- 
ниями Г. Если %—- главное направление, а угол Ф сколь угодно мал, 
то сумма абсолютных величин тех значений 1СГ, направления которых 
попали в угол раствора 2ф с биссектрисой х, бесконечна. 

Штайницу принадлежат следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 5'. #(*) равно наименьшему из углов, которые направле- 
ние и образует с главными направлениями. 


ТЕОРЕМА 55. Если в (*)<-—- 


п р 
„мости, если же [92 ---, 70 & — направление сходимости. 
8 5 


‚то “ является направлением расхтоди- 


ТЕОРЕМА 6.3. Если замкнутая система лучей М, выходящих из на- 
чала координат, не содержит ни одного главного направления числового 
множества Г, то сумма абсолютных значений всеф тет чисел из Г, 
соответствующие векторы которых имеют направление одного из лучей 
системы М, конечна. 


Поступило 
28 .П. 1957 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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О. А. ОЛЕЙНИК, А. С. КАЛАШНИКОВ, ЧЖОУ ЮЙ-ЛИНЬ 
ЗАДАЧА КОШИ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ЛЛЯ УРАВНЕНИЙ ТИПА 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе получены решения задачи Коши и основных краевых задач 
в ограниченных и неограниченных областях для уравнений типа одномерной 


нестационарной фильтрации; исследованы качественные свойства этих ре- 
шений. 


Введение 


В настоящей работе рассматриваются задача Коши, первая и вторая 
краевые задачи для уравнения: 


ди _ 02Ф( зх, и) 


Е да? (1) 
где функция ©9($, х, и) определена для значений и>.0, причем 
р, х и) -Оит, (Ех, и) >0, если и >0; фах, 0) = (Вт, 0)=0. 


В том частном случае, когда функция ф зависит только от и, уравне- 
ние (1) является уравнением одномерной нестационарной фильтрации 
ть 
[ем. (1)]: 


ди _ 0? (и) 
2 о и) 


Порядок нелинейного уравнения (1) зависит от значений искомой 

функции и (Е, 1): при и>0 это — параболическое уравнение второго 
порядка, при и =0 оно вырождается в уравнение первого порядка. 
° Если начальные и граничные условия таковы, что уравнение (1) не 
вырождается, то задача Коши, первая и вторая краевые задачи для 
уравнения (1) однозначно разрешимы при некоторых дополнительных 
предположениях о функции (Е, х, и), а также о начальных и гранич- 
ных функциях. Это следует из результатов, которые установлены в ра- 
ботах (°), (3) и (") для квазилинейных уравнений нараболического типа. 
Действительно, при отсутствии вырождения уравнение (1) является 
квазилинсйным  параболическим уравнением относительно функции 
ЕО, п), 

В случае, когда заданные начальные и граничные условия влекут 
за собой вырождение уравнения (1), указанные результаты неприме- 
нимы. Для вырождающегося уравнения фильтрации (2) построены 
[см. (4) — (?)] так называемые автомодельные решения и некоторые дру- 
гие классы частных решений. Многие из них не имеют всюду предписы- 
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О д ЕЕ о 


васмой уравнением гладкости и потому фактически являются решениями 
только в некотором обобщенном смысле. Например, в качестве решения 
допускастся функция и (1, 2), у которой первые производные по [и пох 
д$ (м (1, 2)) 
0х 
подход продиктован физическим смыслом рассматриваемых задач и вхо- 


могут теристь разрывы, однако производная непрерывна. Такой 
дящих в них величин. 

В работах (5), (8) была отмечена интересная особенность уравнений 
вида (2) — конечная скорость распространения возмущений в процессах, 
описывасмых такими уравнениями. Как известно, уравнениям параболи- 
ческого типа соответствует бесконечная скорость распространения возму- 
щений. 

В настоящей работе для каждой из рассматриваемых здесь задач. 
вводигся определение обобщенного решения и доказываютея его един- 
ственность и существование; затем устанавливается, что во всех точках, 
где уравнение (1) не вырождаегся, обобщенное решение имеет непрерыв- 
ные производные, входящие в это уравнение, и удовлетворяет ему 
в обычном смыеле. 

В $ 4 выводятся некоторые свойства обобщенных решений уравнения (1); 
предложения, аналогичные некоторым теоремам $ 4, имеются в работе (3). 

Излагасмые здесь результаты частично содержатся в работах (*?), (19), 
а также в гл. 3 работы ("). 


$ 1. Задача Коши 


Рассмотрим для уравнения (1) в полосе С {0 <Е<Т, —<<х«ю}о 
задачу Коши с начальным условием 


и (0, х) = ш (1), —с0о<х<о. (1.1). 


Определение 1. Функцию и (Е, 1), неотрицательную, непрерывную- 
и ограниченную в полосе С, назовем обобщенным решением задачи. 


р доли. х 
Коши (1), (1.1), если существует обобщенная производная ре — 
т 
ограниченная в С, и для любой непрерывно дифференцируемой в С 
функции /] (1, 2), равной нулю вне конечной области и при Е =Т, выпол- 
няется равенство: 


[> =) 


У а “а ае + } ло, 2) ш (2) 4х=0. (4.2) 


—520 


ТЕОРЕМА 1. Обобщенное решение задачи (1), (1.1) единственно, если 
функция ф(Ё, х, и) непрерывна по всем аргументам, а Ф., (1, 2, и) огра- 
ничена при (1, 2) ЕС и ограниченных и. 


Доказательство. Заметим, что равенство (1.2) сохраняет силу 


для функции ] (1, 2), которая равна нулю вне конечной области и при 


= и о. в Си имеет в С ограниченные обобщенные производ- 
Ее ыы 12 ы | 

ные р и -._ [см. (—), стр. 39—48]. Действительно, по определению 

7-5 

обобщенного решения, равенство (1.2) сирзиедливо для средних функ- 
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ций /, функции ]. Веледетвие известных свойств средних функций 
ем. (№), стр. 19—20, 41—42], при А-—>0 последовательность {п} равно- 


‘мерно сходится к ], а последовательности —. и и сходятся в сред- 
нем соответственно к би 9/. 
0 95 

Напишем равенство (1.2) для |, и перейдем в нем к пределу при 
й —>0; мы получим, что (1.2) выполняется и для 7. 

Предположим, что задача (1), (1.1) имеет два различных обобщенных 
решения и; (1, 2) и и> (1, я). Вычитая равенство (1.2) для и. из равен- 
‹ства (1.2) для и:, получим: 


Му НЕ ный ааа (аг=о. — (1.3) 
] 


Рассмотрим семейство функций {х„(1)} со следующими свойствами: 
5 (=) =1 при |5|<п— 1; (5) =0 при || >; 03, (2)<1 при 
п—1<!1| < п; &, (1) ограничены равномерно относительно п. С по- 
мощью &„(х) построим последовательность функций и (Е, 2): 


# 
Гл (Е, т) — (2) \ 1 (с, т, И1 (“, 1)) — Ф (<, т, И (5. х))] с, й — т 2, > 
т 


Очевидно, что все }, непрерывны в С, имеют в С ограниченные 
я 9} 
-обобщенные производные Е ее и обращаются в нуль вне конечной 


области и при 1=Т. Поэтому для ], выполняется равенство (1.2), 
‚а следовательно, и равенство (1.3). Подставим ], в (1.3): 


2 (2) 1Ф (в 2 ш)  Ф(Ь 2, шн)] (и — из) рав — 


|5 


кс еб Ее 
1 


ь д (Е, %х, дф (Е, х, из)] | 
—\ (2) \ ф (<, 2, и!) — (т, 2, и») та! [ —. о | @аз — 0. 
т 1 


(1.4) 


Здесь О„ — совокупность двух прямоугольников: 
{О << Т, п 1 <лФ<тщи {О<ЕЗТ, пол —т-0. 


“Обозначим интегралы в левой части равенства (1.4) через Ги, Ги и Лт 
(в порядке их написания). Преобразуем /.„ следующим образом: 


1 и 

1 д д (т, х, ил) дф (т, х, и›) \ м 

=. ние — а АЕах = 
25 


о 


5 0 
Й | дФ (т, х, ил) до (т, т, и>)\ т 
—_ ед [и — ет | р. 
Т 
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Равенство (1.4) примет вид: 
= (х) [Ф (Е, ХТ, и) и (1, т, и>)] (и: зи из) {ах - 


—й 


- г. \ ый () ) [22 (1, 2, и!) _ д$ (т, 2%, = & т. 2: 
не . 


дт дх 


1 


= \\ =) \ [ф (<, хи.) —$(х, 2, из)] 4 [77 рае ЗОО “| ах. 
у 


дх дх 


(1.5) 

Каждое из двух слагаемых в левой части (1.5), будучи интегралом 

от неотрицательной функции, неотрицательно и не убывает с ростом п 

ввиду свойств х„(2). Выражение, стоящее в правой части (1.5), оче- 

видно, ограничено равномерно по п; поэтому оба интеграла в левой 

части также ограничены независимо от п. Следовательно, при п—> > 

оба они стремятся к некоторым конечным пределам. Отсюда вытекает, 
что функция 

ф(Е, т) = [Ф (Ь т, ил) 


суммируема в полосе (С. 


2 (в, =, из (и, — из) 


Покажем, что интеграл — /з„, стоящий в правой части (1.5), стремится 
к нулю при п-> со. Пусть А, Ви С — такие числа, что: 


| ЖФ(Ь, х, и,) 


м - |< В а 


ф,, (Е, т, и) <С при О и < тр {и (Ё, 2), и» (Ё, 2)}. 
в 
Применяя неравенство Коши—Буняковского, находим: 


|1, | 5 2АВТ \\ [9 (6 2, ш) — < (ь 2, из) | ваз < 
р 
3. \] 
мАЕГ” | ес, х, и!) — Ф(Ё, <, и.) |? а аз | = 
Оп 
З 


= 4 АВТ * [А ге с, х, и1) — Ф(Ё, т, и-)] (и1 — и) Ф,, (ЕЁ, <, и) аз] < 
п 


| 


ЕЯ ть 
< 4АВС*Т? |+, г) аеа«|*. 
м 
Здесь и — промежуточное значение между и: и и». Так как функция 
ф(+, 2) суммируема в С, то последний интеграл стремится к нулю при 
п—> со. Следовательно, 
Пт [зп 1 
п—осо 


72 > > 
Таким образом, каждый из интегралов в левой части (1.5) при 


м _>со должен стремиться к нулю. Для первого из них это означает, что 


\\2. (2, 2, и) а — из арат = 0. (1.6) 


С 
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Так как ф,(Ь 2, и)>0 при и>>0, то равенство (1.6) возможно, 
лишь если и, (1, 2) = и. (1, 1). Этим доказана единственность обобщенного. 
решения задачи Коши. 

Докажем существование обобщенного решения задачи Коши для 
уравнения 

ди __ 0% (5, и) 
Е и 
где $ (х, и) > 0, $, (2, и) >0 при и>0, $(х, 0) =» (2, 0) ==0. 

Предварительно рассмотрим в прямоугольнике 00. +—Т, 
Хх, <2<ФХ.,} уравнение 


9% до 
НЫ А (2 2) а (1.8) 


при условиях 
2 (0, 2) = о (2), в(ь Х)=ы, 5, Ху =) (4.9) 
и докажем несколько вспомогательных предложений. 

ЛЕММА 1. Пусть выполняются следующие предположения: 

1) Функция 5,(5%) имеет на отрезке [Х., Х.] третью производную, 
удовлетворяющую условию Липшица; функции 01 (№) и 0.(1) имеют на 
отрезке [0, Т] вторые производные, удовлетворяющие условию Липшица. 

рт Оо 

3) А (5, о) > а›>0 при Х, <1<Х,, > р>>0 (каково бы ни было 
р> 0). 

4) В замкнутой области {ХХ <5<Х., т<о<М} функция А(х, 5) 
имеет непрерывные производные четвертого порядка, удовлетворяющие 
условию Липшица по 2 и 5. 

5) 2 (Х1) = 51 (0), 3 (Х») = 9» (0), 

2 2 
Г ай ее в (0)) 4 В а 
Тогда в прямоугольнике (0 существует решение (1, х) уравнения 


(1.8), удовлетворяющее условиям (1.9) и непрерывное в © вместе с произ- 
02 0 0% 


ОА О 
водные $ (1, х), которые входят в уравнения, получающиеся дифференци- 
рованием обеих частей (1.8) четыре раза по х, а также один раз по 4. 
Кроме того, всюду в () выполняются неравенства: 


ом. (1.10) 


Доказательство. Построим функцию 4: (5, $) со следующими 

- Г . у Ум 
свойствами: А. (5, $) = А (1,5) при Х, <1<Х., 92 т; при Л, <5<Х,, 
$ < т выполняется неравенство А, (5, 5) а„; функция А, (х, 5) имеет 


2 
непрерывные производные четвертого порядка, удовлетворяющие усло- 


вию Липшица по хи 0. 
Так как 4, (7, 5) 2аш >0 при Х, <<Х, и |®| ЗМ, то по теоре- 


= А(Х», %› (0)) 


водными Внутри О существуют и непрерывны все произ- 


2 
ме 1 работы (?) в прямоугольнике (© существует единственное решение 


2 (Е, 7) уравнения 
де 


== = А: (2, р 


(1.11) 


удовлетворяющее условиям (1.9). 
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Покажем, что для ® выполняются неравенства (1.10). Положим 
у = шей, &.`>0. 
Функция 10 (Е, 2) удовлетворяет в О уравнению: 


ТИ / ди 
ш: = Ал (, шее) (5.7 + и). (1.12) 


В силу условий теоремы, 2 < М на границе Г (Е=0, =Хья= А» 
прямоугольника (0; в силу уравнения (1.12), функция № не может дости- 
гать положительного максимума нигде в 0`_ Г. Следовательно, ш < М 
всюду в 0, откуда 2 < Ме*Г. Ввиду произвольности х, получаем: 
2 (Е, 1) < М всюду в 0. р 

Полагая © = т -{ 2е!', В`>0, и рассуждая аналогичным образом, 
легко показать, что 2 (1, 2) > т всюду в 0. 

Так как А, (2, 2) =А(х, 5) при о > т, то функция 2 (Е, 2) удовлетво- 
ряет в прямоугольнике О не только уравнению (1.11), но и уравне- 
нию (1.5). 

Докажем, что при наших предположениях уравнение (1.8) можно 
дифференцировать по х внутри О. Рассмотрим внутри О уравнение: 


д?р др 1 ОА: (Ея)) др. 
дж? = А (х, й (Е, 2)) `бЕ. к А (1,2 (2, 2)) —Фф 9 (1.13) 
при условии: 5 
Р(Ь =) р(Ь т) = а (1.14) 


г 
Здесь 2(1, 2) — построенное нами решение уравнения (1.8), удовлетво- 


ряюшее условиям (1.9); символ р. ОЗначает полное дифференцирова- 


ние по хх. 


Из доказательства теоремы 1 работы (?) следует, что производные 
92 де 08 
ЭГ’ дв И од УдДовлетворяют в прямоугольнике (© условию Липшица 


по ти 2. Отсюда вытекает, что функции 


ПА, т д ВА о 
ДА Кан во ВА 


также удовлетворяют условию Липшица по своим аргументам. По тео- 


реме 4 работы (?), задача (1.13), (1.14) имеет единственное решение 


р (1, 1). Как в п. 4 работы (2), можно показать, что Р (Е, => 


всюду в (©. Следовательно, внутри О существуют и непрерывны произ- 


водные 9 9% 
д 9 0%?’ дж ° 


С помощью аналогичных рассуждений можно обосновать также при- 
$ 92 05 2 д 
менение к уравнению (1.8) операций дифференцирования _°_ - 
ь ( ) р фф ренц р 0%??’ 053’ дхА? ДЕ 
внутри прямоугольника 0. 
Для уравнения (1.8) справедлива также следующая 
ЛЕММА 2. Пусть в прямоугольнике 5 {и ЕТ, а<а<хХ,} 
функция 5 (1, 2) удовлетворяет уравнению (1.8) и неравенствам (1.10), 
а также имеет непрерывные производные, которые входят в уравнения, 


получающиеся дифференцированием обеих частей (1.8) 
функция А(х 


по т четыре раза; 
‚ 5) при 1 <т<Х,, ть М имеет непрерывные произ- 
водные четвертого порядка и удовлетворяет неравенству А (> >0: 
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Тогда в любом внутреннем прямоугольнике 6’ и<Зь << ТЗ, 


1<1.<1<Х,< Х} при < А имеет место оценка < С, где С за- 


ка 
|2 
висит только от величин т, М, 6 Ц, %— а, Х,— 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству теоремы 3 
работы (11). 

После того как установлены леммы 1 и 2, мы можем перейти непо- 
средственно к доказательству существования обобщенного решения зада- 
чи Коши для уравнения (1.7). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполняются следующие предположения: 

1) Функция и (т) непрерывна; 0< и (2) <М; функция (т, ш (2)) 
Удовлетворяет условию Липшица при — ©<1< к. 

2) В Н{— охл, диз М =М,}} (&>0) функция Ф(х, и) 
имеет непрерывные производные пятого порядка, удовлетворяющие во вся- 
кой замкнутой области {— ©<Х,<21<Х,< о, дО«т<изМ, 
условию Липшица по х и и (каковы бы ни были числа т>0, Х, и Х.). 

3) Ф(х, и) > © при и-> со равномерно по х, — ©. 

4) Функции ф(х, и) и $, (5, и) ограничены в Н. 

Тогда существует обобщенное решение и (+, 2) задачи Коши (1.7), 
(1.1), причем в тех точках С, где Е>0 и и(ь, 1) >0, функция и (Е, 2) 
имеет непрерывные производные, входящие в уравнение (1.7), и удовлетво- 
ряет ему в обычном смысле. 

Доказательство. Положим 5$ (1) =$(х, и (1)) и построим моно- 
тонно убывающую последовательность бесконечно дифференцируемых 
функций {50 (2)}, равномерно сходящуюся к 2,(1) и такую, что 
4, (1) 

ах 


ША 


О №) М дя вх п 1,2... Эдо М. =. р ФМ) 


—ю<х<о 


К — некоторая постоянная. Существование такой последовательности 
обеспечивается условием . теоремы. 

При помощи функций 53% (2) построим вторую последовательность 
бесконечно дифференцируемых функций {2 (х )}, которая обладает сле- 
дующими свойствами: 


5, (2) = 2" (4) при |2|<п—2; (2) =М, при [#|>2п—1, 
201" (2) «за (2) < 2» (2) < М» 15) 
42, (2) К 
ат < 
при всех 1, —<«<х<с<, и Е 
Замена искомой функции: 
ф(х, и) =о, Ф(л, й)=и (1.16) 
преобразует уравнение (1.7) к виду: 
д? й д 
а 9. о) р Пт) 


< 2-я и ом 
где функция Ф,(х, $) положительна и ограничена при И а 
0% <2< М. (каковы бы ни были числа | О ли А. 
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Ф, (1, 2) > < при #->0 и любом 7. Так как Ф,>0 при и#и>0, то 
соответствие (1.16) между и и 0 является взаимно однозначным. 
Рассмотрим для уравнения (1.17) в прямоугольнике С.{0 << Г, 
—п< < п} первую краевую задачу; 
о (0, 2) = (2), "(6 Е п) =М.. (1.18) 
Как нетрудно проверить, при наших предположениях можно приме- 
нить лемму 1, согласно которой при каждом п задача (1.17), (1.18) 
имеет решение 2„ (, 2) и всюду в С„ выполняются неравенства 


Ош! (1) <(ь < М.. (1.19) 


Кроме того, внутри С„ существуют и непрерывны все производные м, 
которые входят в уравнения, получающиеся дифференцированием (1.17). 
по х четыре раза, а также один раз по {. 

Сравним функции 0, (&, 2) и 2.1 (, 2) в их общей области определе- 
ния С(„. Обозначим через Г„ часть границы С„, состоящую из сторон 
1 =0, х=п и х= — п. Вследствие условий (1.18) и неравенств (1.19). 
имеем: 


2 |, 2 Отт га’ 


В прямоугольнике С разность #„ —2„., удовлетворяет уравнению: 


д? (2, —ь ре АА, Ф., (=, 0,) д... и. | 
| Л ( п - п) ее ( п т--1 о п’. ы 1 ее 14), (1.20) 
Ф, (=, 2) дх 9: Ф, (2, 2„) 
где 0, (Е, 5) — промежуточное значение между 9, (ЁЬ 2) и 2.11 (Ь 2). При 


фиксированном И выражение, стоящее здесь множителем при 9» — виа, 
ограничено; пусть модуль его не превосходит числа /„. Положим 


ву. 


, 


бп — Опа = Шие 


рассуждая, как в доказательстве леммы 1, легко установить, что функ- 
ция №, (Ё 2) не может иметь в С„` Г, отрицательного минимума. 
Отсюда следует, что 2. (&, 2) 2041 (&, 2) всюду в С». 

Таким образом, функции о, образуют монотонно убывающую и огра- 
ниченную снизу (тождественным нулем) последовательность; то же самое 
справедливо для последовательности функций и» (Е, 2) = Ф (5х, о, (#2)). 
Так как при п->с<о прямоугольники С„, расширяясь, заполняют всю 
полосу С, то в каждой точке (&, х) ЕС существует 

А (В, 


пс 


Покажем, что и (Е, 2) является обобщенным решением задачи (2 
Е | 

Ограниченность и неотрицательность и (Е, 2) в полосе С вытекает из 
неравенств (1.19). Установим наличие ограниченной в ( обобщенной 

„ ОФ (а, из 
производной (о бе 
9% 

П | 92, 

При каждом п функция ри (, 2) = -„ Удовлетворяет в С" уравнению 
9°Р„ ‚ др 

Е У 
ЕЕ 5 Ф, ($, и) ея 


1 ОФ, (т,г„) др, 
Ф, (1,5) Ох ‘дх ° (1.21) 
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Применяя к этому уравнению принцип максимума, нетрудно показать, 
что всюду в Са» 


9%», ы 92 
22 | ах |‘ (1.22) 
При Е =0 имеем: 
9%, | _ [42 (2) | 
9% | — т К, п=1,2, 


9% 
Оценим т при х = и. Согласно условиям (1.18), 


гп (Е, п) = М. = тах 9, 
т 


поэтому 
де 


ие > 
дх |х=ъ О. 
Введем вспомогательную функцию 
2п (6, 2) = 5, (Ь 2) — М. (1—1 1). 
В прямоугольнике 5, {0 <Е<Т, п-1<5х<п} функция 2, удовлетво- 
ряет уравнению ° 
02 , 92, 
а Ф. (а, 3%) т 
и потому, как и 0„, может принимать свое наибольшее значение только 
при {=0, х=п— 1 или 5 =п. Имеем: 
2 (0, 2) = М. (п— 2) >09, 2(4п—1) =%(1п—1)>>0, 2(Ь п) ==0. 


Следовательно, 2» (Е, п) =Е 1 2„, откуда 
Би 


92 де 
=” т те а М» 
02 
Тем самым мы оценили Е при х=п. Для д = —п можно повторить те 
же рассуждения. 
Из неравенства (1.22) получаем: 
ПН [ав | < `М’жРтах (К, М), 249, 1.93) 


Отсюда следует, что функция ф (2, и (Ё, 2)) удовлетворяет условию Липши- 
ца по х с константой, не зависящей от Е, и что в С существует обоб- 


дф (х, и (Е, <)) 5 : 
щенная производная а рае. по абсолютной величине не превосхо- 


дящая М [см. (12), стр. 42—43]. 
Покажем, что для и (&,2) выполняется равенство (1.2). 
[9$ (2, ии (1, =)) | 

Ав вае 50 подовательнос. и 2 ОТРАНичена, то из нее 

| д0Ф (т, и», (1, 2)) 
можно выделить подпоследовательность > 


о Функции им = 


ь слабо сходящу- 


юся в любой конечной части С к функции 
—= Ф (5, 0„) удовлетворяют уравнению (1.7). Подетавим из, в (1.7), умно- 


жим обе части получившегося тождества на функцию / (Ё, 2), непрерывно 
У. 
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дифференцируемую в С и равную нулю вне конечной области и при 
1 =Т, а затем проинтегрируем по С. После интегрирования по частям 
получим: 


с д (т, и, ) С т 
2: пи, — ый —= ах -- \ 1 (0, 2) Ф (0, эи, (2)) ах=0. (4.24) 
С —< 


Предельный переход в (1.24) при А->со приводит к равенству (1.2). 

Докажем, что и (1,2) непрерывна в (С; для этого достаточно доказать 
непрерывность в С функции © (2, и (1, 2)) = 2 (Е, 2). Выше уже было пока- 
зано, что 2 (1,2) удовлетворяет по х условию Линшица с константой, не 
зависящей от {. 

Пусть в некоторой точке (1,, 2.) Е С функция 2 (Е, 2) терпит разрыв как 
функция 2. Тогда найдется такая последовательность &; —> в, что 

[5 (1, 20) — 6 (&, 20) |2 *>0 
для й =1,2,.... Пусть, для определенности, & > и 
я.) (д ра КТ а.., 


Вследствие условия Липшица, на некотором отрезке & < <, содер- 
жащем 7, будет выполняться неравенство: 
® (к, 2) — 6 (1,71) > > ь 
Отсюда следует: 
и (14,2) —и (1,2) >8>0 при & <<. (1.25) 
Обозначим через С^ полосу {0<^<Е<Т, —<«<х<«< о}. Если 


7 (Е, 2) — непрерывно дифференцируемая в С функция, равная нулю вне 
конечной области и при & =Т, то имеет место равенство: 


а о: фо, 2) и (®, 2) 41 =0. — (1.26) 
@ —< 


Действительно, соотношение (1.26) получается предельным переходом из 
соответствующего равенства для и„,, подобно тому, как выше мы полу- 
чили равенство (1.2) из (1.24). 
Пусть 1 (2) =0 при ха и при х>Ьь, а при & << Ь и доста- 
точно близких к & значениях Ё > % выполняются неравенства: 
91 (&, =) 


1, <) >0, о 


Составим равенства вида (1.26) для Х=Ь и ^ = 42:; вычитая одно из 
другого, найдем: 
Е» 


9] д} до (х, и 
т КО 
6х0 8 


При 1. левая часть последнего равенства стремится к нулю, а 


правая часть, согласно (1.25), не меньше, чем 


2 


7 (№, 2) 42 = В, >0. 


1 


7(&%, 2) [и (4, 2) — и (2, 2) ах >В 


ем 


Я 
т 


Мы пришли к противоречию. 


ге эм 
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Итак, функция 2 (1,2) в полосе С непрерывна по #Ё и удовлетворяет 
по х условию Липшица с константой, не зависящей от &. Отсюда выте- 
кает, что 0(1,2) (а следовательно, и и(1,2)) непрерывна в С по сово- 
купности своих аргументов. 

Таким образом, и([,х) обладает всеми свойствами, перечисленными 
в определении 1, и поэтому является обобщенным решением задачи Ко- 
ИС ПТ 

Тот факт, что во всех точках, где #>0 ии (Е, т) > 0, функция и (1, 1) 
удовлетворяет уравнению (1.7) в обычном смысле, вытекает из следую- 
щей леммы. 

ЛЕММА 3. Пусть в некотором замкнутом прямоугольнике 5 функция 
и (Е, 2) непрерывна, положительна и является пределом монотонно убы- 
вающей последовательности решений и„(1,2) уравнения (1.7), где х(х, и) 


Удовлетворяет условиям теоремы 2. Тогда внутри 5 существуют и не- 


9 ди ди 0? 
прерывны производные т, 5., 5 и функция и (1, х) удовлетворяет урав- 


нению (1.7). 


Доказательство. Так как и ([, 2) = Ими (&, 2), то 
$ (Е, 2) =Ф(т, и (Е, т)) = Пао(аи (в ))-= Ито, (6х): 
пи—со п—>со 


В прямоугольнике 5 справедливо неравенство 2 (1, 5) > и >0, следова- 
тельно, 


(рт За 


По лемме 2, в любом внутреннем прямоугольнике 5’ с © ограничены рав- 


9, у 
номерно относительно и производные ак’ К<А. 


В силу уравнения (1.17), производные - также равномерно ограни- 
чены в 5’. На основании леммы 1, к уравнению (1.17) внутри $ можно 
90. 

дт* да 0’ 
лучающихся при этом, следует равномерная ограниченность в 5” произ- 
9%, 9% 0%, 


д10%’ 019?’ де ` 


применять операции дифференцирования из равенств, по- 


водных Отсюда вытекает, что  последовательности 


98" \5= 9%? ] 
Следовательно, функция 9(Ь2) имеет в 5” непрерывные производные 


9% [92„, 10°, | , Е 
о и \ компактны в 5’ в смысле равномерной сходимости. 


2 я, 
О (1, 1) >0 в 5’, то функция и (1, 2) = Ф (5х, 2 (Ь71)) 
И о Ри 
р ди ди 0?и ти 
в 6’ обладает непрерывными производными 55, 5., о» И удовлетворя 


уравнению (1.7). 


$ 2. Первая краевая задача 


В этом параграфе мы. рассмотрим первую краевую задачу для урав- 
нения (1) в прямоугольнике А {0 <Е<Т, 090<2<.ФХ} и в полуполосе 
940 <#31,0 <<: 

Обозначим через Г часть границы прямоугольника А, состоящую из 
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боковых сторон (%=0, х=Х) и нижнего основания (Е ==0), через Г, — 
часть границы А, состоящую из боковых сторон и верхнего основания 
({ =Т). Зададим на Г краевые условия: 


и (0,2) = (2), 0<2<%х, и ( 0) = и, (#, и(,Х)=и> (1, 


<< 7. 


(2.1) 


Определение 2. Функцию и (1, 2), неотрицательную, непрерывную 

в прямоугольнике В и удовлетворяющую условиям (2.1), назовем обоб- 
и 

щенным решением задачи (1), (2.1), если существует обобщенная произ- 


р И суммируемая с квадратом в И, 
ИЯ 


в ы ы 
функции / (1, 2), непрерывно дифференцируемой в В и обращающейся в 
нуль на Г,, выполняется равенство: 


водная и для любой 


х 


\\ м] и фи 2) из (2) 41 = 0. (2.2) 


ТЕОРЕМА 3. Обобщенное решение задачи (1), (2.1) единственно, если 
функция $ (Ё, х, и) непрерывна по всем аргументам, а $’, (1, т, и) ограниче- 
на при (1х) ЕВ и ограниченных и. 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 1. 
Сначала покажем, что равенство (2.2) остается в силе, если функция 
7(, х) непрерывна в А, равна нулю на Г, и имеет в В квадратично 


д д 
суммируемые обобщенные производные - — Затем подставим в (2.2) 


функцию 
1 
== \ [Ф (т, т, и, (<, х)) — (с, т, и» (<, х))] а^, 
,. 
где и, и и› — два обобщенных решения задачи (1), (2.1); каки в теоре- 
ме 1, докажем, что и ==и.. 

Теорема существования, как и в предыдущем параграфе, будет дока- 
зана для уравнения (1.7). 

ТЕОРЕМА 4. Пусть выполняются следующие предположения: 

1) ио (2), и; (1), и (Г) — непрерывные функции своих аргументов; 0 < и<М 
 =0, 1,2, (0) =и, (0), в (Х) = и» (0). 

2) Функция $ (т, и (х)) удовлетворяет условию Липшица при 0 << Х; 
функции ф (0, и, (1)) и Ф(Х, и» (1)) удовлетворяют условию Липшица при 
Е. 

3) В Н,{0<2<Х, биз М+е:=М),} (>00) функция (т, и) 
имеет непрерывные производные пятого порядка, удовлетворяющие при 
и>т о условию Липшица по х и и (каково бы ни было т > 0). 

ны в) 015 М 


) 


5) Функции [9ш(е, и) а и 
Фи (т, и) 


ограниченыв Н.. 
Фи, (2) и) ди | Р 1 


Тогда существует обобщенное решение и (Е, 2) задачи (1.7), (2.1), при- 
{см в тер точках В`\Т, где и (1, 1)>0, функция и (Ё. х) имеет непре- 
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Рывные производные, входящие в уравнение (1.7), и удовлетворлет ему в 
обычном смысле. 

Замечание. Как нетрудно проверить, предположения 3) —5) тео- 
ремы А выполняются, если ф(х, и) = и*, у>>1. Этот случай наиболее 
часто рассматривается в теории фильтрации [см. (!}]. 

Доказательство теоремы 4. Примем обозначения: 


Фо (2) = (т, ио (2)), 2: ( = (0, и (1)), в (= Ф (Х, и» (1)); 
М. = тах ф (2, М\). 
0о<х<х 
Построим монотонно убывающие последовательности бесконечно диффе- 
ренцируемых функций {2 (2)}, {6 (0)}, {2>„(1)}, которые равномерно 
сходятся соответственно к 2, (2), 2, (1), 25(1) и обладают следующими 
свойствами: 


42 (5) я 4.„ (#) т р 
| от т : вн з 
Е. |; ит |5к, = 1,2; | 
бот (0) = 91» (0), 3» (Х) = 25% (0); 0) 
4% „ (0) р 42. „ (0) 4 „(Х) им а. ( 
ть = Ф, (0, сл (0)) =. , Я = Ф. (Х, 5. (0)) —- ) 


Здесь Ф(5,%) определяется с номощью равенств: (1.16), К — постоян- 
ная, не зависящая от и. Возможность построения таких последователь- 
ностей вытекает из условий 1), 2) настоящей теоремы. 

По лемме 1, при каждом п существует в В решение 2» (1,2) уравне- 
ния (1. "А удовлетворяющее условиям: 

Я (0, 4) = 9%» (1), 2. (1,0) =0м (1, 2 (ЬХ) = (1. 


о 
При этом всюду в В выполняются неравенства: 


ое И. (2.4) 


а внутри А существуют и непрерывны все производные 2», которые вхо- 
дят в уравнения, получающиеся дифференцированием (1.17) четыре раза 
по х, а также один раз по #. 

Положим и» = Ф (5, 0»); тогда ©, = 9 (2, и»). Неравенства (2.4) дают: 


И (2.5) 
Как в теореме 2, легко установить, что ии и, образуют монотон- 
ную ограниченную последовательность; поэтому в каждой точке А суще- 


‘ствует предел 
и (1,2) = Ши (2). (2.6) 


п-> со 
Покажем, что и (, 2) является обобщенным решением задачи (1.7), (2.1). 
д$ (1, щ(1,2)) 
Докажем сначала, что существует обобщенная производная „>, 
суммируемая с квадратом в А. Рассмотрим (при фиксированном п) вспомо- 
гательную функцию 


Е» (&, 2) = (т, и» (Ь 2)) — в (1) ое. - [лм (6) — 92. (Ю]. 
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Так как и„ (Е, 2) удовлетворяет уравнению (1.7), то 


(5 ыы 9 ыы (1, =)) ], И ыт 
В 


О 952 


Преобразуем это тождество с помощью интегрирования по частям; учи- 
тывая, что Ё» (#, 0) = Ё„(Ё Х) =0, получим: 


{Де (р шь (6) тт — \\ р (9 тар ае + 
В 


ия х \ 2 [21п (1) — 9 (91 т г 9142 Я т | [21® (#) — 9" (1)] 
г: 


В 


9$ (7, ии, (1, 1)) Ё (т, ии (1, 2)) ] ф 
рн ти А \\ а выть ах = 0. (2.7) 

Обозначим интегралы, стоящие в левой‘части равенства (2.7), через Гл, | 
Т., [з, 14 и [5 (в порядке их написания). Чтобы оценить величину 11, 
положим 


© (х, и) = \ (2, х) ах. | 
д | 
Тогда | 
дО (2, ии (1, 2)) 
Г. = \\ (>, ив (1, 2)" ах = \\ а = 
< ее 
,. 
= [© (2, и» (Г, 2)) — © (, и» (0, 2))1 45. 
0 | 
Из неравенств (2.4) и (2.5) следует: 0< О (х, ил (1, 1)) < М.Мь, что дает: . 
17: [< М. М: Х =А.. (2.8). 
Далее, интегрируя по частям и используя соотношения (2.3), (2.4), 
(2.5), находим: 
Г (9 
т г, (0, 2) вл» (0)— ин (Т, г) в» (Таз м “т ц, (1, 2) вах, 
р: 


0 


1 Г.| <М.М.Х + КМ,ТХ = А.. (2.9) 
Аналогичным путем устанавливаются неравенства: | 
ар НЕО, (2.10) 
Теперь из соотношений (2.7) — (2.10) вытекает, что 
дФ (х, и (Е, :с)) |? 
С] ы. 4х < А, (2.11) 
Е 


где А — постоянная, не зависящая от и. Оценка (2.11) справедлива, 
очевидно, при любом п. 


На основании формулы (2.6) и неравенств (2.5), (2.11), заключаем 
[см. (12), стр. 42—43], что существует обобщенная производная Еще) 


причем 
К а 
В 


7 
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Соотношение (2.2) для функции и (1,2) получается из соответствую- 
щих соотношений для и, (1х) предельным переходом, подобно тому как 
в доказательстве теоремы 2 мы получили равенство (1.2) из равенства 


(1.24). 

Мы доказали, что обобщенная производная ни (Е, суммируема с 
квадратом в прямоугольнике В; покажем, что она ограничена во всяком 
прямоугольнике А; {0 < ЕТ, 06 << Х-— 5}. Для этого достаточно 
установить, что в И; равномерно относительно и ограничены по модулю 

де 


т 
производные >... 
Воспользуемся методом вспомогательных функций С. Н. Бернштейна 
[см. ("3)] в том виде, в каком этот метод применялся в работе (14). Рас- 
смотрим в А функцию: 


(ых )=2(Х и (2.12) 


Эта функция всюду в В положительна. Если она достигает своего 


наибольшего в А значения при х=0, при х=Х или в точке, где 


д 
— = 0, то 


дх 
ив << е2ХМа, 
Если максимум ш„ достигается при # =0, то 


и, 3 КХ? - е25М, — К. 


Во всех этих случаях 


д 
2(Х — 2) | <А.. 
Рассматривая ш„ в Вз, находим: 
9% К\ „(1) 
95 <; =. (2.13) 


Пусть теперь ш„ принимает свое наибольшее в К значение в некоторой 


д 
точке РЕД`\\ Г, причем а == 0. Перепишем уравнение (1.17) для 2 


в эквивалентной форме: 


(2.14) 


0% 
В точке Р, где, по предположению, р ЗЕ 0, равенство (2.12) можно 
дифференцировать по <; это дает: 


9%», ое 
та Хы 


9%, 
аа 2) = ст -- Хех п. (2.15) 


< и = 
Здесь и в дальнейшем верхний знак ставится в случае, когда о 0, 


ижний ее ‚<< 
ан д дх |Р 
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Так как максимум ш„ достигается в точке РЕА`\ Г, то в этой точке 


др 
т ы 
должно соблюдаться условие а Я, откуда следует, что 


9%, * _2хе?Х"т + (Х — 24) 92т (2.16) 
д? 2 (Х — 2) Г. 


Кроме того, в точке Р должно выполняться неравенство: 


‚ 0%, д» 
Фи (2, Ф (т, ®,)) = — 5 <0. (2.17) 


Продифференцировав по х равенства (2.15) и (2.14), получим: 


0, 2 Г 
= 2(Х о - +25" + 
4. 198? И ды 
Ве + 2хех, т, (2.18) 
20%, 51.1, 989 ` „ 0% в 9%, 2 ‚ 92, 0%, ь 
этаа, = Фи — я Фих > дж ие. ве -- Фи Ф, —" 9% А * (2.19) 


Здесь и ниже у всех производных функции о первым аргументом явля- 
стся 4, а вторым Ф (5, 0,). 
В силу соотношений (1.16), 


°? 1 : 3 ’ Х Ф. 5. 
р ни ль 
Фи Фи 


поэтому уравнение (2.19) можно записать в следующем виде: 


05 ‚ 0%, 7 92, © др 
4 КУ 2 п т 
9Еда 55 Е: № 953 АЯ Фи ди &: ::) я 1 ’ дх да? ы (2.20) 
о. Фи 
9, ха 
Дифференцируя по { равенство (2.12) и заменяя производные —^ к а 
их выражениями из уравнений (2.14), (2.20), находим: 
0 : ‚ 0% а (®»\ |9 
яз ыы ОЛ 
14 
Ф.„, д, 020 
-- Г им ы м 
2(Х — 2) с’ а ды (2.21) 


Из (2.17), (2.18) и (2.21) получаем (после приведения подобных чле- 
нов): 


о 0 " де д 


ЕР, ЕЕ то Хо" д х Фил 
Ри дз 9: АХ?е Фи "(5 —. Ее м: 
4 


0%, 
8 < 0. 


29, =" о. |= 2(Х— 24) тах (5 } 
Фи 
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0% 
Заменим здесь производную те ее выражением (2.16); это дает: 


фене, + 2Хех"ь + (Х — 24) и (=: 


[Е 2Хе?Х т - (Х — 2%) ы 
Чо ео | = |-2 — 22) + 
д [$ \ | 92 
ое (= < (2.22) 


де 


п 


‹ ь д», \? 
Так како» >0, „> 0 и Фи >> 0, то множитель при (5) в левой 


| Ф 
части неравенства (2.22) оценивается снизу выражением Х —\\ >> 0. Из 


Фи 
о вы 
За -[ Е] 


где С: и С. — постоянные, не зависящие от п. В силу условий теоремы; 
отсюда заключаем, что в точке Р максимума ш„ выполняется неравен- 
ство 


(2.22) следует: 


9%» 
| 9% 


05», Ой 

дх ххх)’ 

где постоянная С. также не зависит от п. Обращаясь К равенству (2.12), 
выводим, что в точке Р 


< 


<) 6: + @^ М = К, 
и тем более ш„, <. во всякой другой точке прямоугольника В. По- 


этому в В в рассматриваемом случае справедлива оценка: 


9, К» 
И 08) = 


= К. (2.23) 

Полагая | | 

5 = шах К, 
1=1,2 

получаем из (2.13) и (2.23): 
до» (1, х) 

дх 
здесь Аз не зависит от п. Следовательно, 


я ие = <К; при (& 2) ЕВ5; 


<К. при (т, 1) ед,; 


функция 2(Ё 2) =$(2, и(Ь 2)) удовлетворяет в Аз условию Лишшица 
по < с константой, не зависящей от Ё. Отсюда, как и в теореме 2, 
следует, что функция и (&, 2) непрерывна в Аз по совокупности своих 
аргументов. 

Так как 6 >0 может быть взято сколь угодно малым, то мы дока- 
зали непрерывность и(Ё, 2) всюду в В \\Г и, кроме того, справедли- 


вость равенства 
ие О) (2.24) 
1->0 


о. 
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Докажем, что функция и(Ё, 2) непрерывна и принимает заданные 


значения в точках боковых сторон прямоугольника И. Для определен 
ности будем рассматривать сторону х = 0. 
Сначала выведем для 0 < <Т неравенство 
: Е 
И и (Е, 2) < и! (В). (2.25) 


115 
х-+-0 


Для любого з >0 найдется такое п, что 


1 (1) ал (В) <а (В) г. (2.26} 


Так как последовательность {2 ([, 1)} монотонно убывает, то в любой 
точке (ЕЁ, 2) ЕВ при А >0 выполняется неравенство 
Фик (Ё, 2) < 9. (6, 2); 
переходя в нем к пределу сначала при А->0, а затем при >в и 
д->0, получим с учетом (2.26): 
Пт © (Е, 2) < (1%) +. 
> 
х>0 
Ввиду произвольности е, это означает, что 
ть (6, 7) < в, (№). 


= 
х—>0 


Отсюда следует неравенство (2.25). 
Чтобы доказать непрерывность и (р, 1) и выполнение граничного. 
условия в точке (&, 0), остается установить, что 
Иш и (Е 2) > и, (В). (2.27) 


1> 5 
х->0 


| 


| 
| 
| 


1 


Если и, (1%) =0, то справедливость неравенства (2.27) вытекает из 


неотрицательности и (Е, 2). Пусть теперь и. (&)>0 и ОТ. Так 
как функция и, (!) непрерывна, то для любого =>0 можно указать 
такое 4`>0, что при | —&|<4 
и (> (/)—=. (2.28) 
Не ограничивая общности, можно считать, что = «Ки, (В) и 
а (2.29) 
Возьмем некоторое 6>0 и введем в рассмотрение функцию © (и) со 
следующими свойствами: производная $’ (и) непрерывна при и > 0; $(0) = 


—= $' (0) = 0; при и>0 функция Ф(и) бесконечно дифференцируема; при 
0<х<5, О<и< М, имеют место неравенства: 


0 <9(и) <9(т, и), 0<о’(и) <Зои(е, и), 9(и)>0, 


[24 


Ч (и) = |" и во, у 


Такую функцию, очевидно, легко построить. Как следствие неравенств 
(2.30), получаем, что 


Ф (2, 2) <Ф(5), $, (2, )<Ф’ (5) {2-34 
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при 0% д, 0<о< М.. Здесь Ф(Ф’ (5)) ==. 


Положим Ч”, = (Ф ($(0, и, (&) —=))) и зададим функцию и (Е, 2) с 
помощью соотношения: 


СЫ с [с (Е — 1) —{] при Оз а е-ь), 
Ч (@ (Е, )=| о (2.32) 
0 при 0<с(Е— 1) < х, 
где а 
с = 2 шах |1, < | (2.33) 
р (2.34) 


Так как Ч (и) является монотонной функцией от и, то # (1, 2) однознач- 
но определяется из (2.32), причем #(+, 1х) =0 тогда и только тогда, 
Вотда (8 (Ё: <)) =0, 
`В силу (2.29), (2.33) и (2.34) имеем: О<н< В. Из соотношения 
(2.32) следует, что 
а(, т) =0 при Оз 5. (2.35) 
Далее, функция й (+, 0) при > В монотонно возрастает с ростом &. 
Формулы (2.32) и (2.34) дают: 
п(ь, 0) =Ф\($ (0, и (1) —®)). (2.36) 
Учитывая еще неравенство (2.28), получаем для достаточно малого 
у 0: 
й (Е, 0) =#, (1 < Ф(Ф (0, в (1)) при В << +т. (230) 
Кроме того, согласно соотношению (2.32), и (6, 5) =0 при В <Е< 


зн - тв Используя формулы (2.33) и (2.34), находим: 


5 5 м 
ста — ыы 
поэтому для т имеем: 
й (1, 9) =0 при НЗ Е (2.38) 


Как показано в работе (7), функция @(&, 1), определяемая из (2.32), 


до — 
при #>&, х>.0 непрерывна вместе с т а при х=с(Е— 1) имеет 
все производные, входящие в уравнение 


ди _ 0% (и) 
др Ро 


(2.39) 


и удовлетворяет этому уравнению. Отсюда следует, что ий (1, 1) является 
обобщенным решением первой краевой задачи (2.39), (2.35), (2.37), 
(2.38) для прямоугольника В {1 << - т, 0<1<8} в смысле опре- 
деления 2. 

Построим монотонно убывающую  последовательность бесконечно 
дифференцируемых функций {бл» ( )}, равномерно сходящуюся на отрезке 
а функции ф (и, (1)) и обладающую следующими свой- 
ствами: г 

Фи (11) = = Тт, ть (1) =0, 


р ь (2.40) 
1, (1) <" (1), 1 п (1 ) > >20 прин < ЕЁ < +1. 
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| 


Напомним, что {2„ (Е, 2)} — ранее построенная в 7 о | 


для которой | 
Ци Ф (2, 9. (Ь 2)) =и(Ь 1), эр = (Ь 0), ти = шие (&, 2). 
т—>оо Е 


Возможность построения последовательности {2»„(1)} с указанными свой-. 
ствами обеспечивается условиями (2.35), (2.37) и  монотонностью) 


Ф (из (1). ь ый 
Заменой © — $ (и), и = Ф (5) мы приведем уравнение (2.39) к виду: 
ОР д 
а = (5. (2.41) 


Рассмотрим для уравнения (2.41) в прямоугольнике А первую крае- 
вую задачу с условиями: 


(1, 0) =эш(8, о д=ть, (В,  =т,. (2.42). 


По лемме 1, задача (2.41), (2.42) при каждом п имеет решение г (Е, 2); 
всюду в В выполняется неравенство г, (1, 2) > т,„; внутри В уравнение 
(2.441) можно дифференцировать по #. С помощью принципа максимума 
легко показать, что 


ат | 
Обозначим через Г часть границы В, состоящую из сторон Ё=&, 


х=Оих=д; вследствие соотношений (2.40), уравнения (2.41) и усло- 
вий (2.42) имеем: 


9%, 
5 с 2 0. 
59. и 
Покажем, что ы-- 0 всюду в А. Продифференцировав уравнение (2.41) 


по {, получим уравнение, которому удовлетворяет в А`\ Г функция 


9°„ я УР 94 „ Е =) 
9х2 — Ф (2, АЕ "| Ф (2„) Чт. (2.43) | 


Обращаясь к неравенствам (2.30), находим: 
$" (Ф (5 „)) 
[27 (Ф (е„))Р 


Из уравнения (2.43) легко усмотреть, что 4, не может иметь в 


Ф = <о 


В ^\ Г отрицательного минимума Таким об ыы 0 В 
к мума. образом, О всюду в НВ; 
в силу уравнения (2.41), это означает, что всюду в В 
ы 
Ого 


ая >> 0, — (2.44) 


Сравним в А функции © @ ие. Ввиду условий (2.42) и 
соотношений (2.40), | 


9, г и бп, 
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Из (1.17) и (2.41) следует, что разность 2„— %, удовлетворяет в В 
уравнению: 


И 1 д (2, —5,) Ф" (0„) 9, 


2 р Ух й — — >= — г 
0 9, {22) 922 Ф, (с, 9) Ф’ (2) 952 ( п 2») Е 


Ф’ (*„) — Ф, (1, 9„) 9%, 
Ф, (т, °„)Ф’ (2) 07° 


(2.45) 


Здесь 0„— промежуточное значение между 2, и 0„. Если п фиксиро- 
вано, то множитель при ©, —®„ в о правой части (2.45) ограничен в 
В; пусть [4 — максимум модуля этого множителя. Положим 
а, 


) 


ИТ == ря — 216 
уравнение для 2„(Ё, т) имеет вид: 


НР ИЕ 
р ‚ Ф, (т, 5„) Ф’ (2) — “т Ф, (т, 2) д? 


—- 


Ф* (2,) —Ф, (2, 2) 0%, г 
Ф, (=, *,) Фе) 9 : з (2.46) 


Вследствие неравенств (2.31) и (2.44), функция 2„, удовлетворяющая 
уравнению (2.46), не может принимать в В \\ Г наименьшее отрицатель- 
ное значение. Но 2, |; >0; поэтому в прямоугольнике В всюду 2» (+, 2)>0. 
Отсюда получаем: 


ил (Е, 2) =Ф(а, з»(& 2)) > Ф(х, 2,(,:2)), п=1,0,.... (0.4) 


Положим и» = Ф (т,); так как Пш т =0, то и Па и, =0. Пусть 


пс и-> со 
7 (Е, 2) непрерывно дифференцируема в А и обращается в нуль при 
х=0, х=8, = +1. При каждом п функция и, (Ь 2) =Ф\(,(Ь 2)) 


удовлетворяет в В уравнению (2.39) и, следовательно, интегральному 
тождеству вида (2.2): 


а ое 2) ат = 0. (2.48) 


Е 

Как уже отмечалось, й (Ё, 2) является обобщенным решением задачи 
(99) (2. 35), (2.37), (2.38) в прямоугольнике А, поэтому и для #(Ь, 2) 
имеет место аналогичное тождество: 


Я: —. 44» = 0, | (2.49) 


В 
в котором однократный интеграл отсутствует в силу условия (2.35). 
Вычитая (2.49) из (2.48), получим: 


Ца -®— ны" т } вах = Е. 


В 


6 
Е. \ (Е, 2) ах, (2.50) 
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Рассмотрим последовательность функций: 


и в = \ 19, (<, 2) —(@а(® ®+ 
+ 


т 


+- [бл (=) — $ (# (<))] 1—1) тж}, ра 


Все /„ непрерывно дифференцируемы в В; в силу условий (2.42), 
и =0 при х=0, х=5, {=&-1. Следовательно, для ]и справедливо 
тождество (2.50). Подставляя № (Ь, 2) в (2.50) и производя такое, же 
преобразование, как в доказательстве теоремы 1, приходим к равенству: 


; ы ы ССС 125 @,) д95(8)] 1? 
Це (2) — (аа, — в) ах НСАУ [Ре А] ера = 


В 0 5+ 


В 


= К ры, да — Це — $ (8 (0—1) — туза, п) ааа 


+5 бн()— $ (0 (91 — м 4%) [© 9] дез. (2.54) 


В у 


Первый и второй интегралы в правой части (2.51) стремятся к нулю 


при п-> со, так как Иша т ==0, Иш и, =0и 5:„ (В -5(@, (1)} равно- 
п—>оо п—>со 


мерно на отрезке  <{<4- 1. Аналогично тому, как было доказано 
неравенство (2.11), можно получить оценку: 


М. ах <А 


д 
В 


где А не зависит от п. Применяя неравенство Коши — Буняковского к 
третьему интегралу в правой части (2.51), мы видим, что и этот инте- 
грал стремится к нулю при п-> со. Следовательно, 


Ша \ [$ (@,) — $ (@)1 (а, — а) 41 4= = 0. (2.52) 


> оо 9 


Последовательность {й„(1, 2)} монотонно убывает и ограничена сни- 
зу, так как этими свойствами обладает последовательность {5 (&, х)}; по- 
этому в каждой точке (, )ЕК существует 

ий, (5, 2) (а %), 
пс 
Покажем, что 


О (Е, 2) =а(ь т). 


Возьмем произвольное 7 >>0 и обозначим через Е„.„ множество точек 
прямоугольника КД, в которых |й„—й| >. 1. Так как $” (и) >0 при и>0, 
то всюду в Ё»„,» справедливо неравенство: 


|$ (@,) — $ (@)| > 2 (9); 
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отсюда имсем: 


\\ 5 (2. — © (и) @, — в) аа > \ ге@,) — +, -— 8) 44=> 

В Ею, п 

> $ (7) шез Е», т. (2.53) 

Из соотношений (2.52) и (2.53) вытекает, что 

1 шез Ел. „= 0, 

п—со 
Ввиду произвсльности \ мы доказали, что в прямоугольнике Д последо- 
вательнссть {И» (1, 2)} сходится к и(1, 2) по мере; поэтому найдется 
подпоследовательность {И„; (1, 2)}, сходящаяся к #(Ё 2) почти всюду 
вВ [ем. (15), стр. 89]. Следовательно, 

Па) 
почти всюду в ДА. 

Повторяя рассуждения, с помощью которых была доказана непре- 
рывнссть и (1, 1) в А\\ Г, можно показать, что функция О (Ё, 2) внутри 
В непрерывна и поэтому П (&, 2) =й(, 2) всюду в В. Таким образом, 
всюдув В 

Нана) — пр) 


п- © 
и, следовательно, 


Пи 2 (, 2) =Ф<(@(ь 2)). 
Е, п—>со 
Перехсдя в кераксвслве (2.47) к пределу сначала при п->ою, 
а затем при {->1, х->0 и используя условие (2.36), а также непре- 
рывнссть й (1, 2) в В, получаем: 
Им и (Е, 4) > Ф (0, $ (0, и, (№) —=)) = и: (№) — ев. 


115 
х>0 


Отсюда тытскаст справедливость неравенства (2.27), так как в могло 
быть взято сколь угодно малым. Из неравенств [(2.25) и (2.27) следует, 


что , 
Иа (м) = (00). 
115 
х>0 
Совершенно так же доказываются непрерывность и (1, 2) и выполнение 
граничного условия в точках вида (1, Хх), О<ь< Г. Непрерывность 
г" (1, 1), а следовательно, и и(1, 12), в точках (0, 0) и (0, Х) можно 
доказать с помощью барьеров аналогично тому, как это сделано для 
16 ты 
‘уравнения ченлопроводности в книге И. Г. Петровского (18) (стр. 344 
ым путем 
(345). Заметим, что равсвство (2.24), к которому мы пришли ин утем, 
также может быть получено методом барьеров. 
Накснеп, по лемме 3, во всех точках А`\\ Г, в которых О 
функция и(1, <) ‘обладает непрерывными производными, входящими 
1 
в ураенение! (1.7), и удовлетворяет этому уравнению. 


Теорема 4}; доказана. я 
Замечание! 4. В (том [частном случае, когда в условиях (2. 


и (2) == О и. и (= С.>0 при 0<Е<Т, можно доказать, что 


б а б й величи- 
——_— ничена по абсолютной в 
‘обобщенная производная — огра 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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не в А (а не только в любом Аз); доказательство (проводится аналогич- 
но тому, как это сделано в теореме 2. 

Замечание 2. Обобщенное решение и (Е, 2) задачи (1.7), (2.1) 
будет всюду в КГ удовлетворять уравнению (1.7) в обычном смысле, 
если предположения теоремы 4 дополнить следующим условием: 


2 (#) > б’при Ок. (2.54) 
В самом деле, пусть условие (2.54) выполнено. Сохраняя обозначе- 


ния теоремы 4, возьмем произвольное 9 > 0 и построим функцию 


/ 5 
ы Мата п т— >) 
05 | 2). = зе (Х—56)* зп 


Хх—б ’ 
где 
1 . а х 
5 = — шт Ио (2), Мз = 2 шах Фи (2; М\). 
2 5 5 0о<х<х 


Функция Йз5 удовлетворяет в А уравнению теплопроводности 
2 м, 
01 
функция ©» (при каждом п) удовлетворяет в А уравнению (2.14). Урав- 
нение для разности и имеет вид: 


9 (°„— 2) } ’„ — 2;) 925 
ЕН Рай — Фи С Ф (5, > в [фи (т, Ф (7, 5) = М] 922 


5) 


Сравним 15 и 9, в прямоугольнике В; {о ба; ы << Х-— о ь 


2 


На нижнем основании и боковых сторонах этого прямоугольника 2. > 5; 


ЬЯ 9 


5 И при Е=Т, то из уравнения (2.55) сле- 


дует, что разность ВЕ, не может иметь отрицательного минимума 
внутри 25 или при { = Т; таким образом, ©, >. ес всюду в и . Пря- 
2 


моугольник ВД. {0 <Е<Т, << Х— 5} обра в В 8, ЗадаыХ при 


2 


(1, 2) СВ; имеем: 
__ ЕМэеТ 


Я (6 ®} — ы А (Е, %) > 95 е. (Х—8)* п 9-5 — 0. 


Отсюда получаем: ип (1,5) >В; > 0, где 85 не зависит от п; следователь- 


но, и и(1, 2) >В в Нь. Ввиду произвольности 6 это означает, что 
и (Ь, 2) > 0 всюду в И ` Г, и, по теореме 4, функция и (Е, 7) всюду в 
К `\Г удовлетворяет уравнению (1.7). 

Рассмотрим теперь первую краевую задачу для уравнения (1) в по- 
луполосе 2 {0 <1<Т, 0 <х<о}. 

Пусть заданы условия: 


Е и(Ь, 0) =и, (1), О<Е<ХТ. (2.56) 
Определение 3. Функцию и (& 2), неотрицательную, непрерывную, 
ограниченную в /) и удовлетворяющую условиям (2.56), назовем обоб- 


щенным решением задачи (1), (2.56), если существует обобщенная про- 


д (&, х, и(ь, *)) 
ИЗВ : ‚ , ) = = тт 
зводная Эт ‚› суммируемая с квадратом в любой конечнои 


УРАВНЕНИЯ ТИПА НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 691 


области и ограниченная в любой полуполосе вида {0 < ЕТ, 0<5< 

<37<о}, каково бы ни было 5> 0, и если для всякой и 
о в Р функции 7(Ь 2), равной нулю при д =0, при 
‚ = и вне некоторой конечной области, выполняется равенство: 


ры НОЕ у (0, 2) и (2) 92 = 0. (2.57) 


ТЕОРЕМА 5. Обобщенное решение задачи (1), (2.56) единственно, 
сли функция Ф(Ь х, и) непрерывна по всем аргументам, а фи(&, т, и) 
ограничена при (1, х) ЕР и ограниченных и. 

о Доказательство теоремы 5 аналогично доказательству теоремы 1. 

Существование обобщенного решения, как и раньше, установим для 
уравнения (1.7). 

ТЕОРЕМА 6. Пусть выполняются следующие предположения: 

1) шо (5) и и, (Е) — непрерывные функции своих аргументов; 0 < и; <М, 
№, 2, м, (0) = и, (0). 

2) Функция 95(х, ио(1)) удовлетворяет ‘условию Липшица пра 
) < хх о, а функция 9(0, и, (1) —при О<Е<Т 

3) В Н. {0 <т<о, 9<и<М+е:=М,} (=>0) функция ф(х, и) 
‚меет непрерывные производные пятого порядка, удовлетворяющие во 
сякой замкнутой области {0<11<Х<о, О<т<и< М, условию 
Липшица по х и и (каковы бы ни были числа Хит>0). 

4) Функции (т, и) и х.(х, и) ограначены в Нъ. 

лоты в) — О.в. бо Ош М1}, 5 > 0. 
ша [= (2) 
Фи бери 90 | Фи (®, и) 

7) $(х, и) -> оо при и—> со равномерно по 1, 0% #< о. 

Тогда существует обобщенное решение и(, х) задачи (1.7), (2.56), 
причем в тех точках О, где # > 0, > 0 и и( 2) >0, функция и (1, 1) 
‚меет непрерывные производные, входящие в уравнение (1.1), и Удовлет- 
оряет ему в обычном смысле. 

Доказательство. Положим 

т, (2) =$(т, шо (2)), 21(=$(0, и! (1)), М,= зар +(а, М1). 


0<х< < 


6) Функции ограничены в Ну. 


Как в доказательстве теоремы 2, построим последовательность {и (2)} 
ю свойствами (1.15); как в теореме 4, построим последовательность 
91, (1)}, удовлетворяющую условиям (2.3) (где функции %о» (2) заменены 
та $ (1), а соотношения, содержащие о» (#), отсутствуют). По лемме 1, 
‚ прямоугольнике 0 {0 < <Т, 0<х< п} существует решение 9» (=) 
гравнения (1.17) при условиях: 
2, (0, х):= т (1), 3 (1, 0) = 2 (И, 9 (1, п) =М.. 
Как в теореме 2, можно показать, что в каждой точке /) существует 
Иш Ф (2, 2. (Ь 2)) =и( в 
ип- со 
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до (2, и (1, 7)) 
9% 3 
суммирусмая с квадратом в любой конечной области, и выполняется 


реме 4, докажем, что существует обобщенная производная 


равенство (2.57) 


д 
Рассмотрим =” в прямоугольнике В„ з{0<Е<Т, 0<8<2<п}; 


пусть 6 < 2 где 6, — число, входящее в условия 5) и 6). Рассуждая 


д: 


= п 
так же, как в доказательстве теоремы 2, для значений зари. Е 0 


а при = можно получить оценку, не зависящую от п. Применяя 
метод С. Н. Бернштейна (аналогично тому, как это делалось в доказа- 
тельстве теоремы 4), установим, что в прямоугольнике [0 <: =: 


5 д 


35 п ы 
5 <7< > и, в частности, при т = б производная = также ограниче- 


ва по модулю постоянной, не зависящей от п. 
д, 

Так как функция 5»; Удовлетворяет уравнению (1.21), для которого 
ыы: 
дх 


< Сз, 


амест место принцип максимума, то в прямоугольнике Аи, 5 


где Сз не зависит от п. Поэтому 
дф (п, и (Е; т)) 
дх 
Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 2, нетрудно пока- 
зать, что и (+, 2) непрерывна при 0 << Т, 0%. | онрорыьаке 
и (1, 2) в точках оси 1 устанавливается методом, примененным в дока- 
зательстве теоремы 4. Наконец, вследствие леммы 3, во всех точках Д, 
где #>0, > О ии(Ь 2) >0, функция и (Ь 2) удовлетворяет уравнению | 
(1.7) в обычном смысле. | 
В заключение этого параграфа сделаем следующее | 
Замечание. Как уже указывалось во введении, в работах (5), (7) 
чаостроены частные решения уравнения (2), у которых первые производ- 
ные разрывны. Можно показать, что эти решения в любом прямоуголь- 
нике А {0 <1<Т, О<:т<)Х} или полуполосе О {0 < ЕТ, 0%<х<о} 
являются обобщенными решениями первой краевой задачи для уравнения (2). 
с соответствующими начальными и граничными условиями. На основа- 
нии доказанных выше теорем 3 и 5 отсюда следует, что задача (1), 
(2.1) и задача (1), (2.56) могут не иметь гладкого решения во всех 
точках рассматриваемой области. 


Са при ЧЕТ а, 


$ 5. Вторая краевая задача 


‚° Перейдем к исследованию второй краевой задачи для уравнения (1). 
Как ив $2, сначала рассмотрим эту задачу для прямоугольника В, 
а затем — для полуполосы Д. | 
Итак, в прямоугольнике В {0 < Е<Т, 0<х<.ФХ;} будем рассматри- 
вать краевую задачу для уравнения (1) при условиях: | 
# (0..2) = 0, ба. | 
‚ 9$ (&, ее (0) _ —#(0<0, | 


9$ (&, Х, р 
А в) 0, ОГ, 
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Е ЕВЕ ИАА 


Определение 4. Функцию и (Ё, 1), неотрицательную и непрерыв- 
ную в прямоугольнике ИА, назовем обобщенным решением задачи (1), 


(3.1), если существует обобщенная производная пе, и, =, ограни- 


ченная в Д, и для любой непрерывно дифференцируемой в Й функции 
7(Е, х), равной нулю при #=Т, выполняется равенство: 


х 
пы 2 2% аж 70, а) шо (в) аа + 
В ю 0 
+} И, дз (+, Х (0. (3.2) 


0 


ТЕОРЕМА 7. Обобщенное решение задачи (1), (3.1) единственно, если 
функция ‹(Ё, х, и) непрерывна по всем аргументам, а Фи (уехрв) о2рде 
ничена при (1, х) ЕК и ограниченных и. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 41.’ 

Существование обобщенного решения, как и выше, будет доказано 
для уравнения (1.7); условия (3.1) для этого уравнения имеют вид: 


9$ (0, и (Е, 0)) = 


и (0, 2) —= ис (1) 20, = 61(1)<0, = 82(0 > 0, 


(3.3) 


до (Х, и(& Х)) 
0% 


ТЕОРЕМА 8. Пусть выполняются следующие предположения: 

1) и, (х), в, (№ и 8>(1)— неотрицательные непрерывные функции своих 
аргументов; фупкция ©(т, и (х)) удовлетворлет условию Липшица пра 
В т=.А. 

2. В Н. {0 < х<Х, 0 < их о} функция Ф(т, и) имеет непрерывные 
производные пятого порядка, удовлетворяющие при О т<и<М<о® 
условию Липшица по т и и (каковы бы ни были числа М и т>0). 

Тогда существует обобщенное решение и ({, 1) задачи (1.7), (3.3), пра- 
чем в тез точках В Г, эде и (1, 1) >0, функция и (&, 2) имеет“неп ре 
рывные производные, входящие в уравнение (1.7), и Удовлетворяет ему 
в обычном смысле. 

Доказательство. Построим монотонно убывающие последователь: 
ности бесконечно дифференцируемых функций {5% (1)}, {8т(1)}, {8 (#}, 
которые равномерно сходятся соответственно к функциям ф(т, и, (7)), 
21 (#), 2>(1) и обладают следующими свойствами: 


и. 
[Ро (2) | < Ма, 0 ви (ЗМ, 1=12, 
бол (0) = — 81» (0), че (Х) = в» (0), 
го» (0) = — Фь (0, эл (0)) вл» (0) Е 


ее ба а [^., (0, 2 (0)) — Ф,ь (0, 20» (0)) 81» (0)] Фот (0), 
Ф, (0, 9 (0)) 


И! 


0» (Х) = Фь (Х, чл (Х)) 6эт (0) + 
ФС, вне (Сион 0) Вал (0) (©). 


мы 


1 


й Ф, (Х, в, (Х)) 


694 О. А. ОЛЕЙНИК, А. С. КАЛАШНИКОВ, ЧЖОУ ЮЙ-ЛИНЬ 


Здесь, как и выше, $(х, Ф (5, 2)) ==0, а постоянные М, №, не зависят 
от п. Существование таких последовательностей обеспечивается условием 
1) теоремы. 

Зафиксируем какое-либо п и введем в рассмотрение функцию А» (2, 2). 
с такими свойствами: А» (2, 5) = Ф, (1,2) при 0<%2<Х, э2ть; при 
0<х<Х, „т, выполняется неравенство А» (т, уни функ- 
ция А, (2,0) имеет непрерывные производные четвертого порядка, удов- 
летворяющие условию Липшица по 2 и 2. 

И | 11 

Вследствие теоремы 14 и замечания 1 к этой теореме из работы (") 
[см. также (3), теорема 1], в прямоугольнике А существует единетвен- 
ное решение 2„(Е, 2) уравнения 

0% д 


даа = Ап (2, Эт: (3.5) | 
при условиях: 
: д», (1, 0) дь„ (#, Х) ь 
0» (0, 2) = %п (1), О Ади +: (1), НИ А БЫ (2); 
д% 97, 0%, | 


при этом производные =, ., 
шица. С помощью принципа максимума легко установить, что г. (Ё, 2) > тп 
всюду в А; следовательно, функция Фи (&, 1) удовлетворяет в прямоуголь- 


нике А не только уравнению (3.5), но и уравнению (1.17). 


удовлетворяют в Я условию Лип- | 


Разность 2» — 2.1 = 2, удовлетворяет в прямоугольнике Е уравнению 
(1.20); так как каждая из последовательностей {5% (2)}, {81п ()} и {2 (#)} 
монотонно убывает, то имеют место неравенства: 


да, (ё, 0) дз, (в, Х) 
а ее о а о ее - 
Пользуясь принципом максимума, получаем, что 2, (Ё, 2) > 0,1 (, 2) всюду 
в А. Поэтому 


Амаро ЛЕ. С 
в 


кроме того, в каждой точке А существует Ито (5х, © (Ё, 2)) = и (&, 2). 


п>с 


Рассуждая, как в доказательстве леммы 1, можно показать, что 
внутри А существуют и непрерывны все производные о», которые входят 
в уравнения, получающиеся дифференцированием обеих частей (1.17) 
четыре раза по х, а также один раз по #. Применяя принцип максимума 


д 
к уравнению (1.21) для функции р» (Ё, 2) = и учитывая условия (3.4), 


дх 
получим, что всюду в Д справедлива оценка: 
92, к 
р < №, В а (3.6) 


Далее, как в доказательстве теоремы р устанавливаем, что существует 


тж, О 
ограниченная в А обобщенная производная ЗЕ». что Выпол- 


няется равенство (3.2) и что функция и (Е, 2) непрерывна в В и во всех 


точках А `^\ Г, в которых и>0, удовлетворяет уравнению (1.7) в обыч- 
ном смысле. 


Теорема 8 доказана. 


Замечание 1. Обобщенное решение и (1, 2) задачи (1.7), (3.3) удов- 
летворяет граничным условиям при д = 0 и хз =Х в следующем смысле: 
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какова бы ни была непрерывно дифференцируемая в В функция / (&, 2), 
выполняются соотношения: 


т 
Са о, о ое | 
х—>0 о 0 
. т а 
а в 7(е, ед: = усе, со | 
=>, ь Г 
если функцию и изменить, быть может, на множестве меры 


нуль. 


д, (1, -. 


Действительно, в силу неравенства (3.6), последовательность | Е 
при любом х, 0 <:<Х, слабо компактна в /.(0, Г); применяя «диаго- 
нальный» метод, можно выбрать из нее подпоследовательность, слабо 


сходящуюся в /.. (0, Г) при всех х из некоторого счетного всюду плотного 
на отрезке О < хх Х множества Е. 


Покажем, что эта подпоследовательность | которую мы будем также 


ОР (Ь, 
обозначать через ыы, слабо сходится в [,5(0, Г) при любом хх, 
0<х<Х. Функции ©„ удовлетворяют уравнению 
ОФ (2, ъ„) 9%, 
Вы ао 
умножим обе части этого уравнения на непрерывно дифференцируемую 
в Н функцию 1 (Е, 2) и проинтегрируем по прямоугольнику В» {0 << Т, 
0 <1<1»,}, где хр Е; после интегрирования по частям находим: 
т Хр 
де, т) д, (&, *}) - 
а 1 (6, вр) тор а! — (УСТ, ®) Ф (а, вы) ат + 
0 8 
Хх 
и \ 1 (0, 2) Ф (2, г) 42 — \\ Е Ф (и, и 442. — (3.8) 
хо Вр 
Написав аналогичное равенство для $, К-т, и вычтя его из (3.8), 
получим: 


9%», (1, 20) 9%, ($, 2) . 
й (1, %)| 0х —— д% 4 


>. —>5 


=) 191 Фо, о) — Ф (в, од -— 9 (Е) 414 + 
Пр 


хр Хр 
+ (Г, Фа, д — Фоме | 702) — Фо + 
Т 
В К 
0 


Каждый из первых трех интегралов в правой части (3.9) стремится 
к нулю при 1р->2, так как их подынтегральные функции ограничены 
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(независимо от п и №). Последний интеграл в правой части (3.9) стре- 
мится к нулю при п, К -—> со, так как 76 Е. Так как последовательность 


д д, (&, хо) 
Е} равпомерно ограничена, то р слабо сходится в [2 (0, Т) 


дт 0% 
к некоторой функции % (Ё, 2.) при любом 2, 0 << Х. Виду того, что 
дф (2, и (1, 2)) 


имеем: 
дх 


до 
последовательность и слабо сходится в [»(В) к 


__ д (2, и (6, 2)) 
о 
почти всюду в А. 
Напишем равенство (3.8) для прямоугольника ВОЗ ЕХОТ, Ода 


О 


Т т 
5 

+ [Фе в) и 41а + оо г) 4# — \ 1 (0, 2) Ф (2, гн) 4х. 
В® . 


Переходя здесь к пределу сначала при п->со, а затем при &—>0 
установим первое из соотношений (3.7). Второе соотношение доказывается 
аналогично. 


Замечание 2. Такими же рассуждениями нетрудно показать, что 


д$ (2, и (1, 1)) 
производная ^^^. ^^^ слабо непрерывна по 2 в следующем смысле: 
какова бы ни была непрерывно дифференцируемая в К функция ] (Е, 2), 


для всех х,, 0 < <Х, выполняется равенство 


ы р Т 
`о о 


дФ (т, и (Ё, 2)) т 
если функцию ——^ ^^ изменить, быть может, на множестве меры 


от 

нуль. 
Обобщенные решения задачи Коши и первой краевой задачи для урав- 
дФ (т, и (Е, 7)) 


нения (1.7) также обладают производной 9 
д 


‚ слабо непрерывной 
по х в указанном смысле. 


Рассмотрим теперь уравнение (1) в полуполосе 2 {0 <Е<Т, 0<5 о}. 
Пусть заданы условия: 


#0, = и, (2) 0, От 5, 
до (+, 0, и (ЕО 
= О, ОЕ ’ 
Определение 5. Функцию и (Е, 2), неотрицательную, непрерывную 
и ограниченную в 0, назовем обобщенным решением задачи (1), (3.10), 


если существует ограниченная в О обобщенная производная о ь 3 У. 
‘9х 
и для любой непрерывно дифференцируемой в 2 функции 7(Е, х), равной 


нулю при = ТТ ивао некоторой конечной области, выполняется ра- 


венство: 

д} 91 до (<, и с | 
МЕ ой е '| ваз + ис, 7) и (1) 12 + \ 7 (6 0) &1 (Е) 4Е= 0. (3.14 
р 0 0 
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ТЕОРЕМА 9. Обобщенное решение задачи (1), (3.10) единственно, если 
функция ф (1, х, и) непр-рывна по всем аргументам, а ф’, (Е, 2, и) ограни- 
чена при (1, х) ЕР и ограниченных и. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. 

Для-уравнения (1.7) в полуполосе О при условиях: 


о (3.12) 
имеет место следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 10. Пусть выполняются следующле предположения: 

1) Функции ио (2) и с: (№) неотрицательны, непрзрывны и ограничены; 
функция Ф(т, и, (1)) Удовлетворяет условию Липшица при 0 <:т< о, 
а функция в, (1) — при О<Е<Т. 

2) В Н. (0% х<о, 0«<и< о} функция Ф(х, и) имеет ‚непрерывные 
производные пятого порядка, удовлетворяющие во всякой замкнутой обла- 
сти {О<<Х<о, О<хт<и<М< о} условию Липшица по хишв 
(каковы бы ни были числа Х, Мит>0). 

3) Функции $ (т, и) и ф’ (т, и) ограничены при (х, и) ЕН и ограничен- 
ных и. 


7’ 
Фи (=, и) 
4) Отношения — 5. и) Равномерно по 2 стремятся в нулю 


Ф (т, и) Ф ( ) 
при и <. 


Тогда существует обобщенное решение и (Е, 1) задачи (1.7), (3.12), причем 
в тех точках О, где #>0, т>0и и(Ь 1) >0, функцил и(, 1) имет 
непрерывные производные, входящие в уравнение (1.7), и удовлетворяет 
ему в обычном смысле. 


Доказательство. Построим монотонно убывающие последователь- 
ности бесконечно дифференцируемых функций {5% (2)} и {6» (1)}, которые 
равномерно сходятся соответственно к функциям (5, ш (1)), 21 (0 и 
обладают следующими свойствами: 


ом о 
вы (2) А | 21» (6) |< №, при О<Е<Т, 
гол (0) = — Фь (0, эл (0)) в» (0) 


1 и п п 
= Е м. [Фх, (0, 00 (0)) я Фьь (0, бот (0)) 51» (0)] 60, (0). 
Ф, (0, 5, (0)) 
Здесь №, №, М, — постоянные, не зависящие от п. В силу условия 1) 
теоремы, такое построение возможно. 
Далее построим последоватоельность бесконечно дифференцируемых 


функций {2„ (2)}, удовлетворяющих соотношениям: 

м — —, й 

9» (2) = (1) при О%л<пр—2, в(п— 1 =М, 9 (п —1) = М. —, 
г ^ — И |. 

9, п (2) 301 (2) < 9% (2) < М, [2 (2) | < М + - при ОП 


9. (= М4 (М +) @ "+0 при #>п—1. 
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Как и в теореме 8, можно показать, что при каждом п в прямоуголь- 
нике 0), {0 <Е#<Т, 0<5< ип} существует решение г» (, 2) уравнения 
(1.17) при условиях: 
де, (&, 0) де, (Е, п) 
== вы, т ВЫтт 5 В 
При этом 2, (&, 2) > т» всюду в О»; внутри О„ уравнение (1.17) можно 
дифференцировать четыре раза по 2, а также один раз по #. 

Применяя принцип максимума к уравнению (1.21), которому внутри 


0» (0, 2) = 2, (2), 


д 
Р„ удовлетворяет функция т, находим: 
9%, 1 
М (3.13) 


Разность 0 — 2+1 = 2, удовлетворяет в прямоугольнике Д„ уравне- 

нию (1.20), а на о этого прямоугольника — неравенствам: 
(0 92. (1, п 
о и рай, | 
Используя принцип максимума, получаем отсюда, что 2 (Ё, 1) > 04а (Ё 2) | 
всюду в ),(п=1,2,...). Поэтому в каждой точке Р существует 
а ф (2, 9% (Е, 2)) =и(2)>0 


Вследствие неравенств (3.13), функция Ф_(х, и (Ё, )) имеет в О ограни- 
ченную обобщенную производную к. 

Докажем, что функция и (Е, 2) ограничена в 0. Построим семейство 
бесконечно дифференцируемых при 0 <:« с функций й„ (1) со следую- 
щими свойствами: 

Йа (0) = #„ (п) =0, #„(0)=4, № (пм =-—1, 
в Опрос ны 


ИМ, Е=0, та, ее 


2д (0,0) —-, 


а”, (2) 
а 


Рассмотрим (при фиксированном п) в прямоугольнике О„ функцию 


Уп (1, 2) = [в (6 х- ш, (Ь х)] е“, 
где “>00 и 


гро (6 2) = В, (2) (1— вы (9 + И (м ++} 


Легко видеть, что в О„ справедливы неравенства: 


т 9 ди 
О (Е М шах | и М а (3.14) 
где постоянные Л., М; не зависят от п. 
Функция у» (Ё, х) удовлетворяет в ДО» уравнению: 
у ду ду 
ф., (2, Ф (х,2»)) а == Ув -|- + [#. (х, Ф (х, т - — = ЕР 
п краевым условиям: 
9» (0, 1) = 2» (1) № и, (0, >> 0, ее. = #3 ®, 


дуи (1, п) 
Ен ЕВЕ (3.16) 
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Ввиду условий (3.16), максимум у» (&, 2) в О, не может достигаться ни 
при 5 =0, ни при х=п. Если этот максимум достигается при &= 0, 
то всюду в О», должно выполняться неравенство у„ < М-+ М,, откуда 
следует: 

тя (Е, 2) < (М-+- Мет = М.. (3.17) 


» Пусть теперь т У» (, 2) достигается внутри Д»„ или при # = Т; тогда 
п 
в точке максимума у» имеем, согласно (3.15): 


| ь О ИВО : 
у» те (=, Ив) 5 и а 0. (5.15) 
"Здесь ил (1, 2) = Ф (5х, о» (Е, =)). Неравенство (3.18) можно переписать так: 
1 9%, 1 1 9%, Ф, (я, и„) 
ее ай ,) ф (2, и) “а 9% (=, и) -- ео 


Ввиду условий 3), 4) теоремы, из неравенств (3.14) и (3.19) выте- 
кает, что и» (1, 2) <. в точке максимума у»„, где И, — постоянная, не 
зависящая от п. Таким образом, 

У» ($, 1) < зар $2, О.) М, =М№. 
- 0$х< со 
в рассматриваемой точке и, следовательно, всюду в О». Поэтому всюду 
в 0. 
Е Е (3.20) 


Объединяя неравенства (3.17) и (3.20), получаем оценку: 


вв, 2) оваах (Узы) М, 
‘откуда 
И Вир ЛЕ Е 


0<$х<оо 
В пределе при п-> со получаем: 
и (1, 1) < М. 


Как в теореме 2, можно показать, что функция и (1, 2) удовлетворяет 
равенству (3.11), а в тех точках ДО, гдеё > 0, х> 0 ии(Ь 1) > 0, — урав- 
нению (1.7). 

Остановимся на вопросе о том, насколько оправданным является тре- 
бование неотрицательности функций 2; (1), Е =1, 2, в граничных условиях 
(3.1), (3.10). Пуеть 

ЕЕ 


тогда уравнение (1) представляет собою уравнение одномерной нестацио- 
нарной фильтрации при политропическом режиме [см. ("}], где и (&, 2) — 
переменная плотность фильтрующейся жидкости (или газа). Как пока- 


У 

зано в книге (1), поток жидкости через поперечное сечение равен — а? = я 
где а— нскоторая постоянная. Таким образом, при 8: (1) 20, &=1, 2, 
условия (3.1), (3.10) означают, что жидкость не вытекает из рассматри- 
ваемого пласга (0<5<Х или 0<х< оо) через его границу (2 = 0, 
х = или только х = 0 соответственно). 

Предположим, что в условиях (3.10) функция &:(1) может принимать 
отрицательные значения; это соответствует тому, что допускается исте- 
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чение жидкости из пласта (0 < х< со) через его границу 1 = 0. Вообще 
говоря, в этом случае возможно, что к некоторому моменту времени № ей 
в пласто но останется жидкости (т. е. и(&, 2) =0, О0<%х< оо), и если 
1 (1) <0 для Ё > 4, то задача теряет физический смысл. 

Таким образом, неотрипательность функций #1 (1) и 8>(1) в ее: 
(3.1) и (3.10) согласуется с физической сущностью рассматриваемых задач »® 


$ 4. Свойства обобщенных решений уравнения (1.7) 


Установим некоторые свойства, которыми обладают обобщенные реше- 
ния задачи Коши и краевых задач для уравнения (1.7). 

ТЕОРЕМА 11 (принцип максимума). Пусть выполняются предполо- 
жения теоремы 2, функцил и (Е, х) является обобщенным решением задачи 
Коши (1.7), (1.1) в полосе (40 <Е<Т, —< << о} и имеют место 
неравенства 0 < т < и, (2) < М. Тогда т<и (Е 1) < М всюду в С. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность {2 (Е, х)}, по- 
строенную при доказательстве тсорсмы 2. Как мы видели, функция 


О (Е, х) = Пт Ф ($, 0. (6, 1)) 


является обобщенным решением задачи (1.7), (1.1); в силу единственности 
такого решения (теорема 1), 
О (&, х)==и(Ь 7). 
Пользуясь принципом максимума для уравнения (1.17), которому удов- 
летворяют функции Ф„ (Е, 1), находим: 
Ш? ©Ф(х, и, (1)) < (< М.= вр 5(2, М -®), 
со —©<х<® 


—с<х< 


откуда 
т < Ф (5, в (Ь 2)) < М-+е. 
В пределе при п-> со получаем: 
т<и (2) < М -е. 
Ввиду того, что в теореме 2 можно было взять = > 0 как угодно малым» 
имеем: 
т<и( < М. 

Аналогично могут быть доказаны следующие предложения. 

ТЕОРЕМА 12. Пусть выполняются предположения теоремы 4, функ- 
ция и (, 1) является обобщенным решением первой краевой задачи (1.17), 
(2.1) в прямоугольнике В {0 <Е<Т, 0<:<.Х} и имеют место нера- 
венства Ооот<и «М, [-=0,1,2. Тогда т < и (Е 2) <М всюду в В. 

ТЕОРЕМА 13. Пусть выполняются предположения тео ремы 6, функция 
и (Ё, 2) явллется обобщенным решением первой краевой задачи (1.7), (2.56) 
в полуполосее О{0<Е<Т, 0<х<о} и имеют место неравенства 
О < ми: ЗМ, 1=011. Тогда т Зи (Ь 1) < М всюду в О. 

ТЕОРЕМА 14. Пусть выполняются предположения теоремы 8, функ- 
ция и (т) является обобщенным решением второй краевой задачи (1.7), 


(3.3) в прямоугольнике В и имеет место неравенство из (т) >. т >. 0. Тогда 
и (1, 2) > т всюду в В. 


* Этим замечанием авторы обязаны Г. И. Баренблатту. 
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ТЕОРЕМА 15. Пусть выполняются предположения теоремы 10, функ- 
ция и (1, т) является обобщенным решением второй красвой задачи (527); 
{3.12) в полуполосе ) и имеет место неравенство из (2) > т>0. Гогда 
и (Е, х) > т всюду в О. 

Далес, для уравнения (1.7) справедлива следующая теорема о моно- 
тонной зависимости обобщенного решения задачи Цоши от начальной 
функции. 

ТЕОРЕМА 16. Пусть выполняются предположения теоремы 2, и пусть 
и‘ (1, 1), и (1, 2) — два обобщенных решения задачи Коши для уравнения 
(1.7) в полосе С {0 <1<Т, —с <1< оо} с условиями и (0, 1) = и (5), 
#&=1,2, причем 

и (5) < и®) (1) при — © <х<о. (4.1) 


Тогда и (+, х) < и® (1, 2) всюду в С. 
Доказательство. Вследствие единственности обобщенного реше- 
ния задачи Коши, имесм: 


\9 (1,2) = По Ф.О 62); по 


где последовательности {2} — такие, как последовательность {2}, по- 
строенная при доказательстве теорсмы 2. Ввиду соотношений (4.1) можно 
обеспечить выполнение неравенств 


2) г, <, Еее р И 


применяя принцип максимума к уравнению (1.20) для разности 5@) — 2), 
получаем, что 20 (1, 2) < 2 (Ъ 2) всюду в @„. Устремляя п к бесконеч- 
ности, приходим к утверждению теоремы. 
Аналогично доказываются предложения, формулируемые ниже. 
ТЕОРЕМА 17. Пусть выполняются предположения теоремы 4, и пусть 
и (Ё, х), и) (1, х) — два обобщенных Грешения первой краевой задачи для 
уравнения (1.7) в прямоугольнике В {0 <&<Т, 9<:<ФХ} с условиями: 


(9 (0, 2) = и (2), и® (+, 0) =и®(0, и®(ьХ =), 1=1,2, 


причем и < и®, Е =0, 1,2. Тогда и@) (+, 2) < и®) (Ь х) всюду в В. 
ТЕОРЕМА 18. Пусть выполняются предположения теоремы 6, и пусть 

и) (+, 1), и) (Ё, х) — два обобщенных решения первой краевой задачи для 

уравнения (1.7) в полуполосе О {0 << Т, 9% хх о} с условиями: 


ик (0, 2) = и@ (2), и® (0 = (0, #=1,2, 


причем и@ < и®, Е =0,1. Тогда и@) (Е, г) < и® (ЕЁ, 2) всюду в О. 

ТЕОРЕМА 19. Пусть выполняются предположения теоремы 8, и пусть 
и) (1, 2), и (+, 1) — два обобщенных решения второй краевой задачи для 
уравнения (1.7) в прямоугольнике В с условиями: 


4 ($) 30 } р 
ив (0, 2) = и (2), 226“ 9) = 0х0, 


д (Х, и® (в, Х)) _ ц и 
Зем 0020, == т, 
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причем. и (5) < и® (2), в? (1 < 8% (0, & =1, 2. Тогда и (&, 1) < и® (ь, т) 


всюду в ПЦ. 

ТЕОРЕМА 20. Пусть выполняются предположения теоремы 10, и 
пусть и (1, 1), и®) (1, 1) — два обобщенных решения второй краевой зада- 
чи для уравнения (1.7) в полуполосе О с условиями: 


дф (0, и (ё, 0)) 
9х 


и (0, 2) = и (2), = — 29 (0<0, 1=1, — 


причем и (2) < и (5), 60 (1) < 5® (1. Тогда и (&, 2) < и?) (Е, х) всюдув Л. 
Докажем теорему о конечной скорости распространения возмущений 
в задаче Коши для уравнения (1.7). 
ТЕОРЕМА 21. Пусть выполняются предположения теоремы 2 и, 
кроме того, справедливы неравенства: 


о, (2, а) 
ль (т, и) зе 0, и (1 4 ©о (4.2) 
0 


при (т, и) ЕН. Пусть функция и(Ъ, 1) является обобщенным решением 
задачи Коши (1.7), (1.1) в полосе @ {0 <+<Т, —© <т< о}. Тогда: 
`°1) Если и (2) =0 при Хо <х< о, то для любого 1, ОЗЕР, 
можно указать такое Хь, что и (Е, 2) =0 при Х, <х< о. 
2) Если и, (х)=0‘ при —< <х<Х., то для любого & О <&<хТ, 
можно указать такое Хи, что и (Ё, 2) =0 при — © << Х.. 
3) Если и, (1) =0 при |1|>Х., то для любого &, 0 «ЕТ, можно 
указать такое Ху, что и (1, т)==0 при |1| > Хь 
Доказательство. Докажем первое из утверждений теоремы. Без 
ограничения общности можно считать, что Х, > 0. Построим бесконечно 
дифференцируемую при и > 0 функцию $(и) со следующими свойствами: 
Ф(и) > 0, $(и)>0, х’(и)>0 при 0 <и<<, 9(0)=Ф’(0)=0; 
Ф (2, и) < 5(и), и(х, и) < о (и) в полосе {— © <<, О<и<М,}; 


еи 
а р. 
+ ш=\ р 4х < с©о при любых конечных и. 


Здесь М, — число, входящее в условия теоремы 2. 
Определим функцию и (Е, 2) соотношением: 


4 (и (1, ныне И 4 


0, < оо: 


Постоянные с >0див>0 выберем так, чтобы выполнялось неравенство: 


4 (и (0, Х.)) = с(& — Хх) > (© (М), 


где 


М. = ‘зар фх, М) 


—©о<х<® 


В полуполосе Д {0 <ЕХТ, 0<х< о} функцию й (2, 2) можно рас- 
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сматривать как обобщенное решение первой краевой задачи для уравнения 


ди _ 95 (и) 


04 — дд? 


с условиями: 
(Ф (0, и. (1))), Озеё<ФТ, 
(Ф(х, ио (2))), 0 < 


г ю| 


(4.4) 


где ф(Ф (5)) =. 
Как мы видели при доказательстве теорем 2 и 6, для функций и (1, т) 
и и (1, 1) имеют место равенства: 


и (Е, 2) = Ци Ф (2, о, (Ь2)), и(ь = Ша Фо (Ь 2). 


п—>со п— со 


Здесь $(х, Ф (5, 0)) =; при каждом п функция ©„(Ь 2) удовлетворяет 
в прямоугольнике {0 <31<7, —п<а<п} уравнению (1.17), а функция 
2, (Е, 2) удовлетворяет в прямоугольнике 0» {0 << Т, О <х<п} урав- 
нению (2.41). 

Обозначим через Г” границу (1=0, х=0, х=и) прямоугольника 
Р». В силу условий (4.4), можно считать, что 


о гп 59 Ги» А. 
вследствие монотонности по # функции и(Ь, 2) можно обеспечить также 
выполнение неравенств 


9, 


5 Е р 


=” 
ги 


Применяя принцип максимума к уравнению (2.43), которому 


де де 
т ` т, г 
удовлетворяет функция -„_, легко показать, что —— >0 всюду 
в О», (п=1, 2, ...). Используя этот факт и применяя принцип макси- 


мума к уравнению (2.45) для разности ©, —9„, мы установим, что 
9, (Е, 2) 0, (Ь 2) всюду в Р„. Следовательно, 


Ф(х, „(6 2)) < ® (5, ЕЯ ВОН 


В пределе при п — ©о получаем: 


и (ь 2) <Ф(2, Ф(и(Ь 2))), 


и справедливость первого утверждения теоремы вытекает из формулы 
(4.3). 

Аналогично доказывается второе утверждение теоремы. Наконен, 
третье утверждение является очевидным следствием первых двух. 

Конечная скорость распространения возмущений имеет место также 
в первой и второй краевых задачах для уравнения (1-7). 

ТЕОРЕМА 22. Пусть выполняются предположения теоремы 6, а также 
неравенства (4.2) при (х, и) Е Нъ, и пусть функция и(Ь 1) является 
обобщенным решением первой краевой задачи (1.7), (2.56) в полуполосе 


| 
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2 {0 <Е<Т, 0<=< о}, причем и, (1) =0 при Хо. << со. Тогда для 
любого 1 0<1<Т, можно указать такое Хь что и(Ь 2)=0 при 
ли, 

ПЕСРЕМА 23. Пусть выполняются пребполежения теоремы 10, 
а также неросенства (4.2) при (т, и) На, и пусть функция и(ф, 1) яв- 
ляется обсбщенным решением второй краевсй забачи (1.7), (8.12) в по- 
луполссе 040 <&<Т, 0<:< о}, причем и (7) =0 при Хо <х < о. 
Тогда для любого 1, О <Е<Т, можно указать такое Хи, что и (1, 5) ==0 
при Ато, 

Доказательство двух последних предложений аналогично доказа- 
тельству теоремы 21. 


Поступило 
21.Х1.1957 
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А. Я. ДУБОВИЦКИЙ 


О ТОЧКАХ ПОЛНОГО ВЫРОЖДЕНИЯ МАТРИЦЫ ЯКОБИ 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


В работе устанавливается связь между структурой множества точек 


полного вырождения матрицы Якоби дифференцируемого отображения и 
степенью гладкости этого отображения. 


Введение 


Пусть 0 — отображение области С из Е" в Е^. Отображение И на- 
зывается т раз дифференцируемым, если координаты точек из И (С) 
являются т раз дифференцируемыми функциями координат прообраза, 
т. е. если и; (51, 15, ..., 2.) суть т раз дифференцируемые функции 
ни 2 — (, м. мт, 

Точка х@ЕС называется точкой полного вырождения матриц Якоби, 
если 


ди: 


ранг м 5 


х 


Точки полного вырождения в дальнейшем будем называть особыми. 
Совокупность всех особых точек отображения будем обозначать через №. 

Настоящая работа посвящена исследованию структуры М. 

Определение 1. Пусть ЕЁ — множество из Е". Луч хо х называет- 
ся полукасательной для Ё, если существует последовательность 5» из 
р (2,202) _ 0). 


7 
, сходящаяся вдоль %тк 1% (т. е. если Пт т, = 2 и Пт м 
о 


п—со и 

Сумма всех полукасательных множеств Ё в 1 называется континген- 
цией Ё В 4%. 

Мы скажем, что контингенция Ё в 42 не превосходит $, если ее 
можно погрузить в гиперплоскость размерности, не превосходящей $. 

«-мерную меру Хаусдорфа будем обозначать через та. 

Определение 2. Множество Ё будем называть х-существенным, 
если т. 0 (Е) > 0, и, соответственно, х-несущественным, если ть (Е). =0. 

В работе доказывается следующая 

ТЕОРЕМА (основная). Пусть (21, ..., 2), #=1,2,..., № — 
система т раз дифференцируемых в области С функций, задающих. отоб- 
ражение 0. Тогда любое В-множество № точек полного вы рождения 
матрицы Якоби, в каждой точке которого контингенция не превосходит 
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«.т, несущественно, т. е. ть И (М) =0 (®— любое положитель- 


ное число). 

В $2 будет приведен пример, показывающий невозможность ослаб- 
ления посылок теоремы. 

Эта теорема усиливает результат, полученный Е. М. Ландисом (т) 
для случая одной функции п переменных (результат Е. М. Ландиса 
получается при ® = = 1). 


$ 1. Вспомогательные предложения 


1°. Мера Хаусдорфа. Для доказательства основной теоремы и 
вспомогательных предложений нам понадобятся некоторые свойства меры 
Хаусдорфа. 

Определение 3. Покрытие множества Ё сферами {5:} © диамет- 
рами 4; называется д-покрытием, если 4 < 8. 

101 № 4*, где нижняя грань берется по всевозможным 6-покрытиям множе- 
ства ЕЁ, называется б-приближением х-мерной меры Хаусдорфа и обозна- 
чается через тёЁ. 

«-мерной мерой Хаусдорфа называется Пт т8Ё и обозначается через 
Е 5—0 

Очевидно, та — мера Каратеодори и все А-множества измеримы по 
отношению к та. 

ЛЕММА 1 [см. (2)]. Если Е — А-множество пространства Е" и 
таЕ > 0, то существует замкнутое множество ЕЁ, Ес Е, такое, что 
со > тоВ > 0. 

ЛЕММА 2 [см. (3) и (°)]. Пусть 0 — В-отоб ражение области С из Е” в 
Е и Е— А-множество области С. Тогда еслё тзП (Е) >0 и => 0 про- 
извольно, то существует замкнутое множество Е, ЕС Е, такое, что 
та0 (Е) > теП (Е) — в. 

Эти две леммы характеризуют Р-свойство меры Хаусдорфа в классе 
А-множеств. 


ЛЕММА 3 (см. (4)]. Если Е = УЕ и Е, > Е», то таЕ = Вт тЕр- 


(6) 

2. О дифференцируемом продолжении отображений. 
В этом пункте будут указаны условия, при которых отображения, за- 
данные на В-множестве, можно распространить на все пространство без 
потери гладкости. 

Определение 4. Функция 1(2) называется т раз слабо диффе- 
ренцируемой на Ё, если в каждой точке ЕЕ существует полином 
Р(т, хо) степени т такой, что 


7 (2) —Р(т, 2) =0 (|+ — % |"). 


Определение 5. Мы скажем, что функция (7) т раз сильно 
дифференцируема на Е, если /(2) т раз слабо дифференцируема на Е 
Е для каждого з>> 0 можно указать такое 8 >> 0, что если | —х | < 
т, ЕЛ, то 


11 (%) Ру, ве 
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ТЕОРЕМА [Уитней (5)]. Если функция 1(<) т раз сильно дифферен- 
цируема на замкнутом множестве Е, Ес Е", то ее можно распростра- 
нить т раз дифференцируемым образом на все Е" так, что ее диффе- 
ренциалы на Е будут совпадать со слабыми дифференциалами исходной 
функции. 

Из теоремы Уитнея следует, что если В-отображение И области @ 
в Е т раз сильно дифференцируемо на замкнутом множестве Ё, то су- 
ществует т раз дифференцируемое отображение И, совпадающее с И на 
Е вместе с дифференциалами т-го порядка. 

ЛЕММА 4. Если В-отображение И области @ из Е" в Е и А-мно- 
жество Е с С таковы, что 

Вены о (В) >00, 

2. О т раз слабо дифференцируемо на Е, 
то существует множество ЕС Е и т раз дифференцируемое отобра- 
жение У пространства Е" в Е^ такие, что 


1’. тьй (Е) > 0, 


ВЕ 1, 
3'. 0 и Г совпадают на Е вместе со своими дифференциалами т-го 
порядка. 


Доказательство. В силу теоремы Уитнея, достаточно выделить 
замкнутое множество Рс ЕЁ, на котором отображение И т раз сильн о 
дифференцируемо и для которого выполняется условие 1". 

Заметим, прежде всего, что в силу леммы 2 мы можем считать, что 
множество Ё, данное в условии леммы, замкнуто. В силу же леммы 1 
можно считать, что со > тьП (Ё) > 0. 

Множество ЁР будем строить как пересечение надлежащим образом 
выделенной последовательности замкнутых множеств. 

Пусть 2 ЕЁ. Тогда 

и: (2) —Р; (2, 2) =0(|— т") 
и, значит, для любого е >0 можно указать такое р(®, 2) > 0, что если 
[2—2| <р(®, 20), то 
| и; (2) —Р; (1, 2) | <=| 1—2. 
Обозначим через Ш(з, [) совокупность точек 2, из Ё, для которых 


© (&, 20) < = и коэффициенты слабых дифференциалов Р:(х, 2) не пре- 


восходят [. Очевидно, 
р (в, 1) > Е. (1) 
1->со 


В работе (5) (см. лемму 9) доказано, что существует постоянная С 


такая, что 

О (, де Д(Сз, Е 0). (2) 
1 4 

Фиксируем последовательность 1, ка 


возрастающую последовательность чисел {1} таж, чтобы при любом $ 


т. И(Пр(-, ,)>а, (3) 


< 


. и определим монотонно 


т.„0 (Е) 
где 4 = -—®—^. 
9$ 
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Предположим, что числа [, [5, ..., 1 определены. Тогда 


той ( П 2(+,5)>4. 


1<8—1 
Из соотношений (1) и (2), в силу леммы 3, следует, что существует число 
{., для которого справедливо неравенство (3). 
Положим 


П2(--, 1) =2. 


< 
Множество К, замкнуто и монотонно убывает с ростом $. Следовательно, 
множество И (Ё,) также замкнуто и монотонно убывает с ростом $. 
Пусть Пе, =. Тогда 


0 (в) = ПИ (во), 
и так как тьП (Ё\) конечно, то 
Ни 7 О (Ё.) = тьб (Е). 
Согласно определению Ё,, 
ть И (Е.) >а 
и поэтому 
тор). 

Покажем, что на Ё отображение (/ равномерно дифференцируемо до 
порядка т. ы | 
_‚ Пусть =>0 произвольно. Тогда существует 7, такое, что: Е. Так 
как 

НЯ | (9 
Е У '22 И: СЫ 
РЕБЕ.) (2+0). 
И 
то из неравенства | лх’— 1” | < 
ь И 
[и (2) ва) 


вытекает неравенство 


ян. т еЕ. 

Лемма доказана. 

3°. ЛЕММА 5 (о неявной функции). Если непрерывное отображение 
И, т раз дифференцируемая функция фи В-множество Е таковы, что 

1. в точках Е $(1) =Ои 

ати 97 (РО, 
то существуют В-множество Е с Е и функция } (21, ... в, Жо ь 
определенная и т раз слабо дифференцируемая на пр», Ё, такие, что 

1’. Е содержится в графике функции }, 
922’. тьб (< 0. , 

Доказательство. Проведем построение функции ] для случая 
т =1. Если т>1, то, в силу Кклабсической теоремы о неявной функ- 
ции, множество Ё можно погрузить в счетную систему сегментов х., 
8 каждом из которых нулевое множество уровня <, функции Ф совпада- 
ет с графиком некоторой т раз дифференцируемой функции и —14 пере- 
менного. Для одной из таких функций, как легко видеть, выполняются 
все утверждения леммы. | 
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Итак, рассмотрим случай т = 1. Имеем: 
а 
Е = Ен 


где в каждой точке же Ёи производная 


= 0 и на отрезке длиной 
: 


4 
7 › Параллельном оси х:, с центром в 4%, (2) +0 НЕ исключением 


точки 2). 
Легко видеть, что Ён одновременно с Ё являются В-множествами: 
Так как 


О (Е) = \0(Ен), 


то одно из слагаемых правой части имеет положительную ®-мерную меру. 
Будем считать, что 


ть Ц (Еш,) > 0. (4) 
Пусть 2 = и. 2) ЕЕ. Согласно определению Е п, отре- 
083 =]. где 
Е 


>>, а 
(2’и я" — рациональные числа), не содержит других точек из Ё,, кроме 
10. Если выбрать т и я достаточно близкими к 2, то имеет место 
либо неравенство 
$ (1') > 9(10) > $(7)), 
либо неравенство 


Ф(7') < $(%) < 5(т’) А - 


ь). 


Для определенности будем считать выполненным неравенство 


/ и! 
Ф(®') <9(2) < 9(т”). 
Тогда 2 можно погрузить в рациональный сегмент п такой, что в точ- 
ках верхнего основания, содержащего 2”, $ (5) > $ (5%), а в точках ниж- 


него основания, содержащего х’, $(2) < 5(т)). 
По построению, множество «Ёп, униформно вдоль 2, и каждый отре- 


зок, соединяющий основания х, пересекает ло. Это построение проведем 


ВАО 
(в зависимости от знака производнои —— 
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для каждой точки 2 Е Ёи,. | 
Так как рациональных сегментов счетное множество, то для одного 


из них, в силу (4), 


ть (^Ел,) 20. (5) 
Положим тЁи, = Ё и определим функцию ] на проекции я в грань 
х; = 0, положив 
т 
где пи берется среди всех точек (21, 20, ..., оо: 


Графиком ] является множество нижних точек тот. 
В силу униформности Ё, график Г функции / содержит Е: 
Нокажем, что функция /(52., ..., 2.) дифференцируема в точках 


пр,.Ё. 


710 А, Я. ДУБОВИЦКИЙ 


Пусть (20, ..., 20) 6 пр, Е и (7, ..., т) пр, =. Обозначим 
7(2, зе ч 20) = №, 1 (т, Рон | 2) =. 
Тогда | 
Ф(Р 2, ..., 20) —Ф (фо, 40, ..., 29) ==. 0; 
так как х= (}, 2, ..., 2) И 4 = (№, 20, ..., 20) Ехо, то, переходя 


к дифференциалам, получаем: 


А. (1 — 10) + В (1: — 28) {+ - +: + С (ав — 1) = 
—=а(/— 10) Е В (2, — 29) + - +: Е 1 (2 — 22), 


где х, В,..., 1 бесконечно малы вместе с 2—3. Отсюда видно, что 
В : С о 
1— № = — (4—2) — О за — (7" — 2т) + 


| В, (2, — 28) + +. + Ди, — 2), 


где В,, ..., 1, бесконечно малы вместе с [1—2 | +: + | 2—2 |. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 6 [см. (7)]. Если функция ](т1, 2, ..., 2.) т раз диффе- 
ренцируема в точке ху = (21, ..., 21) и первые ее г дифференциалов в 
точке т равны ‘нулю, а функция $(т., ..., т.) п-—г слабо дифференци- 
руема в точке (2, ..., 10), причем $ (10, ..., 29) = 2, то функция 
1(Ф, 2... , и) т раз слабо дифференцируема в точке (120, ..., 10). 


4°. ЛЕММА 7. Если контингенция множества Е в каждой его точке 
не превосходит т, то Е содержится в счетной системе гиперповертно- 
стей размерности т, удовлетворяющих условию Липшица. 

Доказательство получается при помощи непосредственного примене- 
ния теоремы Колмогорова — Верченко [см. ($)]. 


$ 2. Основная теорема 


В этом параграфе будет установлена структура множества точек пол- 
ного вырождения матрицы Якоби. 

ТЕОРЕМА 1 (основная). Пусть и; (11, ..., 2), 1 << К, — система 
т раз дифференцируемых в области С функций, задающих отоб раже- 
ние 0. Тогда любое В-множество № точек полного вырождения матрицы 
Якоби, в каждой точке которого контингенция не превосходит то, 
«несущественно, т. е. ть (№) =0 (в — любое положительное число). 

Доказательство. Будем вести доказательство от противного 
индукцией по числу переменных измерений области (С. 

При п =1 утверждение теоремы доказано [см., например, работу (1)]. 

Пусть это утверждение справедливо при всех п’< и, в то время 
как существуют т раз дифференцируемое отображение И области С < Е" 
и В-множество особых точек М№, в точках которого контингенция М не 
превосходит 7, такое, что ть И (№) >> 0. 


Пусть М = М, + №,, где на №, все дифференциалы функций, состав- 


ляющих отображение до т-го порядка, равны нулю, а в точках М. все 
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первые дифференциалы равны нулю, в то время как один из дифферен- 
циалов аи; + 0, гх т. 
Покажем, что неравенства 


ть (№) 0, т=12, (6) 
противоречивы. 

Предположим сначала, что ть И (№) > 0. В силу аддитивности меры 
Хаусдорфа, можно считать, что область @ содержится в некотором еди- 
ничном кубе © пространства Е” (в противном случае мы бы рассмот- 
рели часть области С). 

На основании леммы 1, мы можем выделить [76]-мерную гиперно- 
верхность Г, удовлетворяющую условию Липшица с константой Г: 


$: = 1 (ти (то],... 2), 1=10— [то], 
такую, что 
то Оо (7) 
Пуеть % Е М.Г. "Тогда 
| (2) — и(%) | = 014 — о |" 


и, значит, для каждого з > 0 можно указать р(®, 2) > 0 такое, что 
диаметр образа каждого куба, содержащего 2, с ребром г<о(з, %), 
не превосходит зг”. 

Совокупность 2, © М.Г, для которых р(®е, 2)>>6, обозначим через 
(е, 5). Очевидно, Д(з, 5) -> М.Г при 8->0. Следовательно, 


И (Р(з, 5)) 0 (М№,Г), 
5—0 
причем допредельные множества монотонно возрастают. Поэтому из не- 


равенства (7), в силу леммы 3, следует существование 8, >0 такого, 
что если 6< 8%, то 


ть (В (=, 5) а. (8) 
Равобъем. | грань? == д === Я -ийь] == 0’ на’ ри! ‚нубов 9, “тде’"р 


выбрано из условия - < 5%. Тогда Г погрузится в С. р"! кубова с ребра- 


ми той же длины. В силу (8), 
ть (р (-, -))> 4. (9) 


Оценим меру этого же множества сверху. 


^ 1 — 
Пусть куб 4 содержит точку из р (®, =.) Тогда диаметр О (а) не 


превосходит а е. Таким образом, наше подразделение содержит Г. рт! 
Р 
кубов и, значит, (р (=, >) распадается не более, чем на Г. рит® 
Р 


частей, диаметр каждой из которых меньше те ба Поэтому 


тд» ор (2, }) = С =) < =.4 


й 
№ 


— конечное число. 
* В силу леммы 1, можно считать, что ть И (№) — коне 
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Так как 0, произвольно мало, то 


То и(р (с, 5) < =.1. (10) 


Сравнивая (9) и (10), получим: 4 < з.^. 

При малых з последнее неравенство невозможно (4 от = не зависит), 
следовательно, Л, «-несущественно. 

Покажем теперь невозможность неравенства 


тыы Ц (М) Она Ма = У М»ь (11) 


где на множестве №» одна и та же производная 


: с 


& 
а п 
9%. ..- 0. 


в то время как все производные более низкого порядка равны нулю. 

Все множества №» суть В-множества. В силу (11), одно из них о-су- 
щественно, причем контингенция каждого из этих множеств во всех его | 
точках не превосходит [763]. 


Положим 
ть (№»,) > 0. (12). 
Пусть первая отличная от нуля на №», производная есть | 
1 
д'и 1 | 
а ав ° 
9%.'... 0% 


Так как г=о +... Ра, >1, то одно из слагаемых >41. Пусть «, >. 1. 
Положим 


о. и 


&,—1 ды 
9%, ... 0% 


ф—= 


В точках М», функция ф равна нулю, в то время как 8 0: 


971 
Применяя к функции ф отображение 0 и к множеству №», лемму о 
неявной функции, заключаем, что существует функция }(2.,..., 2), 


определенная на пр..С, и множество М” с: №», такие, что 

Г. / дифференцируема т— г-- 1 раз на пр»,/Х”, 

О 0. 

ПТ. график М функции ] содержит множество №. 

Рассмотрим отображение И (1, 4...., т») = 0* области пр. @ в Ё*. 

В силу леммы 6, условий 1, П и определения М», отображение И” 
слабо дифференцируемо на пр», М" до т-го порядка, причем слабые диффе- 
ренциалы 0” равны нулю на пр.” до (г — 1)-го порядка. 

В силу условий Пи Ш, 

ть И" (пр»,№*) = ть 0 (№) > 0. 

Поэтому, применяя к отображению И” и множеству пр».М" лемму 4, 
мы приходим к выводу: существуют отображение Г пространства Е” в 
Е’, т раз дифференцируемое, и В-множество Е такие, что 

Ри 0 

17. бер. № 


"А 3: 
ПГ”. У и 0* совпадают на Ё вместе с дифференциалами т-го по- 
рядка. 
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Но условие Г противоречит предположению индукции, так как в 
силу П’и ПГ на К все дифференциалы (г — 1)-го порядка отображения 
0", а значит и И, равны нулю, а контингенция множества Ё во всех 
его точках не превосходит те. Следовательно, 


тай (0: 

Теорема доказана. 

2. Следствия из основной теоремы. Так как контингенция 
множества никогда не превосходит количества измерений содержащего его 
пространства, то имеет место 

ТЕОРЕМА 2. Если отображение И области С дифференцируемо т 
раз и то >. п, то множесто особых точек И «-несущественно, т. е. 


тай) —0 
(№ — множество особых точек И). 


1 
В частности, если отображение ( дифференцируемо т раз, то о 


мерная мера Хаусдорфа образа множества особых точек равна нулю. 

Поэтому в предельном случае (для бесконечно дифференцируемых 
отображений) справедлива 

ТЕОРЕМА 3. Если отображение И бесконечно дифференцируемо, то 
любая мера Хаусдорфа образа множества особых точек равна нулю. 

Из полученного результата вытекает некоторое усиление теоремы 
Е. М. Ландиса. Именно, полагая в теореме 2 А=1, мы получим сле- 
дующую теорему. 

ТЕОРЕМА 4. Если функция ](51,..., Я) дифферениируема т раз и 
№ — множество особых точек ], то 


т У 
р 

В предельном случае (когда / бесконечно дифференцируема) имеет 
место 

ТЕОРЕМА 5. Если функция п переменных бесконечно дифференци- 
руема и № — множество нулей ее дифференциала, то ] (№) имеет, абсо- 
лютную меру нуль в классе мер Хаусдорфа. 

Из последней теоремы можно сделать выводы относительно строения 
множеств уровня бесконечно дифференцируемых функций. Для этого нам 
понадобится 

Определение 6. Множество Ё называется вполне несуществен- 
ным *, если /(ЁЕ) имеет абсолютную меру нуль в классе мер Хаусдорфа 
(точнее, если ть] (Е) = 0 для любого © > 0). 

ТЕОРЕМА 6. Если функция ](т) бесконечно дифференцируема на 
кубе 0, Ос Е", то каждое множество ее уровня, исключая уровни, 
образующие вполне не существенное „множество Е, состоит из конечного 
числа компонент, являющихся бесконечно дифференцируемыми (п — 1)- 
мерными многообразиями. 

Компоненты, не выходящие на границу О, представляют собой замк- 
нутые многообразия без края. 


* По отношению к функции / (5). 
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Доказательство. Будем вести доказательство от противного | 
индукцией по числу измерений (©. Пусть теорема верна для всех т« п. 
Докажем ее для п. 

Обозначим через Е” совокупность множеств уровня, содержащих нули 
дифференциала. Тогда Ё’ вполне несущественно. 

Обозначим через Ё” совокупность множеств уровня, каждое из кото- 
рых содержит по бесконечному множеству компонент. 

Каждый уровень из Ё” пересекается с границей () по бесконечному 
множеству компонент (в противном случае, в силу компактности куба О, 
мы получили бы противоречие с теоремой Юнга о неявной функции). 

Из предположения от противного следует, что при некотором ® > 0 


ть (Е) >0. 

Тогда существуют грань 4 куба О и семейство Е” с Е” уровней, 
каждый из которых пересекает 4 по бесконечному множеству компонент, 
причем 17%. / (Е) > 0. 

Рассматривая ] только на грани 4, мы приходим к противоречию © 
предположением индукции. Последнее и доказывает теорему. | 

3°. Пример, показывающий невозможность ослабле-. 
ния посылок основной теоремы. Для данных натуральных т и. 
«› построим отображение И, дифференцируемое т— 1 раз и такое, что 
множество М особых точек 0 имеет контингенцию 716, причем те И (№) =1. | 

Через С обозначим единичный куб Е"°, а через О — единичный куб 
из Е“. 

Совокупность точек из С, одна из координат которых заключена 
между я и В, назовем полосой ширины |%--В|. Отображение И будем. 
вначале строить на специально выделенном множестве р., построение 
которого проведем при помощи счетной последовательности операций 


О ВАК 
Операция 0+: 


1. Удалим из С то средних полос шириной Е 2<1<3. Остав- 


шиеся кубы будем называть кубами первого ранга и обозначать через 
. т 

С И. т 
‹ : та -. = . т, 
2. Разделим О на 2”” равных кубов О, (1 =1,..., 2"°), разбивая 


каждое ребро О на 2” частей. Длина ребра каждого куба О; равна 
й 1 


о 
3. Отнесем каждому кубу С; куб О; с тем же индексом. 
Операция О.: 
1. В каждой паре соотнесенных кубов С; и О; проводим операцию 0/. 


. „ 9. 
При этом удаляем из С, то средних полос шириной 2: Оставшиеся 


2" кубов будем называть кубами второго ранга и обозначать через 
Че 

2. Куб О, разделим на 2”® равных кубов О, (& =1,..., 2"®), раз- 
бивая каждое ребро О;, на 2” частей. Длина ребра каждого из кубов 
0: :, равна 


р2т я 
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3. Отнесем каждому кубу Ол, куб С;, с теми же индексами. 
Продолжим этот процесс неограниченно. Сумму кубов 5-го ранга обо- 
значим через р.. Это — замкнутое множество. 


Положим 
у = П рз. 


Пусть 2% ЕР,. Тогда ху есть общая точка стягивающейся системы 


Очевидно ру замкнуто. 


(=> С 05) а ТР 
‘опоставим ей точку и, общую для стягивающейся системы 
> Он, в евА 


Мы получим отображение (, зависящее [от параметра 1. Подберем {1 
ак, чтобы это отображение было дифференцируемо т — 1 раз. 

Пусть 2’, х’@ ро произвольны. Рассмотрим куб наибольшего Гранга, 
одержащий эти точки. Пусть этот куб имеет ранг $. Тогда 2’ и 7” раз- 
келяются полосой, проведенной при (5  1)-й операции, т. е. 


9’ — 2" | > р (13) 


Точки и(5’) и и(х”) лежат в некотором кубе О; 1, ... 


а < 


ое. 


ли, в силу (13), 


[ (=') — 1 (1")|ЗУоГ”" И. } о 


от 
Подберем />>2 так, чтобы = < 1 (например, 2", Обозна- 
им —- , а Ио М1 =с. Тогда 

[1 (х') — и (2) | фт, 
Ще «< 1. 


Пусть => 0 произвольно. Тогда существует 5о такое, что с, < в. 
Положим 5 —=65. Пусть 1’, д’6р и |2’ —х'| <5. Тогда наибольший 
з рангов кубов, содержащих эти точки, превосходит 55. Поэтому 
аа" 


то и означает, что ( сильно дифференцируемо на ро до (т — 1)-го по- 
ядка. 

Следовательно, И (ро) = О и тьП (ро) =1. 

Распространяя полученное отображение на весь куб С, мы получим 
скомый пример (для отображения (ро является особым `множеством и ^ 


меет контингенцию, не превосходящую 76). 


Поступило 
11.УП.1957 
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Серия математическая 
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В. И. ЛЕБЕДЕВ 


О МЕТОДЕ СЕТОК ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматривается система уравнений в частных производных, 
не являющаяся системой Ковалевской; для нее ставятся смешанные 
задачи и задача Коши. ДЦоказываются теоремы разложения на 
два взаимно ортогональных подпространства для функций, заданных на 
решетке. Методом конечных разностей доказывается существование ре- 
шения и дифференциальные свойства решения в замкнутой области. Дока- 
зываются дифференциальные свойства в замкнутой области решения 
уравнения типа С. Л. Соболева. 


В настоящей работе исследуются свойства решений системы урав- 

ений: 
90 = Е 

—— = АО — отаар + Е 

51 зтаар + РЁ, | (1) 

ВР, 

де 0 = (и, (21, хо, тз, #), и> (21, 22, 23,1), из (11, 45, 23,1), Е = (Е, В», Вз), 
| — матрица с ограниченными элементами, а также исследуются свойстга 
ешений конечно-разностного аналога системы (1). Работа является под- 
обным изложением результатов, опубликованных в работах автора (“), 


)) ; (20) ы 


Для системы (1) ставится либо задача Коши, и тогда задается 
О еоее= барина) (2) 


ибо смешанная задача: ищется решение системы (1) в односвязной об- 
асти О, гомеоморфной сфере, удовлетворяющее условию (2) и одному из 


ледующих двух условий: 
р5 =0, (3) 


3 
р ил: 0$ (п, 2.) |5 = Ч» = 0, (4) 
== 
це 5 — граница области О, а п — нормаль к границе 5. 
Определим для системы (1) понятие обобщенного решения в области 
’=Ох [0,/: обобщенным решением системы (1) назовем и О, 


ка р ЕГ..(0), для которых при любом векторе Ф таком, что р 61. (0) 


Ф' Е=1 = 0, выполняется интегральное тождество: 


— 


(5, ты 'Ф)0 — Фиаар + РФ Фо @+\ 0. 99=0 (5) 
о ® 


>* 
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(где А’— матрица, сопряженная к А)и такие условия: для задачи (2), (4) 
й 


\ \ О отаааао а = 0 (5') 
(0) 
для любого та 46 /. (0), а для задачи (2), (3) 
| 
\ (го ф ота4 р - 0 вта4 9) 40 4 = 0 (5”) 
02 
для любого гоб фе [» (0) и любого вта4 4 6 1. (0), у которого 4 |5 = 0 
Система типа (1) была исследована С. Л. Соболевым (8). Можно было: 
бы доказать существование обобщенных решений перечисленных выше 
задач методом, развитым С. Л. Соболевым в работе (8), но мы решим эти 
задачи, исследуя свойства решений конечно-разностного аналога систе-- 
мы (1). При этом окажется, что к решениям конечно-разностного аналога! 
можно успешно применять метод ортогональных проекций, а также пере-- 
нести на них все теоремы, доказанные С. Л. Соболевым в работе (5). 


$ 1. Некоторые предложения о разностных отношениях 
Пусть дано пространство Аз (21, 2. 43). Множество точек ЕВ. с 
координатами 
И. ТЕ. 
где #>0 и А; — целые числа, обозначим через М». Множество точек 
хеМ,, для которых 


з 
Ума ГЕ. 


1=1 | 
обозначим через ЛМ», а множество точек х 6 Мь, для которых 
3 
№: К: — 27 -- Ф 
1—1 


обозначим через М». Если область О конечна, то считаем, что 
(Л, Кой, Кзй) Ок, если ХЕМ., и октаэдр с центром в точке 
$ и с диагоналями, параллельными осям координат, длиной Ай, 
принадлежит ©. Определим граничные точки 5» для О»: скажем, что 
хе», если на расстоянии 2й от точки х найдутся точки из Мъ» как 
принадлежащие, так и не принадлежащие О.»; обозначим Оз» = Оз, + бл. 

Мы скажем, что ЕО, еслих @ М.» и на расстоянии Йй от точки 5 
находятся шесть точек множества Охл. 

Пусть в Мол задана функция Ф (11, 15, 13); тогда обозначим 


1 
Фх, = эр ($ (х, —- й, То, хз) 0 (=, и й, т, 7з)), 


где 2(21, 2», 13) @ М»; аналогично определяются фх,, Фх, причем фх;, & = 
—=1,2,3, мы считаем определенными в точках 26 М»; аналогично опре- 
деляются Фх, в точках 6 М», через значения функции Ф, заданные на 
множестве Л л. 


Пусть Ни, &=14,2, — пространства векторов $, определенных в Ош. 
м таких, что 


По = 8 У а < С. 


З:л 
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Введем в Ни, скалярные произведения 


508) о о 
(5 , п а У > (о (2) ы о (2) + ПИ о (6) 


Ч: 


‚ также понятия разностного градиента, разностной расходимости и раз- 
ностного вихря: 


стад» Ф = (Фх,, Фх., Фх,), (7) 
ФУ 0 — 01 х, -- 6х Е Озх, › (8) 
го, ф = ((фэх, — Фи), (фих, — Фа»), (фк — Фи). (9) 


Назовем элементарным отрезком Д$ отрезок длиной 2й, ииеющий концы 
в точках 21, 2, © М»; замкнутый контур, состоящий из четырех элементар- 
ных отрезков, назовем элементарным контуром. Направленный элементарный 
отрезок Дз назовем элементарным перемещением. Множество М» распа- 
цается на четыре таких множества МЪ,, 7 =0, 1, 2,0, ‘что точки“ из 
разных // Е нельзя соединить ломаной линией, состоящей из элементар- 
ных отрезков. Выражение ЛА = Ё Дз, где 6 Мк и определен в середине 
элементарного отрезка Д$, назовем элементарной работой. Соединим 
две точки из одного и того же множества // 5, ломаной линией ‘у, состоящей из 
элементарных отрезков; тогда А = ж РА назовем работой Ё на пути 1. Возь- 


у 
мем по точке из разных 1/3 т это множество обозначим через ть. 


ТЕОРЕМА 1. Для представимости вектора ©, определенного на Му, 
в виде © = ота4, ф, где функция ф определена на Мьъь, необходимо и дос- 
таточно, чтобы гой» 2 =0. 

Необходимость проверяется вычислением: го, ота4» ф == 0. 

Докажем достаточность. Если гов о=0, то работа ?.по любому 
замкнутому контуру у равна нулю. В самом деле, 


А= Уз = У У5А, 
й Ё 


ск 


где сх — элементарные контуры; но У 24$ = 0, следовательно, А = 0. 
Ск 
Определим теперь функцию ф следующим образом: положим ф= 0 
в точках т», а в любой точке хе М», определим ф по формуле 


ф (хт, >, т) Е У?А», 


где 7 — контур, соединяющий х с одной из точек множества т». Так 
как А=О по замкнутому контуру, то функция $ (21, 25, 23) всюду на 
М.к определяется сднсзначно. А тогда © = стай» $. 
ТЕОРЕМА 2. Для представимости вектора у, определенного на Муь, 
‚ виде г = гов, ф, где вектор ф определен на М», необходимо и доста- 
почно, чтобы Фуня = 0. _ 
Необходимость проверяется вычислением: Фу» гов, ф ==0. 
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Мы докажем достаточность, если построим вектор ф по заданному 
вектору г в прямоугольном параллелепипеде рода с=ь о. | | 
Пусть в точках множества М.О, лежащих в плоскостях 23 = 0. = 
функции ф,, фь известны, а функция фз известна в плоскости 2; =й; 
в противном случае положим $, =0 при 2 = =, 8 — 0, аза 
{, берем какое-нибудь решение уравнении фе — 03 — 0. Полагаем 
теперь фз. =Ов М»0 при 13 >, а функции ф,, $ при хз = 2й опреде- 
ляем из формул 

фз, — фах, == 1, фих, — Фзх, = 0, 
записанных при 2. = #. Очевидно, что для определенных таким образом 
функций ф,, фь, фз при 23 = й выполняется равенство 


фьх, — Фих, = 83. (10). 


По аналогичным формулам определяем функции $, 4Ф при 4 = 8й. 
Остается проверить справедливость равенства (10) при 2. = 2й. В самом | 
деле, 


фи», (21, 2», 21) = Чах, (21, 22, 0) -- 21 (фзхх, (21 2», 2й) -| Фэх, (71, 2», й)). 
фах (т, 2.28) = Фо. (21, 3, 0) + 21 (Фзх.х, (51, 2, 21) — в1х, (ти, то, Й)), 
ие. 
фьх, ‘чат Чх, ых Фьх, г Фи», и га 21 (61х, - Фох,) Ре 
| ==- 93 х.—0 —- 2ИФзх, = 63 (т, Ро 21). 


Продолжая описанный процесс, мы определим Фь ф», фз на всем мно- 
жестве М»,О, а значит, и на всем М». А тогда Ф = го; ф. 

Очевидно, что теоремы 1 и 2 остаются справедливыми, если в их. 
формулировках множества Л» и М» поменять местами или роотВАтей 


ственно заменить их множествами (@), @... 


В На» лежат линейное многообразие (1, векторов вида РА = огадкФ 
(такие векторы назовем потенциальными) и линейное многообразие У» 
векторов вида 2; = гов (такие векторы назовем соленоидальными). Введем 
еще линейные многообразия векторов ИН», Сл, /т: мы считаем, что 
тель, если ФЕН» из=0 вне Одс Ол, что ЕС», если = 
—= отадр о @ С» и 9==0 вне ОДС О»), что ЕЛ, если 5» = гон ф 6 т | 
и ф=0 вне ОС О.),. Замкнем все рассмотренные пространства векто- 
ров; замыкание будем обозначать черточкой над буквой. Тогда для 
случая, когда область © есть все пространство, справедливы следующие 
леммы: 

ЛЕММА 1. В случае, когда область © есть все пространство, элемент 
г из Нь, ортогональный ко всем элементам Сон и Ли, может быть 
лишь тождественным нулем. | 

Покажем, что из ортогональности о к С и Лил следует ортогональ- 


ность © к разностному оператору Лапласа с шагом 2й от вектора 26 И°. 
Это следует из того, что 


Аню = ога» ЧУ» р — ГО об» р, (11) 


21 = стад» ЧУ, № 6 Сон и 25 = гов ГО 6 Лол. 
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Следовательно, 
(©, Аьш)ь = (©, 21) — (2125) = 0, 
т. @ 
13 о Азии == 0; Ее (12) 
ЗА 


ый г . ^ 
Если взять за 2 такие векторы: и; =1 в точке (2ул, хоз, 2оз), а в осталь- 
ных точках 1; = 0, то из (12) получаем, что 


Две: = 0 (13) 


всюду в О, но = С, суммирование в этом ряде будем проводить 
т, 
по расширяющимся концентрическим кубам, окружающим точку (21, %», 
Хз); тогда для любого з > 0 найдется куб со столь большими гранями 
что на каждой из них будет выполнено неравенство | $; | <е. Ввиду 
произвольности з и справедливости принципа максимума для (13), отсюда 
В едует, что 0; =01=123 в Од 
В дальнейшем нам понадобится следующая формула: 


у Е 


й Уи (2 + 2) т, (2 + 21) = —й У (а + (28-1) П)и»(ж - (28+ 


к=0 К=0 
и (2 — 21%) о (2% -2(п- 1) 1) —# (5х) 8 (щ — №), (14) 


которую можно легко проверить непосредственно. 
ЛЕММА 2. Многообразие Со, ортогонально в многообразию Ли. 
Пусть 2, Е Сл, 9. @Л,; тогда, в силу теорем 1, 2 и формулы (14), 


(1, 2)ль = (вгадь $, 65). = — ($, ЧУ в»), = 0, 
так как 


Ч{Ул0> == 0. 


ЛЕММА 3. Многообразие @\„ ортогонально к многообразию Лил. 
=. 1 ой 
Пусть 2: @ С», 5 ЕЛ; тогда, в силу теорем 1,2 и формулы (14), 


И бы == (ел, О» фл = (го, ф)>в =0, 
так как 


То 0: = 0: 


Следствие. Л/ногообразие аа ортогонально в многообразию @зр. 

Из доказанных лемм следует 

ТЕОРЕМА 3. Для случая, когда область © есть все пространстоо, 
пространство Н» можно представить в виде: 


я т ит т. 
На» = У» Ф Сь, где Ль = Ул =ЧУш, бь = @ = бал. 
В самом деле, так как У и @ ортогональны и в Нл» не содер- 
эжится ни одного элемента, ортогонального к ним одновременно, то, сле- 
дорательно, 


Иль = У Ф в 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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но лв 2 Ув И Уал ортогонально к Обь, т. е. 


Ул = ов; 


точно так же ба = Сол и Сл ортогонально к У, следовательно, 


ль Е- Сев. 
Теорема доказана. 

Докажем теперь несколько лемм для конечных областей. 

ЛЕММА 4. Всякий вектор риз Ни, ортогональный в Ли и Со одно- 
временио, есть гармонический вектор, т. е. вихрь; расходимость его и 
ДА» равны нулю. 

Пусть г) = стад, ф@ Сл; тогда 


(с, 91) 11 = 0 = (о, ота4л Ф)1ь Ао (9, ИУ» 6)эп, 


т. е. уно = 0 в О... 
Пусть 25 =т0 ФЕ/У ль; тогда 


(о, $5)1к = 0 = (2, гов Ф)1ь = (Ф, гоь 2)зв, | 
т. е. то = О в О)». | 

Равенство Ле = 0 следует из формулы (10). 

ЛЕММА 5. Вектор ©, ортогональный к @л и Лак одновременно, есть 
тождественный нуль. 

Так како ортогонален к Сл, Ль и Ужс ЛЬ, то © — гармонический 
вектор, т. е. у» г —=0, следовательно, # представим в виде © = го, ф, 
1, ‹е. ФЕЛаь, но г ортогонален /1в, следовательно, 2==0. 

ЛЕММА 6. Вектор ©, ортогональный к Сл и Ло, одновременно, есть 
тождественный нуль. | 

Так како ортогонален к Лон, Сл» и Чад с Ча, то г — гармонический 
вектор, т. е. гой, = 0, следовательно, 2 представим в виде г = стай), ®, 
т. е. реб: но © ортогонален С\»„, следовательно, © ==0. 

ТЕОРЕМА 4. Пространство Н\1ь допускает представление 


Ни, = Си Ф Г ФХь, где 1, = @ль-Лль. 


Из лемм 5, 6 следует, что 


| 
Н\1ь —= С Ф ити Наь = Оль Ф Лол. | 


Покажем, что если вектор $ ортогонален к С, Лол и [ь, то о==0 | 

В самом деле, если г ортогонален К Си, то 26 ]1, а в силу того, что | 
? ортогонален к у, следует, что оЕС.,, следовательно, © Е [,; но из 
ортогональности © к Г, следует, что 2==0, что и доказывает справедли-. 
воеть теоремы. | 
| 

| 


$ 2. Построение приближенного решения 


Построим разностный аналог системы (1). В пространстве А, (21, х., 
1, 1) рассмотрим множество точек (х, Г) с координатами & = И | 


Е =А АЕ 1=1,2, 3, ДЕ> 0. Множество точек (х, {) таких, что х6О 


18») 
обозначим через 2 | 


аи - } 
| 
| 
| 
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я = =: 
= АЕ (0 (2, >, 3, 2) > Й (т, 92, Хз, #—= 41), 
Оср = ©) (21, о, 2з, #) + ВИ (21, №, аз, Е — А), 


где «>. 0, ВО и«-В=1. 
Систему (1) в точках (х, Е Д:‚ заменим уравнениями: 


(, = АП, — стад р Е, ь 
4, 0 =0 __ 
в точках (2, ЕД... 
Найдем решение системы (15). 
Т. Условие (4) для гладких функций и гладких границ области © 
эквивалентно условию [см. ($)]: 


\ (0, огаа $) 40 = 0 для любой $. (16) 
о 


Для системы (15) условие (16) заменим следующим условием: 
(П, ота4» Ф)1, = 0 для любой $. (17) 


Рассмотрим решение (15), заменив условие (4) требованием, чтобы (был 
произвольным элементом из /». Тогда г; = эта» р определяется фор- 
мулой: 

= ВИК р га Е 

ЕР, НОЕ Ира ОР Ао, (18) 
где Ре, Ро» — операторы проектирования Н1ь соответственно в Сли и Лил. 


П. Условие (3) для гладкой функции р и гладкой границы области 
О эквивалентно условию [см. (5)]: 


\ (05, отаа р) 40 =0 для любого И ЕЛ.. (19 
О 
Для системы (15) заменим (19) условием, что 
([, ста» р)зь = 0 для любого Г. (20) 
Тогда 
став, р = Р\(Абь-ь Е, О: = Рь (АО -- Е» (21) 


* 
где Р.», Р:, — операторы проектирования Н1»ь соответственно в Сол и Лаь. 
1. Аналогично находим решение (15) для задачи Коши: 


ота4», р = Рь (Аср + Ё)}, д. =Р, Абр Е}, (22) 


где Р,, Р, — операторы проектирования Н1ь соответственно в Сов И Лол. 
Найдем решение уравнений (18) в явном виде; для уравнении (24), 


(22) решения находятся аналогично. Пусть & =О{Ари Ад] тогда, 


10* 
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введя в рассмотрение операторы: 
В» (&) = Ре (&), 
Рь (в) = [Е + АЕ(Е — АмВь (В) *Вь (#)}, 
Кь (в) = Рь (Н) Вь (ил) ... 2, (АБ, 


получаем решение неоднородного уравнения (18) при условии [7155 = 0% 
О (в) = Кь (в) О, + 
+4» К» (в) [Кь (ГЕ — АВ (и) ЕРоьЕ (1). (23) 


К=1 


Это решение единственно, так как И (1) выражается через И (#1). 


единственным образом. 


Докажем сходимость приближенного решения к точному. Предвари- 


тельно сделаем такое замечание, которое нужно иметь в виду при 
разборе всех доказательств о сходимости и о дифференциальных свойст- 
вах обобщенных решений: при доказательстве сходимости мы все извест- 
ные нам функции, входящие в уравнение и в начальные и краевые 
условия, заменяем сначала средними функциями [см. (*)], а затем или 
доказываем сходимость приближенного решения к точному решению, 
которое определяется этими средними функциями, или доказываем суще- 
стнование такого решения как предела приближенных решений при 
й—>0, ДЕ—>0. Для доказательства же существования и дифференциаль- 
ных свойств решений поставленных задач мы переходим к пределу в 
средних функциях. Для краткости, мы не вводим новых обозначений для 
средних функций. 

Пусть элементы матрицы А имеют ограниченные производные до 
порядка А включительно, величины А;, С;, & = 0, 1,..., обозначают поло- 


жительные постоянные, зависящие от [, норм матрицы А и производных 
от матрицы А. 


Тогда легко показать, что 
Гы", К (ы)Кь(ы)Г | «ей ии-, 
Из вида формул (23), (18) заключаем, что 
10 (ель < А бол - А [Е (6) №), (24) 
(О: (&) ль + | втаа» р < < 


< А, (бо Ева + А+ х 1Е (&) в»). (25) 


Вычисляя разностные отношения по { от левых частей формул (18), 
последовательно получаем: 


А" стад р 
АП 


| АВ, 
Ао 


< 
1% 


«аьь+ $ > Е +м3 НО | ‚) Е ПИ А >, 


„1 


МЕТОД СЕТОК 725 


Оценим теперь разностные отношения по л; в любом кубе ЛД (не 
уменьшая общности, можно считать, что он определяется неравенствами 
Ох: <т, +=1,2, 3), целиком лежащем в О» вместе с кубом 
т (Ао т-Д, где Д > 4). 

Введем в рассмотрение следующие множества: 2, =О.„р, О, = Ор. 
Обозначим: 


Ферр = 3 (ФЕ + (8—1), 
Ауф (2;) = $5 В) — (2) +5(&— 1). 


Пусть 6(2л1, 4, 23) — дважды непрерывно дифференцируемая функция 
такая, что С>>0 в ОР иб=0 вне О. Для нее всюду будет выполнено 
неравенство 


435 С, 1 =1, 2, 3, 
вте--С, >.0. 


Вычислим разность по 1; от системы (15) для точек хЕР.: 
а == Аср о 55 нЕ Ах, а и ста» Рх; + Ре. 
ФУ» ыы 70: 
Введем в рассмотрение функции ХТ = О а = Срх, - Тогда 
У, == Аср И = ота4л фЫ С -- СА». (Пер Е и, 
Ул Й — 95, 
где 


2 


= Ир т . Рер»» 1=1, 2, 3, 


з 
в 3 КАК — А, + (АК АК) ый + Хо 
Пусть У =И, + ТИ,, причем 
ау» = а, ам И, = 0. 
Решение первого уравнения ищем в виде 
У, = огадл Ф, 
где Ф=0 вне Л; тогда Азф = $ и 


3 р И о отаа} ф < (113 р 22, 
р. 


79} Оз 
ый У! стаай фи < 518 У = 
Им. РУ Г» 


И. о уже типа 
[см. (3)]. А тогда для У:, 4 получаем систему рассмотренного у 


то, вводя 
(15). Если Нэь — пространство векторов, определенных на Дь, то, д 


в нем подпространства С-ь, Ли» Со» Чо» аналогичные рассмотренным, мы 


получим для величин Из, ота4» 4 формулы, аналогичные формулам и 
(23). Из этих формул получаем следующие оценки в любом кубе О”, 
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строго внутреннем по отношению к кубу Л: | 
[0 (в) < Ао (Ма + АЕ Х М, (№), (27). 


К=1 


[тах Ру; (в)! + [бл < АМ, м бунАь У м, (1) 


&=1 


(1=1, 2, 3). (28) 
Здесь ы $ 
М; = | Оо Е] Чох, ль М! (#:) = | (Ё) | Е, (1 (#1) |5, 
а ||’ обозначает норму в области ПО”. 
Введем для функции ] (21, 2», 2.) еще такие разностные отношения: 


0 (2 - &Й, 2» - 021, дз бай) —1 (21, 2», 2з)), (29) 


где & =0,1,:=1,2,3 и 8. +8, +8. =2. Тогда для разностных отно- | 
шений (29) от П»,, стай, р точно так же получаем оценки типа (27), (28). 
Аналогично оцениваются разности по 2; высших порядков. От этих раз-. 
ностей, так же как были получены неравенства (26), оцениваются раз- 
ности по 2. Теперь воспользуемся результатами работы О. А. Лады-. 
женской (?). | 
Пусть. 6 И’ (0), РЕЙ’? (0); тогда при й, АЁ-—>0 из последователь-_ 
ности Ом, ота@, р можно выделить подноследовательность, слабо сходя- 
щуюся в /,,(0) ив!” (01), где О, =О;х [0, Й, а ©, — любая, строго 


б бласти ©, к функциям 90, в И 
внутренняя подобласть области ©, к функциям --› ста@ р. Из равенства 


ыу. |; Ф10. — АП - отад, р — Е]! =0, 


‘о 
в котором вектор Ф удовлетворяет требованиям, необходимым для вы-. 
полнения тождества (5), приходим при й, А! > 0 к тождеству (5), т. е. 
О, вта@ р есть обобщенное решение системы (1). Аналогично проверяется вы- 
полнение условий (5”) и (5'). 
Таким образом, верна следующая 
ТЕОРЕМА 5. Если РЕИ’” (0), П.Е И’® (0), то существует обобщен- 
ное решение м задач, соответствующее функциям Пу и Е, 


причем отаарЕ Г. (0), и (0) и для любой строго внутренней подоб- 
ласти О. области О | 


| 


огаё р С У7 (0, 9 67 (0), 
где (1 = Ох [0, [, и для этих величин Е неравенство: 
Й 
| 3та@ р [оу + |575 и - ыы [Ё 


Единственность обобщеного решения получается из того в что за 
вектор Ф мы можем сначала взять решение сопряженной к (1) системы, | 
в которой роль Ё играет 0, Ф |- =0, удовлетворяющее тем же краевым 


условиям; тогда мы получим, что \ 0240 =0, а затем взять за Ф воктор. 
© 


Ф = стад р и тогда мы получим, что \ стад? р 40 = 0. 
9 
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Перед тем как перейти к исследованию дифференциальных свойств 
решений смешанных задач в замкнутой области (© заметим, что мы 
определим дифференциальные свойства (, если нам будут известны 
дифференциальные свойства функции р. В самом деле, так как (7 удов- 


летворяет системе (1), то 
И 
94 


«Об о о ПР иоа, + 19а ны) 


1709 (9) © и (9) 


Поэтому составим дифференциальное уравнение для функции р. Мы 
ограничимся случаем, когда матрица А постоянна, |Ё| < Сьем, > 0, 
= = 9Е 

== ИИ 
И ===) И Е № =0 == ЭР оО 
вания Лапласа над функцией ©; тогда, применяя к системе (1) преоб- 
разование Лапласа, мы получим: 


—=0. (Обозначим через ф результат преобразо- 


ота@ р = (А- ЛЕ) 0 + Ё, 


= (30) 
ОТО 70. 


откуда 


|4 Е ^Е| (4+ ХЕ) отаар = | А+АЕ|б +], . 


ге А--^Ё| — определитель матрицы (А--^Е). Учитывая последнее 
уравнение системы (30), находим: 


| А--АЕ | (А ^Е)- стад р = ах | АНАЕ| (А + Е). 


Элементы матрицы |А--^Ё|(А-^Е)“” легко вычисляются; они будут 
вида: 

а === 8 ^2 Н 6). - са. 
Совершая обратное преобразование, получим, что функция р должна 
удовлетворять уравнению 


Е =1 


3 

д Е др 

эн АР— др 2 аа, у. ЕВЕ =. (30) 
КИ 


где 
р ОЕ; 
О 
о ‚= — у Вы, = у Ск 9%, 


#1 —=1 - #9 =1 
Уравнение (31) является уравнением типа Соболева и его исследова- 
ние представляет самостоятельный интерес. 


$ 3. Уравнение типа Соболева 


Пусть функция и(х, 1) есть решение в области О =®@х[0, ПИ урав- 


пения 


Вы нЕ а) + а (Возея) + в (ы)] -16.9, 5 
17, =1 


удовлетворяющее следующим условиям , 


ди в, 
и =Ф, Е ®, вв = 0, 
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т ы 9Е, . 77 
где 5 — граница области О, а ](5, 0) = р: я фу Р. 
ть 


Для простоты изложения ограничимся случаем, когда коэффициенты | 


А, В, Су непрерывны и ограничены, 


У А; ны >аУв х = 0186 > 0 и РЕГ, (0). (33) 
9-1 1 
Для наших целей этого вполне достаточно. 
Существование и единственность обобщенного решения поставленной за- 
дачи доказаны в работах М. И. Вишика ('), (2) иО. А. Ладыженской (°), по- 
этому мы остановимся на сходимости решений конечно-разностного аналога 


для уравнения (32) к обобщенному решению и на дифференциальных свойст-_ 


вах обобщенного решения (32) в замкнутой области (0. В дальнейшем мы 
будем придерживаться обозначений работы (3) и часто ссылаться на эту 
работу. 
Вазовем обобщенным решением поставленной задачи функцию и(х, 1} 
такую, что 
д ди 


и 5 =0, де; эн? (©), Е АЕ т БН. 


и которая о тождеству 


д | 
\ я ( (А баб». Обь, - В+; буд». ре }- я Рф (34) 
]и=1 ы 


0 
ри любой функции Ф из 0, (0) и при условии, что 


[ (ди х, АР) 

\ и. -— $ -- (и (5, ДВ) — $)? 40-50, когда АН> 0. 
Построим конечно-разностный аналог уравнения (32). Разобьем про- 

странство Ал, (271, 22, ..., т, #) плоскостями 2 = Ах; = №, Е = К АЕ, 

й > 0, ДЕ 0, 1=1,2,..., п, где А; — целые числа, на параллелепипеды 

О+...к„ю› Координаты точек которых удовлетворяют неравенствам: 


бас (Вы -Е ЛВ, 1 =4, 2,....в) КАНО ГОА 
Точки с координатами (Ай, ..., А.й, КА) назовем вершинами или точ- 


ками решетки. Обозначим через ©, область, составленную из тех кубов 
9... и (ай <: < (В 1) 1, Е=1,2,...,п, Е = 0), которые принадлежат 
открытой области О, а через О, — призму Ох [0, тАЙ, где т = [х; | - 
Граничную поверхность ©, обозначим через 5, и положим 


9 Х [0, тАН = Ра. 


Заменим уравнение (32) в точках решетки 0», следующими разностными 
уравнениями: 


Ги == о (Аша, ), - вы, -Е (Симы) ] = Ла, (35) 
= у 
где 


1 
и} = 5 (ши), №, = У, а 
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Определим на точках О» функцию и», удовлетворяющую внутри О, урав- 
нению (35), при Е =0 и {= ДЕ — начальным условиям: 
ил (КЁ, ..., бай, 0) = Ф (ай, ве: ей), 
ил (ЕЙ, ..., ий, 1) = Ф (В, ..., ий) + А (ай, ..., &.й) 
и равную нулю в точках РЁ». Разрешимость при достаточно малом АЕ 
полученной системы является следствием основного неравенства, получен- 
ного ниже, так как из него следует, что соответствующая однородная 


система может иметь лишь нулевое решение. 
Установим основное неравенство. Положим ил = 0 вне 0»; тогда 


иг ((айь —№) =0 (36) 


для всех точек решетки при АДРЗЕх (т — 1) ДЕ. В дальнейшем значок 
й у функций и, / мы опускаем. 

Просуммируем равенство (36) по всем точкам решетки при # = рА!, 
р < т; тогда, опуская знак суммирования по 1, 7], получим: 


1% >, ил (Ги — 7) = 
Эл 
= п № (Аи, г -- Ву, 1 ие Сл, —Р)) и„ит = 0. (37) 
Эл 7 


Оценим отдельные слагаемые этой суммы; для этого введем такие 
обозначения: 


ий =" Хи, и =" х О 


Ор Эр 1=1 


МЫ будем пользоваться также неравенством: 


= 1 > й ь 
| 46| < а а ет 


тогда 
|" >, Вал, ит |5 С ши | ео с = (их Во) а [уаз] < 
ты —. 
ЗС» ну + се [№ ни + А 2 ит| о - 
Аналогично, 


| о |. Снихт,. Я < Са | | и, п о -- 
О» 2 
РА! 
+: (© р-н -- 44 вр) | 


ами о-Н 5 Ср, 


т 
р УР, п 
й Ор 


и из равенств (37) при достаточно малом з получаем: 
р 


[ибо Е Фи Н1РИ + А 2 Титу]. (88) 


| ии <(. | 
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Из последнего неравенства при АЕ 7 получаем [ем. (3)] 
рА РА 
у "1 2 | Е 
№ У ши < бб объ 1 | 


Это и есть наше основное неравенство. 

Проводя далее рассуждения, полностью совпадающие с рассуждениями, 
проведенными в главе И работы(?) для доказательства сходимости прибли- 
женных решений системы (32) к точному, мы установим, что последователь- 
ность (илх, } вместе © последовательностями [их } ИИ; }› = 0. Го, При, 

ди 0?и 93и 
АЁ-—>0 сходится слабо в /»› (О) к функциям де, › ддт, ддт,» ЧТО и (278) 
является обобщенным решением нашей задачи, что, кроме того, [иь} 
и (и,:} сходятся кии _ на каждой плоскости Е == соп$® в норме СЁ. (62) 
равномерно относительно Е 6 [0, |] и что для предельной функции и спра- 
ведливо неравенство: 


Исследуем дифференциальные свойства обобщенного решения. Мы вы- 
ясним, при каких условиях, наложенных на данные в задаче функции 
и на гладкость границы 5 области ©, найденное обобщенное решение 
принадлежит И’ (0), где А — натуральное число. 

Возьмем область 9 СО, примыкающую по (п — 1)-мерному много- 
образию 5, к границе области ©. Согласно определению ‚О. А. Лады- 
женской, назовем ©, пограничной областью канонического вида, если 
в О существуют непрерывно дифференцируемые до порядка А функ- 
ции 79; = У; (21, 22,..., 2), =1, 2,..., п, отображающие взаимно одно- 
значно область © на некоторую область так, что области ©, соответствует 
куб —6 < у; «1-5, Е+п, 6 <у<1- 28, 9>0, причем грани куба 
У" — 6 соответствует многообразие 5:, а всем остальным точкам куба — 
внутренние точки ©; кроме того, 


должен быть больше нуля в ©. 
Образ области © в пространстве (у,,..., у») обозначим через 2, 


куб — Зи < А-В, 1+ п, 0 < у, < 1 + 35 — через 0.. Возьмем в р: 
куб /’, определенный неравенствами < у <1—8, #=1, Е. 


74 й 
Пусть образ Л’ в пространстве (51, .. ‚ Ж,) есть ©’; очевидно, 9’сО. со. 
Считаем, что область О можно покрыть конечным числом перекрываю- 
щихся канонических областей 0;,..., Ох так, чтобы сумма соответ- 


: р . м 
ствующих им областей О’,..., О” давала бы всю область О для какого- 
нибудь 5, > 0. 
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Введем вО новые координаты у, у.,..., У" © помощью функций 
4: = У: (11,..., 2), &=1,2,..., п; пусть каноническая область 0. при 
этом отобразилась на куб Д:, а вся область — на область 0. 

Известно [см. ($)], что если 


. т 
[р = У т (4 и 
1, =1 Я 
есть самосопряженный оператор, то в новых координатах (у1,..., \л) 
самосопряженным оператором будет оператор 
[ло = Шаг. 
Учитывая это, вместо уравнения (32) рассмотрим в новых координатах 
уравнение 
ГГ = ГИ. (40) 
Уравнение (40) имеет тот же вид, что и уравнение (32), поэтому мы 
оставим за ним те же обозначения; независимые переменные также обо- 
значим через 2.. Если для уравнения (40) мы построим разностный 
аналог, то для него будет справедлива вся изложенная теория, и в 
частности, оценка (39). 
Пусть коэффициенты уравнения (32) и вектор Е (х, 1) имеют непре- 
рывные производные до порядка А — 1 в цилиндре 0 = Ох. 1, функции 
Ф, ф имеют непрерывные производные до порядка А, граница 5 области © 
НЫЙ дифференцируема А раз и пусть 
ЭР 
9# |1-о 
Разностные отношения по { от решения (40) могут быть легко оцене- 
ны, так как функция и, удовлетворяет уравнению 


Рли| == =, 


Е И р 1, 


где 


о РАЙ А+ 
т (Ат ‘их ит Е Вы Их я -- Ст их.) т 


1,7 =1 
и условиям: 
И: [Е = 0, 1-0 =, И и = фи, 
а для функции ф, известна оценка (38); следовательно, для и; мы полу- 
чаем оценку типа (39); опенив и, мы оцениваем ин, ши... ит. д. до 


порядка А. 

Оценим в кубе 0)’ при любом {Е = рАЁ < тДЕ другие разностные отно- 
шения функции и„; при этом мы будем учитывать то, что часть 51 
границы 5 области В лежит в плоскости 2» — 0. 


Рассмотрим области О, О’и[” (0 << 4, #=1,2,..., п). Очевидно 
ре РО. 

Зададим сетку плоскостями х; = №, #&=1,2,...,п, 1=А, АЕ и будем 
считать, что ть и : —/ — целые числа. Рассмотрим функцию 


7 
| (ет = -- $112 ть Ре если #6 Л", 
р 11 
и й р 


[00 если 1 вне /”. 


7 


[ т 
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Для нее справедливо неравенство [см. (3)]; | 


дот | 
ея ОСТы Ч, ро (41) 
и лишь для точек решетки с координатами хх = — Й, О аы, 2-Х, 


это неравенство нужно заменить таким: 


Введем обозначения: 


Тогда, вычисляя разность по 2, от решения (40), получим: 


п 
К в ри — К о 
(их, = >” (АЗ Икх 1 ки Али, п -- ВЕ Икх я + 


$, =1 
- Вилиха -- С Икх; Е Стих; 2 — Тк: 


аналогично определяется (Рли)-, | 


Теперь рассмотрим такое равенство при А == п, Е = рАЁ: | 


п” Уи, а (Гыйдь Е приз (Гыид = И" У инт + ен | 
р" р" 


где 1, = йг, ик, и; и разностные отношения по Ё и 2:(1 =Е п) от этих вели- 
чин равны нулю для А -Е п. Через 5р» обозначим поверхность куба /” 


Преобразуем отдельные слагаемые в этом равенстве, учитывая, что на 651, 
без грани т, =0, а через а;; — величину 
| 


ВЕ Е - 
а; = А Икх;й Агких и. 


Тогда 
п Е ыы и п М ; 
ь >ий М + Аки, я Сиза = — № Ха (г): + 
> =” 
п—1 О ЕЕ. п ; 
* У ибит = —й Ха, (би нии) н 
8р" р" 1 
%&—1. О В = п { Е =: 
ней башит = — #" УСАв Пхи" 
8р" р” 
р — (ас, и и" зи Аглих. ПСИкх в) пы ВО х, ани нг. 
р" 8 
эр" 
Аналогично, 


|" Ува Их + Вии, 2) Инг >> 


р” 


21° У (В:* Икх; : - Ро я ) (би. 1 о эх; т =) -- 


О” 


т У (Вы, и + Вили, 1) 


и 
т ЕТ" 


Так же преобразуется сумма с Су, и слагаемые с и-. Далее поступаем 
так же, как и при выводе неравенства (39), учитывая при 
этом неравенства (39), (41) и то, что суммы по поверхности 5» 
можно оценить, используя малость { в них, через суммы такого же 


МЕТОД СЕТОК 733 


А 


вида по области 0”, например 


ро али | < Со > р. ыы А" би Е + 4: ИН | иг |5 


5)" Вр" 1=] 


< С” 5 Ё (У = . р кх; п» +- Я < 


> [545 > (ил, ый = (на) | 
р" 7—1 


В результате при достаточно малом ДЕ получим, что 


РА п 
м № СУ аа вн < 
1 


Ш." 1=1 


< Сьъебарм | уа У (Фа Е Фр, Е Фик -- фы, + Фы + ф) + 


УВ = Г 
РА 
о, а Ки Ь]|. (42) 
РА УВ) =] 


Нам осталось оценить в 0” Их ‘что можно сделать при помощи ра- 
венства Ги = }, верного в 0’. А так как в 2’ > >0, тэ получаем: 


РА 
ее > х (и: 0)’ < Сы. (43) 
ДЕ 2'1)=1 


Методом, аналогичным изложенному и подробно разработанным в рабо- 
те (3), доказывается ограниченность сумм вида: 


/ 


РА 


т, п Аир 2 
р 3+ я — и). Ве Е Е 
т $ 


8=1 0%... 5=0 


93 и 
Прий, ДЕ-—0 или, в слабо в ИИ ты (2’х[0, 1]) и для решения 
и получаем такую теорему: 


ТЕОРЕМА 6. Пусть коэффициенты уравнения (32) имеют непрерыв- 
Е 


ные производные 00 порядка К—1, в О, РЕЙ (0), - я =. 
1-=0 
О. ой ви’) (0), граница 5 области © непрерывно 


дифференцируема Ё раз и из =0. Тогда обобщенное решение и смешан- 
ной задачи для уравнения (32) существует, производные 


8 З 
р а ), ое И 
ддт... де 91? дж; 
8 


принадлежат ЕЁ. (0) и длл них справедливы неравенства: 
2 


< 
12(0) 


и 
9“ бт, в - 9%, 9? 0%; 


< Св (ЕР ео 19 ФР (44) 
(6) о У’» (0) 


У’, 
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Учитывая неравенство (44), мы получаем оценки норм т 


| 
| ога@р| в смешанной задаче для системы (1) с условием (3). 
Заметим, наконец, что все проведенные доказательства нуждаются 
лишь в незначительных добавлениях для того, чтобы они стали справед- 
ливыми и для уравнений более общего вида: 


т ноя 
у 2 (Ан ет + Ву бат Е Сы в) 
1)=1 
и ди — 
Уча + а аи ФР. = (45) 


1=1 


Предполагается, что для уравнения (45) выполнено условие (33) 
и а, >0. Относительно разностной схемы, использованной для прибли- 
женного решения системы (1), отметим, что она может быть применена 
к уравнениям Максвелла и уравнениям гидродинамики. 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково- 
дителю С. Л. Соболеву за постоянное внимание и ценные замечания 
к работе. 

Поступило 
1..1. 4957 
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 


В моей работе «Асимитотические разложения для критериев согласия А. Н. Кол- 
могорова и Н. В. Смирнова» (Известия Ак. наук СССР, серия матем., 19 (1955), 
103 — 124) допущены существенные ошибки в определении граничных условий для чле- 
нов разложений, определяемых уравнениями (17) (стр. 110). Поэтому результаты ра- 
боты требуют дальнейших уточнений. 

Приведенные в работе доказательства оставляют верными утверждения: теоремы 
1 при т = Ап (& — целое число), теорем 2 и 3 при т-==п (симметричный случай). 
Теорема 4 неверна. | 

Асимитотические разложения статистики А. Н. Колмогорова получил Чжан Ли- 
цянь (Аа Май. 5ицса, 6, № 2 (1956), 55 81) из точных формул для распределения 
статистики. Именно эта работа и обратила мое внимание на ошибочность рассужде- 
ний, приведенных в моей работе. 

Так как моя заметка «Асимптотические разложения максимальных уклонений в 
схеме Бернулли» (Доклады Ак. наук СССР, 108, №2 (1956), 183 — 186) использует 


результаты рассматриваемой работы, то приведенные здесь замечания относятся также 
и к ней. В. С. Королюв 


ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 


В моей работе «Асимптотическое распределение целых точек на некоторых эллип- 
соидах» (Известия Ак. наук СССР, серия матем., 21 (1957), 457 — 500) замечание 17 
(на стр. 477) формулировано неточно. Его следует формулировать так: 

Пусть 

$Ф(2, У) = 5 (527 + 28жу -- 1") 
— положительная целочисленная бинарная крадратичная Форма определителя а и 
делителя д®, где х = 0. н. д. (“, В, 7). Тогда количество представлений ф (х, у) 
суммой трех целочисленных квадратов, 
3 
Ф(®, У) = я (ах Е 6.) , 


1—1! 


при условии, что 6 о. н. д. (4563 — азб>, азб1 — а16з, @162 — а261), будет 


Е) Ел а 
< а в По Е [= 8) , — 


где => 0 — произвольно малое число, а и >> 0 — постоянная, зависящая только от = 


Именно это неравенство доказывают приведенные там рассуждения. 
Дальнейшие оценки остаются верными, ибо (см. стр. 480 — 481) из 


НН. ==0(шо4. г) 


следует, что ро п м (25’2з" я 23.85", 23’91" Е 21”03", 9125" ре 25'81”), и неравен- 
ство (40) сохраняет свою силу. 
А. В. Малышев 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
22 (1958), 737—756 


Ю. И. МАНИН 


АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ НАД ПОЛЯМИ 
С ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕМ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе строится дифференциально-алгебраический гомоморфизм 
группы классов дивизоров нулевой степени кривой, определенной над 
полем констант с дифференцированием, в аддитивную группу векторного 
пространства конечной размерности над полем констант; частично иссле- 
дуется ядро этого гомоморфизма. 


Введение. Теория алгебраических кривых сейчас гораздо более 
разработана, чем теория многообразий высших размерностей. Один из 
методов изучения этих последних, нашедший много полезных применений, 
как раз и заключается в изучении общих кривых линейных пучков на 
таких многообразиях. Эти кривые определены над некоторыми функцио- 
нальными полями, и естественно ожидать, что свойства их должны су- 
щественно зависеть от свойств поля определения. Однако, как заметил 
А. Вейль, большая общность методов современной теории алгебраических 
кривых, позволяющая получать результаты этой теории единообразно 
над произвольными полями констант, здесь, именно в силу этого свойства, 
становится в какой-то степени бесполезной; в функциональном основном 
поле параметры остаются замороженными, если не изучать специализации 
общей кривой. В самом деле, изучение специализаций дает очень много, 
но мы имеем еще одну возможность воспользоваться параметрами функ- 
ционального основного поля, притом оставаясь в рамках теории общей 
кривой. Эта возможность — дифференцирование по параметру. Поясним, 
1то мы имеем в виду, на примере пучка С, кривых над комплексным 
толем Ё(Х, У; и) =0, где и — параметр пучка. Пусть род общей кривой 
›авен 8. Выберем на ней © линейно независимых дифференциалов первого 


ода ®,..., ©; и зафиксируем на римановой поверхности С„ базис 
дномерных гомологий 11, ..., 1э=. Этот выбор определит совокупность 
ериодов 
08 = ) а. 
УВ 


Любой период есть однозначная аналитическая функция от и в про- 
звольной односвязной области и-плоскости, не содержащей критических 
очек, т. е. точек и® таких, что специализация и—> и понижает род 
ривой С.„, в окрестности же критической точки часть периодов приоб- 
отает многозначность (подробности см. в книге (3), гл. УГ--УП). Для 
зс сейчас важно заметить, что 2е периодов данного дифференциала @о 
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удовлетворяют линейному дифференциальному однородному уравнению с 
коэффициентами, рационально зависящими от и: 

428 
аи?8 
Этот факт заметил и подробно изучил Фукс (1). Алгебраический смысл 
соотношения (А) заключается в том, что естественным образом определяя 
в поле функций на С, дифференцирование Ш по параметру и и распро- 
страняя его на дифференциалы 4, мы получим, что существует такая 


О... +1 9+ 25) 0-0, 1<8<28. (А) 


функция У„ на Си, что 

ра Об. +... Роб» = ЧУ», 
ибо только у полного дифференциала периоды по всем одномерным циклам 
обращаются в нуль. Последнее же линейное соотношение обусловлено 
двумя обстоятельствами: во-первых, тем, что производная по параметру 


от дифференциала, не имеющего ненулевых вычетов, сама не имеет нену- | 
левых вычетов, а во-вторых, тем, что фактор-пространство пространства 


таких дифференциалов по пространству полных дифференциалов над 
основным полем имеет конечную размерность 22. Отсюда и следует, что 
любой дифференциал первого рода и его 28 производных по параметру, 
подходящим образом линейно скомбинированные, дадут полный диффе- 
ренциал. а 

Рассмотрим интегралы = где а — какой-нибудь рациональный диви- 


зор нулевой степени на кривой С,. Эти интегралы, понимаемые как 
р 


У (а) \ © 
Ро 
(сумма, очевидно, не зависит от выбора точки ро), являются так назы- 
ваемыми нормальными функциями Пуанкаре и определены с точностью 
до целого кратного периодов. Так как периоды обращаются в нуль ли- 


нейным дифференциальным оператором (А), то естественно применить. 


а 
этот оператор к интегралу о Мы получим однозначную функцию от и: _ 


[63 


д. 


определяемую дивизором а или, точнее, в силу теоремы Абеля, классом | 


дивизоров, к которому принадлежит а. Естественно ожидать, что эта 
функция будет рационально зависеть от и; прямой подечет показывает, 


что так оно и есть; в окончательном выражении Ре знак интеграла стоит | 


над полным дифференциалом 


р 25 а 
Е 
и имеются еще некоторые члены, возникающие из-за необходимости учиз 


| 
тывать зависимость от и пределов интегрирования. Во всяком случае, 


7» зависит алгебраически-дифференциально от значений в точках а не- 
которых функций на кривой С„. Абелевы интегралы 
[о 


\ [О 
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играют важнейшую роль в трансцендентной теории кривых, в частности, 
с их помощью строится якобиево многообразие кривой: многообразие 
классов дивизоров нулевой степени. Соответственно, функции Й„ онпре- 
деляют гомоморфизмы группы классов дивизоров нулевой степени в ад- 
дитивную группу поля функций от и. Уже само по себе существование 
таких алгебраически-дифференциальных гомоморфизмов представляет 
интерес, ибо чисто алгебраически их существование невозможно. Весьма 
интересно и то, что, как доказано в п. 10, пересечение ядер всех таких 
гомоморфизмов фактически совпадает с хорошо известным многообразием 
Пикара для Си. 

Основная цель этой работы — построить для случая основного поля 
нулевой характеристики дифференциально-алгебраический гомоморфизм, 
частный случай которого описан выше. Гомоморфизм строится алгебраи- 
чески и так же доказываются все его элементарные свойства, подсказан- 
ные аналогией с классическим случаем. Исследование ядра гомоморфизма, 
однако, не совсем тривиально уже для простейшего случая пучка С, 
над комплексным полем. Мы излагаем это исследование, вскрывающее 
характерные связи изучаемого вопроса в общей постановке с другими 
вопросами алгебраической геометрии. В частности, идя этим путем, 
следует ожидать, что для определения ядра в случае кривой над алге- 
браическим функциональным полем от многих переменных окажется 
полезной абстрактная теория групп монодромий [см. (5)] и дифферен- 
циальных полей. 

В качестве приложения общей теории мы даем критерий линейной 
зависимости точек на эллиптической кривой над полем рациональных 
функций. Этот критерий может оказаться полезным в связи с работами 
Нерона о ранге алгебраических кривых. 

Нам представляется, однако, что наиболее интересно было бы найти 
аналог рассмотренных здесь объектов, когда поле констант имеет конечную 
характеристику или является полем алгебраических чисел. Хотя в по- 
следнем нетривиальных лифференцирований не существует, а в аддитив- 
ной группе полей ненулевой характеристики все элементы имеют конечный 
порядок, так что неразумно было бы ожидать существования какого-то 
интересного гомоморфизма, в точности подобного построенному здесь, 
тем не менее изученные здесь явления кажутся достаточно «алгебраич- 
ными», чтобы ожидать их более широкой распространенности. Прежде 
всего, конечно, нужно найти подходящий аналог дифференцирования. 

1. Основные обозначения и понятия. Во всем дальнейшем 
изложении мы будем пользоваться следующими обозначениями: 

К — основное поле характеристики нуль, над которым, как над полем 
констант, определено поле алгебраических функций одной переменной А. 
Поле К обладает (по крайней мере одним) нетривиальным дифференпи- 
рованием ЛД), т. е. отображением А в себя со следующими свойствами: 


р (а- 5) = Ва - 1, 
р (а5) = абф - Ва-6, (1) 
Ра =Е0 (а,5ЕК). 
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Дифференцирования поля К, очевидно, образуют над ним линейное про- 
странство. 

Нам придется продолжать дифференцирование поля К до дифферен- 
цирования его расширений, а также некоторых векторных пространств, 
определенных над А и В. Не оговаривая этого в дальнейшем, мы бу- 
дем обозначать продолженное дифференцирование той же буквой, что и 
продолжаемое дифференцирование, если продолжение строится одно- 
значно. 

Дифференцирование 2 поля К однозначно продолжается до дифферен- 
цирования алгебраического расширения К [см. (2), стр..112, лемма 2]. 

Дифференцирование 2 поля К однозначно продолжается до дифферен- 
цирования /), поля К, определенного условием Ос = 0, где г — произ- 
вольный элемент А, трансцендентный над К [см. (2), стр. 116, лемма 7]. 

Дифференцирование 0), поля В [однозначно продолжается до диффе- 
ренцирования р-адического замыкания И, где р’— простой дивизор, если 
требовать непрерывности продолжения по р-адической метрике [см. (2), 
стр. 115]. 

Дифференцирование 0, поля Е однозначно продолжается до диф- 
ференцирования векторного пространства дифференциалов @& поля А при 
помощи равенства: 


Дьо = 2. (1,4 


= 2 а 
(во избежание путаницы и усложнения обозначений символами (и -- 


мы обозначаем взятие дифференциала и производной по © в поле В, 
определенное обычным образом. О связи этих двух типов дифференциро- 
ваний см. подробно в книге (?), гл. УГ). Дифференцирование векторного 
пространства определяется как отображение его в себя, удовлетворя- 
ющее соотношениям (1), где сложение следует понимать как сложение 
векторов, а умножение — как умножение вектора на элемент поля опре- 
деления. 

Род поля ЮВ обозначается через 8; 1, ..., ®,— базис дифферен- 
циалов первого рода,  — линейное пространство дифференциалов А, не 
имеющих отличных от нуля вычетов, 3!— линейное пространство полных 
дифференциалов А. Пространства % и % строятся над полем констант А. 

Обозначим % = %/3 и для 'любого дифференциала « через « будем 
обозначать класс « в фактор-пространстве %. 

р — простые дивизоры (точки), а — составные дивизоры поля И; пред- 
полагается, что р имеет над А первую степень, 

Ур — показатель функции или дивизора, соответствующий р, 

а — класс дивизоров, к которому принадлежит а, 

°› — значение элемента 26 Д в точке р. 

2. Основные леммы. 

ЛЕММА 1. Пусть 5, ш — любые элементы В, трансцендентные над К, 
и — произвольный элемент В. [Тогда для любого дифференцирования р 
поля К и его продолжений О,, О, имеем: 


(В, — Р,,) (и4г) = — а (иО,л). 
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Доказательство. Оператор 
а 
0—0, НЕ (2) а 


есть дифференцирование А, обращающееся в нуль на К (2) и, следова- 
тельно, на всем А. В частности, 


а 
(2, — Ри = — Бр... 


Далее, 
(2, — Р,,) (ва) = (р. — В» и-4 и (0, — РБ, 4. 
Но 
р, 4 = 0, (4% )@ =0, 
р, 4 = Рь (=) 4 = (ры) аш =а(Р,5), 
ибо 


а а 
а: 
[см. (2), стр. 125, лемма 1]. Следовательно, 
а 
(2, — 2») (иаь) = — (2 р-и 42 + ва (Вьз)) = —а(ибьъ). 


Примечание. Эта лемма принадлежит Шевалле [см. (?), стр. 125—126, 
лемма 3]. Мы привели ее доказательство ввиду его простоты и важности 
леммы в последующих рассмотрениях. Смысл ‚леммы заключается в том, 
что, как из нее следует, все дифференцирования Д,, где © — произволь- 
ный трансцендентный ‘элемент А, пространства %№ совпадают друг с 
другом на фактор-пространстве %, чем однозначно и определяется про- 
должение Д на %. Кроме того, в вычислениях эта лемма играет роль, 
подобную роли формулы дифференцирования интеграла по параметру 
в классическом случае. 

ЛЕММА 2. Пусть ©, ш— любые элементы ПВ, трансцендентные 
над К, р— простой дивизор В, а Р — дифференцирование такие, что 
выполняются условия: ур (5) > 0 и либо у, (1) < 0, либо Р (и) = 0. Тогда 


р(®,) = (Рь,. 


Доказательство. Пусть Ё — униформизирующая переменная в 
точке р, 


со [® >) 
9=о, | У а", 2 = р Вы. 


(=. 0: = 06 
Имеем: 
р 0 
откуда следует: 
со 
У ОР 
Вьё= тва ь 


Ги) 
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и ясно, что в предположениях леммы у, (В) > 1. Но 


Дьг=р (вр) -- У Да У дар Е, 


&=1 4—1 
так что действительно 
(В.о), = В (5,), 
ибо 
со со 
ь Да» -- ь да. = 0. 
0: —1 &=—1 


Доказанная лемма устанавливает связь между двумя основными ин- 
струментами исследования — дифференцированием и специализацией — 
и вместе с предыдущей леммой составляет основу последующих расемо- 


трений. 
3. Линейно дифференциальные соотношения в про- 
странстве 3. Пусть 2.,...,)»„—п линейно независимых диффе- 


ренцирований поля констант А, которые мы не будем предполагать пере- 
становочными. Обозначим через 5%, 1<7. <х(и), пронумерованные в 
произвольном, но раз навсегда фиксированном порядке, дифференциальные 
одночлены порядка 1, т. е. операторы вида 


разре... От 


А т? 


где 
1< м < п, (а Нав» «25 Ит = М. 


Пусть задана система линейных дифференциальных операторов 


х(ы) 
[м =У У р ‚и 1 << в, р». ЕК, 


& Л=1 


которую, как было замечено, можно считать действующей в векторном 
пространстве № и которая в этом пространстве удовлетворяет соотно- 
шению 


8 
ы У (2) 


@ —1 


Такие соотношения всегда существуют, ибо для любого Г.» и ж, 
что следует из теоремы 13 книги (“) (стр. 126), и, кроме того, размер- 
ность % конечна и равна 28 [см. (°), стр. 112, лемма 2]. Более того, над 
кольцом дифференциальных многочленов соотношения (2) образуют левый 
модуль, имеющий конечный базис. Иными словами, существует конечная 


совокупность дифференциальных многочленов (Г.в), 1 заза ВМ 
таких, что, во-первых, 


8 - 
о Гы —- 0, 1 <В у. (3) 


2—8 
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и, во-вторых, для любых Г, удовлетворяющих (2), существуют диффе- 
ренциальные многочлены /[ такие, что 


М 
Ги = У, вов, Тс. 
В=1 


Совокупность (Св) порождает систему соотношений (3), которую мы 
назовем базисной системой линейно дифференциальных соотношений про- 
странства или просто базисной системой. Укажем эффективный способ 
нахождения базисной системы, который понадобится нам в дальнейшем. 

Выпишем последовательность 


7 ся их Их 1 
О Бер ФР Ро с. Фе ь ею ь: 
ми О т Ш р 
..о тол, ПАВ 5 х(и) 1, О №] 9 тс, ое > ЗА х(иуба, ел ета (4) 
Назовем и-м периодом и отрезок а. Зов. 
На первом шаге испытаем 51, на линейную зависимость св, ..., Фе 


(на самом деле, конечно, следует испытывать просто дифференциалы 9%, 
отбрасывая полные дифференциалы. Здесь Е А — произвольный элемент, 
7. получается из О, д... , Эх, лак же, как. 9 из Д,.=. В в 
Если такая линейная зависимость существует, запишем ее и вычеркием 
91 из последовательности (4). В противном случае оставляем 91% и 
переходим к следующему дифференциалу. На очередном шаге испытаем 
очередной член последовательности на его линейную зависимость с теми 
невычеркнутыми членами, которые стоят слева от него; если такая ли- 
нейная зависимость существует, выписываем ее и вычеркиваем испытуемый 
член, если нет — переходим к следующему члену. Шагов без вычерки- 
вания может быть не более 5, так как размерность есть 28. Следовательно, 
рано или поздно мы вычеркнем целиком какой-нибудь период. После 
этого процесс заканчивается, ибо, как легко видеть, выписанная система 
соотношений будет базисной. Заметим, что в определении мы не требо- 
вали линейной независимости базисных соотношений, и на самом деле, 
если действовать в точности так, как описано, среди выписанных соот- 
ношений, вообще говоря, будут лишние. Однако в действительности 
легко уточнить предписания так, чтобы результатом процесса оказалась 
линейно независимая базисная система (имеется в виду линейная зави- 
симость над кольцом дифференциальных многочленов). Мы проделаем это 
для частного случая в п. 9. 

Заметим еще, что интересно было бы выяснить смысл количества 
невычеркнутых элементов последовательности (4), которое не зависит от 
выбора базиса дифференциалов первого рода и является инвариантом 


поля и совокупности дифференцирований 0;, ..., О». Например, легко 
видеть, что если в поле А есть пара образующих, связанных соотноше- 
нием над полем АЕК, в котором все дифференцирования 0, ..., /% 


обращаются в нуль, 10 в последовательности (4) невычеркнутыми оста- 


нутся лишь первые 8 членов. 
4. Функция 27 (а). Построение. В ближайших трех пунктах 


мы будем рассматривать фиксированную систему линейных дифферен- 
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циальных операторов 


х(ы) И 
Га = У 2,5, 1 < <р» р», ЕК, 


и А=1 


удовлетворяющую соотношению (2). 
Соотношение (2) означает, что [для любого элемента 26 А, транспен- 


дентного над А, существует такой элемент у? ЕД, что 


у Гао@а = 4у?, 


где 
х (и) | 


Гаю = У, Рли- 


и А=П 
. м 
ведем на ‘множестве простых дивизоров р поля Я функцию Й’(р) со 
д } 


значениями в А (р): 


х(ы) 


Рику Уи), (5) 


а= и А=1 


где Г%5 (р) определяются индуктивно: 


в 
УЕ) = д ррь Фр, ша, (6) 
и если 9 =!,95, а функция У%чы(р) уже определена» то 
яз" (р). ="2ьУь (р) + (ма) О, (у). (ба) 


В такой записитфункция 2” (р) остается неопределенной 'в конечном 
множестве полюсов элементов А, входящих в формулах {(6) и (ба) под 
знак ( )›. Обозначим это множество через %,, а через $, — множество 
всех тех дивизоров нулевой степени а поля КВ, пля которых Ур (а) =0, 


если рЕе%.. На $, определим по аддитивности функцию и (а): 
2'(а) = У», @) 2°(Ф). (7) 


Заметим/` что элемент У“ ‘определен с точностью до аддитивной про= 
извольной постоянной; то же, следовательно, справедливо и относи- 
тельно Я но мы будем рассматривать функцию 7” на дивизорах нену- 
левой степени лишь в качестве подсобного средства для получения 
данных о 7” на дивизорах нулевой степени, где значение 2” не зависит 
от выбора постоянной. Поэтому в дальнейшем, не оговаривая этого спе- 
циально, мы будем в выборе у” исходить из соображений удобства. 

5. Функция 2”(а) на главных дивизорах. Мы докажем 
сейчас, что для любого главного дивизора а Ех, 


7? (а) = 0. 
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ЛЕММА 3. Пусть для элемента ш6 В, трансцендентного над К, 
Элемент У® определяется так же, как у” для о. Тогда 


Аи) 
р и 
Доказательство. Обозначим через &5„ оператор взятия следа 


элементов поля А над подполем К (12). Для всех 1 << п имеем: 


: Г а а 
ры о, р 9 = бы а 


[см. (2), стр. 113, лемма 3 и стр. 125, лемма 1]. Поэтому 
[и Г 
и 5% (Хы) = 51-5. Е, 


ибо все дифференциалы ®„ — первого рода. Отсюда следует, что 5„узЕК. 
Но 


У Ур (№) 9 < 5 у. ав и и ры — 


Лемма доказана. 
Пусть теперь а@%, а = {1}, где {1} обозначает дивизор элемента 
#2 ЕЛ. Подсчитаем у? — уз. Имеем: 


8 г х(р.) 
=) == о (Ге — Галь а == 2 ® У (0, — 9») © ых (8) 
&=1 а=1 № Л=1 
Пусть 
(355 — 2) Фи = боль Фи 6 В. (9) 


В силу леммы 1, 
И РЕ Наше. (10) 


1, а 9 
Пусть ВТ = 2,9. Установим связь между #ор’ и ль. Пользу- 
ясь формулой (9) и леммой 1, получаем: 


Ви = (О Ши) (Я 40) + Ро в = 
— биосе оз ь 5 
откуда 


р ро Я во На О. (11) 


Формулы (5), (8) и (9) дают: 
х (№) 


= 
2°(р) — => 2 р-р). (12) 
а—1 р 


Докажем, что если у„(и), ЕЮ, то Ур) + (Во. я индук- 
цию по’и. Так как {1} 6%, и ›,(№)!- 10, то, пользуясь леммой 2 и фор- 


мулами (6), (10), имеем для и = 1: 


У! (р) = (иа)рР»(в,) = (иа Вльё) ‚= — (Ыь),. 
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Пусть снова Зет = 2.4 и пусть утверждение уже доказано для (и, | 
т. е., в частности, 


Ур) + (3), =0. (13) 
Тогда формулы (ба) и (11) дают: | 
УСЫ (р) + (Вии ря 
= ртр) + (2%), р, + (рый), ав) Рыфр= 
= Бир) + (150%)ь) + (ам) (Бь(вр) — (Веш?),) =0. 
Возможность применения леммы 2 обеспечивается здесь условием (65, 
и индуктивным предположением (13). Из формул (12) и (13) получаем: 
7°(р) — уь =0, (14). 
если У,„(№) == 0. Пользуясь равенством (14) и леммой 3, находим, что. 


для а = {1} | 


2) = У», (в) 2) = У (а) (2) уе) =0. 


| 
| 
6. Доопределение 1“(а). Независимость от выбора в. 


По доказанному, функция Й°(а) обращается в нуль в любом главном | 
дивизоре, где она определена. Естественно поэтому доопределить ее сле- 


дующим образом. Пусть \, состоит из точек ру, ..., Рь. Подберем эле- 
менты шо А, удовлетворяющие условиям: 
эр (ш-) > 1, 1 <<, 
(15) 


Ур (№ —1)>1, _В- а. 
Это, как хорошо известно, всегда можно сделать. Пусть 
ра") 
{10а} = Ур Ч“ . 
Очевидно, для РЕЖ, 


Ур(@=«) = 0, 


т 
так что Й (аа) определена (по аддитивности); положим 


2”(ра)= — 


ев ие 
| 


От выбора ша это определение не зависит. В самом деле, пусть ш’ — 
[22 


другие элементы А, удовлетворяющие (15). Пусть 


{2} =, а 


Тогда, очевидно, 
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И этот дивизор является главным, так что 
Й о й 
Ур. (,)й (а«) — Ур. (а) 2" (в,) =0 


1 


И, 1 
Ур (Шо) 


Ура) 


(аа) = Я 8) 


что доказывает корректность (16); 2”(а) доопределяется теперь по адди- 
тивности. 


Понимая под 7(а) доопределенную таким образом функцию, докажем, 


что 7°({%2}) =0 для произвольного 1 ЕВ. В самом деле, пусть ш»„ удовле- 
творяют условиям (15). Положим 


м = ор (а), УЕ ОУ У 
Пусть 
в 
В 
= и |] Ре 
$0 


Очевидно, {#’}6%,, так что 
В 


27 (и) = >23) — У (в) Ци) =0. 


@ 


©. =1 


Но, в силу (16), 2’({ш.}) =0, поэтому 
я 
Ар): 
Докажем, что на совокупности дивизоров нулевой степени функция 
7” не зависит от выбора 5. В самом деле, пусть 
(0) +0, РЕЗ, 0, 
Тогда, как было доказано выше, 
9: Е 7702 чи 10 
2 (р) =2 р) = Ур. 

Отсюда следует, что функции 7’ (а) и 7 ”(а) совпадают для ч6%;,, [| %,,. 
Но рассуждения этого раздела показывают, что И’(а) полностью опреде- 
ляется своими значениями во всех, кроме конечного числа, точках, и 

о 
это определение однозначно, если мы хотим, чтобы Й (а) обращалась 
70 1) 
на главных дивизорах в нуль. Поэтому Й”(а) и (а) совпадают пол- 
ностью. В дальнейших обозначениях, следовательно, индексе Ф можно 
отбросить, постоянно помня, однако, что функция 2(4) порождена неко- 
торым соотношением (2). 


7. Гомоморфизм 6. Его рациональность. Инвариант- 
ность ядра. Пусть функция 744) определена соотношением (2). Обо- 


значим буквой С отображение а—> (а), где «ба, группы С(К”) классов 

цивизоров нулевой степени, рациональных над некоторым расширением 

К* поля К (алгебраическим). Это отображение (по доказанному, не за- 
ре 7% 

висящее от выбора дивизора 4 в классе а) есть гомоморфизм С(К”) в 

-И* 

ддитивную группу К". В самом деле, достаточно доказать, что Ё(а)ЕА“. 


Пусть над полем КК” все простые делители 46а рациональны. 
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Пусть с — произвольный автоморфизм К/К*, а°— образ а при автомор- 


физме, порожденном с в группе дивизоров В. Так как класс а рационален_ 


над К", а°ба (т. е. 4°а 1 есть главный дивизор)» то 
2(а°) = (а). 


С другой стороны, формулы (5) и (6) показывают, что 
в(7(а)) = 2(а°). 


Будучи инвариантным при всех автоморфизмах К/К*, 2(4°) принадлежит 
К*, что и требовалось доказать. 7 

Построим базисную систему соотношений пространства % и |-му 
соотношению сопоставим функцию ,(а), 1 <и < М. Обозначим через |. 
гомоморфизм 


а —>( 21 (в) ...) м(а)) 


группы С(К”) в аддитивную группу /-мерного векторного пространства 
над полем К”. Ядро гомоморфизма 6 обладает свойством минимальности: 
если а -принадлежит этому ядру и если функция Й(а) соответствует 
соотношению (2), то (для аб а) 2(а) =0. | 
В самом деле, выберем 26 А так, чтобы у,(5) >> 0 для всех р с у, (4) =Е0. 
д , р Р р 
Пусть, далее, (3) является базисной системой, так что 


Гообда 
& —1 


Пользуясь этими соотношениями и леммой р’ получим: 


= Ху, = №6) (Х х ‚из = 
М 
- ; 2 ( Хор) = Х 142) =0, 
что и требовалось’доказать. Отсюда непосредственно следует, что ядро 6 не 
зависит от выбора базисных соотношений и, следовательно, также явля- 
ется инвариантом поля К и совокупности дифференцирований Л,,..., Ди. 
Можно еще уточнить это утверждение. Пусть Ё с К — подполе К, 
над которым А является конечным расширением степени трансцендент- 
ности п. Тогда существует ровно п линейно независимых над К диффе- 


ренцирований, обращающихся в нуль на А. Легко доказать, что ядро & 
не зависит также и от выбора базиса дифференцирований К над А; та- 
ким образом, это ядро инвариантно определяется парой (К, А). Ниже мы 


изучим ядро С для простейшего, но важного и характерного частного 
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случая — однопараметрического семейства кривых над комплексным по- 
лем. Результат исследования этого случая наводит на мысль, что ядро, 
определяемое парой (К, А), должно состоять из классов дивизоров, в 
каком-то смысле определенных над А. Более точный смысл этого будет 
ясен из последующего. 

8. Кривая С. Периоды дифференциалов. Пусть над но- 
лем № комплексных чисел определена неособая проективкая алгебраи- 
ческая поверхность И. Обозначим через С, неприводимую общую кривую 
линейного пучка кривых на У рода в, через В — поле функций на Си, 
через К = (и) — поле определения С. Здесь и — параметр пучка, транс- 
цендентный над А. Мы будем предполагать, что при любой специализа- 
ции и>аеА кривая С, остается неприводимой, но может приобрести 
одну двойную точку, что понизит ее род до &—1 (над №). Таких спе- 
циализаций, очевидно, конечное число. Д будет означать дифференциро- 
вание А (и его расширений), определенное условиями Ди =1, Ос =0, 
если СсЕА, т. е. попросту дифференцирование по и функций от и. 

Пусть и—>а,, у=1,...,’,— все специализации, понижающие род Си. 
Обозначим через с, автоморфизм одномерной группы гомологий Си, 
порожденный обходом на и-плоскости вокруг точки и =а,, а через =— 
единичный автоморфизм. Тогда можно выбрать базис одномерных гомо- 
логий на Си: 

(л» ---› 12а; зан ++ *› ав) 


таким образом, чтобы выполнялись соотношения: 


(==) (9-20) == (0.5.0), 
(5, — ®)(1за-» -+-з за) = (Тань +--› Лав), 
где 5, — целочисленные квадратные матрицы порядка 22 — 24. Циклы 
(11, ...,2а) образуют базис инвариантных циклов, а (Тра-, ...› Тв) — базис 
«исчезающих» циклов, т. е. гомологичных нулю на Т [см. (3), гл. УП. 


Нам понадобится следующее простое предложение. 
ЛЕММА 4. Система уравнений (тада, -.., бов) 9" = 0, 1 <у<г (где * 


обозначает транспонирование), не имеет ненулевых решений. 
Доказательство. В самом деле, в противном случае эта система 


ъ () 
имела бы целочисленное ненулевое решение (7 не. -.:в 20). Положим 
а Не 
сы а Иза+1 ТЕ ? 


или, обозначая 


20 == И 6567 498) И (тать оса эк), 


запишем это в виде формального скалярного произведения 1 = (29, 1). 


Гогда имеем: 
(в, — в) = (29, 15,)= (#5, т=Ю, Ц < г. 


Следовательно, цикл \° инвариантен, чего не может быть, так как он есть 
линейная комбинация исчезающих циклов. Лемма доказана. 

На поверхности У существует 4 линейно независимых одномерных 
дифференциалов первого рода, так называемых дифференциалов Пикара. 
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Их можно рассматривать как дифференциалы первого рода 1, ..., @1 
на кривой С„, где они останутся линейно независимыми. Периоды 
этих дифференциалов по исчезающим циклам равны, очевидно, нулю, ибо. 
эти последние гомологичны нулю на И. Поэтому, в силу теоремы полной 
приводимости Пуанкаре, на кривой С„ существует дополнительная си- 
стема из &—4 дифференциалов первого рода @441, ...,@, таких, что диф- 
ференциалы 6,...,®„ линейно независимы, а их матрица периодов 


ОЁ = \®„ имеет следующий вид: 
ей 
в 


1 24 
ел О 
на 0 
1 24 
©! к 08 
2а--1 28 
о 1 . . . а: | 
0 ПОДИ ОЧ | 
2а--1 2Е | 
о. И (9. | 


[ср. (4)]. При этом периоды 0й дифференциалов Пикара, инвариантные 
относительно обходов вокруг критических точек на и-плоскости, явля- 
ются рациональными функциями от и. С помощью подходящего линей- 
ного преобразования (®у,..., а) над А мы можем добиться того, чтобы 
эти периоды оказались постоянными; в дальнейшем будем считать это 
выполненным. 

9. Построение базисной системы. Заметим прежде всего, 
что дифференциалы Ду, 1<4«<4, имеют только нулевые периоды | 
и поэтому являются полными; следовательно, в пространстве % мы. 
имеем 4 соотношений: 


Г == 0, Ти. (17) 
Обозначим, далее, 


О == ау гон за 


$“ <8, 
ед 


[1 
СВ В В = г а | 
[9 о вл МН), 24+1<В< 285; 33° = №./3, | 
где 5 обозначает пространство дифференциалов А с нулевыми вычетами. 
и нулевыми периодами по инвариантным циклам. Очевидно, % распада- 
ется в прямую сумму % и дополнительного пространства; базисная 
система 3} может состоять из соотношений (17) и базисной системы %®,. 
В этом виде мы и будем ее строить. 


Заметим, что любому соотношению в № | 


я (18) 
&=а--1 
соответствует соотношение 
8 
У Га бы 0 (19) 
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где 0 есть нулевой вектор, а дифференцирование применяется покоорди- 


натно. Точно так же всякое соотношение (19), означающее, что диффе- 
ренциал 


8 
ь Г.оь ба 


а—=а--1 


имеет лишь нулевые периоды, равносильно соотношению (18). Поэтому 
базисной системе №, соответствует некоторая однородная система (У) 
линейных дифференциальных уравнений относительно в — 4 неизвестных 
над полем А (и), имеющая 28—24 решений ОВ. 

Построим такую систему (У), ставя своей целью добиться того, чтобы 
некоторая часть векторов О” составляла совокупность фундаментальных 
решений (У). Для этого воспользуемся (способом, описанным в п.З, 
с некоторыми уточнениями. 

Пусть р — максимальное число линейно независимых над А векторов 
О?. Рассмотрим носледовательность 


я 


ТА Е Се 


Над полем К”, которое получается присоединением к А всех периодов 
Ов и их производных до р-й включительно (это будет не алгебраическое 
расширение, но и дифференцирование мы здесь понимаем как операцию 
анализа), в этой последовательности есть не более р линейно независи- 
мых векторов (конечно, р > 8--4). В самом деле, расписывая покоорди- 
натно друг под другом векторы (20), мы получим матрицу, имеющую, 
очевидно, не более р линейно независимых столбцов и, следовательно, 
строк. Шусть количество линейно независимых векторов (20) равно 
р, <р. Если применить к последовательности (20) описанный в п.3 
процесс, то, избегая выписывать лишние соотношения, мы при подходя- 


щей нумерации О’, ..., О, получим следующее. Существует такая 
последовательность целых чисел 2—9 =т 27.2... 2 т, > гы = 0, что 
Во опен. 


б) линейно независимыми (т. е. невычеркнутыми) членами последова- 
тельности (20) являются векторы 


А и а ® ПЖ а ы 
а» раю. 9 ть, ОО, ло Я РО -„, ОИ р аа, оо ое р аи; 


в) в -м периоде будут выписаны 7,1 — Ть соотношений для испытуе- 
мых векторов 0" увы ых ро. (и ни одного, если гу: = Г), 
все остальные соотношения м следетвиями этих. 

Заменяя в выписанных соотношениях О, на знаки неизвестных, мы 
получим искомую систему уравнений (У). В самом деле, с одной сторо- 
ны, эта система имеет р линейно независимых решений ОВ, с другой сто- 
роны, число ее фундаментальных решений должно быть не больше, чем 


о) ОЕ ВЕ О ет) = р. 


Следовательно, это число есть в точности р, =р, и мы можем считать, 


ты ее и 
что О +1 ..., ОМТР образуют фундаментальную систему решений (*). 
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Но, по сделанному выше замечанию, каждому уравнению (>) соответ- 
ствует некоторая линейно дифференциальная зависимость в пространстве 
33; коэффициенты этой зависимости, по построению (>), принадлежат 
К”, однако вовсе не обязаны принадлежать К. На самом же деле, век- 
торы %, линейно независимые над А, остаются таковыми и над любым 
расширением К, способным служить полем констант кривой С; это 
почти тривиальное замечание позволяет ‘заключить, что линейные зависи- 
мости 5, соответствующие (У), имеют коэффициенты в К (если при не- 
обходимости разделить их на некоторые элементы К“). Тот факт, что по- 
лученные зависимости составляют базисную систему 3, следует из 
способа построения (»). 

10. {Ядро гомоморфизма С. Как уже было упомянуто во введе- 
нии, функция 2 (а), соответствующая соотношению 


Е 
У 1 =0, 
а—=а--1 
определяется формулой 
я [3 
2 (8). => Г о, (21) 
а=а-1 
где интеграл 
а р 
к 5 У Ур (а) ] Фа, 
Ро 


очевидно, не зависит (для дивизора нулевой степени) от выбора точки 
ро и определен с точностью до периодов. "Соответствие формулы (24) 
определению, заданному формулами (5), (6), (ба) и (7), легко прове- 
ряется; в деиствительности, конечно, эти последние формулы выписы- 
вались, исходя из (21). Отсюда непосредственно следует, что если а принад- 
лежит ядру гомоморфизма (6, построенного для всех базисных соотношений, 


а 
то (е.) удовлетворяет системе (У) для 9 +-1<я<»кв и уравнениям 


(17) для 1<х<.94. Последнее же означает, что 


а 
о = с015%, 1<“<а, 


а 22 
И а. (22) 
В=2а--1 


где мы положили св = 0 для 24 + р-+-1<В8<22. Положим В 
-..› Сов) И запишем (22) в виде НВ скалярного произведения: 


а = (с, 04). (23) 


Совершая обход вокруг у-й критической точки на и-плоскости и поль- 
зуясь тем, что периоды преобразуются как соответствующие циклы, мы 
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получим для интеграла (23) приращение вида: 


(с, (55—е) 9.) = (с, 9.5,) = (5, ©,). 


Если класс а рационален над К, то это приращение должно быть цело- 
численной линейной комбинацией периодов. Иначе говоря, существуют 
такие целочисленные векторы ],, что с удовлетворяет системе уравнений 


сб рин ОМ 


Так как соответствующая однородная система, в силу леммы 4. не имеет 
ненулевых решений, то с определяется векторами т однозначно и, следо- 


вательно, имеет рациональные координаты. Обозначая буквой 4 общий 
знаменатель этих координат, получим окончательно: 


\ 6), = ©0055, 1950, 
а | >. 


а 


( \ [0 ) ==0 (пз04 периодов), 9-1 хх с. 


В силу теоремы Севери [см. (?), гл. УП, 4, с] это дает следующий 
результат: - 

Если рациональный над А (и) клаес дивизоров нулевой степени а кри- 
вой С, принадлежит ядру гомоморфизма (С, то существует такое целое 
число 4, что класс а" алгебраически эквивалентен нулю. 

Очевидно, обратное утверждение также справедливо. 

В якобиевом многообразии /„ кривой С, классы дивизоров, алгебраи- 
чески эквивалентные нулю, образуют абелево подмногообразие, бирацио- 
нально эквивалентное абелеву многообразию, которое определено над К. 
Это последнее называется многообразием Пикара поверхности У и, как 
мы выяснили, фактически совпадает с ядром 6. Оговорку относительно 4 
можно было бы предвидеть заранее, учитывая, что в аддитивной группе 
основного поля нет элементов конечного порядка. В этом смысле, дей- 
ствительно, ядро гомоморфизма, соответствующего паре (К, №), состоит 
из классов дивизоров, «определенных» над К. 

11. Эллинтические кривые. Случай вырождения. Ниже 
мы в общих чертах проведем вычисления гомоморфизма 6 для случая эл- 


липтической кривой Си. 
Пусть эллиитическая кривая С, задана каноническим уравнением 


о о (25) 


Род С. равен единице, единственный дифференциал первого рода есть 
ри а: т ЕЯ 
базис пространства % задается векторами (%, @’), где 


{== у. 5 
о’ — 24. рв К обозначает дифференцирование по и; продолжение ДР 
==; 


на А, обозначаемое для простоты той же буквой, соответствует Вх 
в прежних обозначениях. В 

Так как размерность пространства % равна двум, то следует ожи- 
дать, что в общем случае «и Ро должны быть линейно независимы. 
В действительности так оно и есть; исследуем сначала случай вырожде- 
ния, когда между ® и До линейная зависимость существует. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Пусть 
ХХ -НаХ + Ь==(Х —е,) (Х —е) (Х — в), 


в. принадлежат алгебраическому расширению К, 


6 = [(е1 — е2) (е› — ез) (ез — е:)]? = — (4а3 + 2714?). 
Тогда имеем: 
1 Да. Х-+ОЬ 
Ро = — 5 : Уз ах, 


3 Паг, + ОЬ Е 
рь—а(У че у )= 2а2Ра + 506 ах _ 9%Ра —6а06 хах 
32 а Х—@ 25 ь 25 АИС 
[4 


&—1 


Следовательно, для линейной зависимости ® и Оо необходимо и доста-. 
точно, чтобы выполнялось равенство: 


96ДРа — бар = 0. | 


Общее решение этого простого дифференциального уравнения задается 
условием | 


ва? + 16? — 0, 


где ЕЁ, — произвольные постоянные (заметим, что это условие равно- | 

сильно независимости от и абсолютного инварианта кривой). Здесь | 
может представиться три случая: 

а) 5 =0. Уравнение кривой: У” = Х*-рах. 

До - ее @ = 0, | 

(26а} 


Ра. Х, —2а0 (Хр) 
2 (р) = 2аУ> 


6) а=0. Уравнение кривой: У” = Х® +5. 


1Ь. Хр —ЗЬЛ (Хр) а 
2 (р) = ЗУ 


о 
в) ар о; = + —; . Уравнение кривой: У? = Х* 4 СХ + 68. | 


ро + 5° 5 =0, 


РеХ р — ср (Хь) оо 


2 (р) = =. 


Чрезвычайная простота формул (26а), (266), (26в) делает их удобными 
для практической проверки линейной зависимости конкретных точек на 
кривой С,. Как легко видеть, если а не есть квадрат, 6 не есть куб, 
с не есть квадрат, то формулы (26а), (266), (26в) могут терять смысл лишь 


в тривиальных с су 
Н р случаях У, =0 и ни в каких рациональных точках над 
и) в пуль не обращаются. 


КРИВЫЕ НАД ПОЛЯМИ С ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕМ 755 


12. Эллиптические кривые. Общий случай. В общем 
случае формулы получаются гораздо более громоздкими, если не накла- 
дывать на а и 6 никаких специальных ограничений. 

Ищем линейное соотношение 


О? + ро -- р = 0 


с неопределенными коэффициентами р', ро. Выделение полных дифферен- 
циалов дает: 


>? 1 0 а . (Ре) уз 
® -- р')о -- ро = [-- 2 2 ей а Ее а 


3 
то 2 (реа + Ле, + №) р („Ла + 1%) + е.0?а + 03 
Е 


1 
&=—1 (Зе? - а)? я а 2 2 ву 2 
3 Э 1 1 ах 
ее | т 9 (в Е — и) р — 5 к “> =. 
3 1 4 Хах 
ея [ (а- №) ЕЕ >> 51| 


Здесь введены обозначения: 


у (Ре„)? © (Ре) ь — 248 + 961 — вар 
р РЕ АРА а па 
С «= а + а)?’ м Зе а. НЕ г 5 
и м вх (Ре,) а о. (62? + а) (Ре, ны Зав) — 2087, — 96/5 
—. (Зе + а)’ ой ” 5 
З 
0 у в (Ое„) РА: У (Ре) г о + а 
_— а о ИЕ Е Ь 
р» _ 92а — барь 1 — 90% — 60% 
= И: ) пы = ) 
р 2а?ра ++ 95ОЬ 1 — __ 24228 + %0% 
= — РБА ) Ок 5 


Коэффициенты р’ и ро находятся из уравнений: 
3 а82 \ 1 ; Е 
Ре (в + № а д" = 0, 
1 1 
(а) ТР =0. 


Для кривой Си в частном виде У? = Х (Х —1) (АХ — и) [6м. 


С] уравне- 
ние для дифференциала приобретает простую форму: 


НВ АЕ Е 
И 
однако И (р) и здесь выглядит достаточно сложно. 


В заключение приношу благодарность И. Р. Шафаревичу за ностоян- 
ное внимание к этой работе. 


Поступило 
20.11.1958 
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Л. ПН. СТАРЧЕНКО 


О ПОСТРОЕНИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ, СОВМЕСТНО 
НОРМАЛЬНЫХ С ДАННОЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе решается вопрос о построении любого числа последователь- 


ностей, совместно нормальных с данной нормальной последователь- 
ностью. 


Введение 


Пусть >. 2 — натуральное число, и пусть имеется бесконечная по- 
следовательность 


81, 52, 53, ОН © 8 (1} 


где каждое ®х может быть одним из символов 0, 1, 2,..., в — 1. Возь- 
мем натуральные $ и Р и выпишем первые Р | $ —1 знаков последова- 
тельности (1) в следующем порядке: 


(21, 62, -.., 8.) (22, 83, ке. 6,11)... (р, Фр.1 +9 Вруь а). 


Последовательность таких скобок назовем гусеницей ранга $ длиной Р” 
соответствующей последовательности (1). Пусть задана какая-либо ком-— 
бинация знаков Д, = (61, 65, ..., 6); через № (Д:) обозначим количе-- 
ство появлений Л; среди Р-+$—1 первых знаков последователь- 
ности (1). 

Последовательность (1) называется нормальной, если для любого $ в 
для любой комбинации Д, 


Мр (А, ) 1 
о р 
м = ЕЕ: аа . (2} 
Ро 5 
Возьмем число %& = 0, 3, 5›..., записанное в 8-ичной системе счисления. 
Как известно, нормальность последовательности (1) эквивалентиа 
тому, что дробные доли {2*} (1 = 0, 1, 2, ...) равномерно распределень 


[см., например, ('), стр. 233, лемма]. 
Справедлив следующий критерий: если существует такое постояниое 
с, что для любого $ и для любой комбинации Д, 


то последовательность (1) является нормальной (доказательство содер- 
жится в работе (2); можно также взять доказательство теоремы 2 из 


работы (3) с р=@а => и обобщить его на произвольное натуральное &)- 
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Пусть дано / последовательностей: 
= (1 
с, р, = 


обе #9 


(3) 


в‘), Е), Е). 


< 


(0, (0), (0, 
где последовательность {=} состоит из знаков 0, 1, 2,:.., 8 — $ 
Пе 2 р 
Возьмем натуральные $ и Р и выпишем первые Р-+$—1 знаков 
каждой последовательности в следующей форме: 


= - 1 5(1) 
о, вр, . 730 0, 0...) 
= =(2 
52), 9), Ч. КЖ Е(2) Е‘), =‘), .’ ой \ 
РР <= ово рбйчеоЧи 
Е 0, 20 =, .- 8, 
=(1) в(0) 5(1) 
5), Ра’? '' о" “Рф 
2(2 2 5(2) 
2... | 2: Ра» 2 бы 
1 1) (1) 
ое’, ВБ ---» Ра 


Последовательность таких матриц назовем гусеницей ранга $ длиной 
Р соответствующей системы последовательностей (3). 
Возьмем какую-либо матрицу Д,: 


1 (1 (1) 
2, 35 анллчАи 
А — . . * . . . . . . Е ; 
1 х(Е) ( 
и 05 аж 540 


где строки 5%) (К =1 2.3, „-- ‚ составлены из Эвана Пт 
..., 8—1; через М› (А,) обозначим количество появлений Д, в гусе- 
нице ранга $ длиной Р системы последовательностей (3). 

Система последовательностей (3) называется совместно нормальной, 
если для любого $ и для любой матрицы А, 
Мр (А,) _ 1 


НВ ре у 
75 (1: 82-51) ( ) 


т 


Р-со 


* Понятие системы совместно нормальных последовательностей введено Н. М. Ко- 
робовым [см. (4%), стр. 365]. В определении Н. М. Коробова в каждой строчке матри- 
цы А может содержаться разное количество знаков: 


1 (1 

а бе, 8 
А с. ма ИЖ 

и) 1 1 

Ио о 


Пума Я, съ. п;). Появление матрицы А эквивалентно появлению какой- 
либо матрицы из семейства 


(1) = т - 
8, со И м Е 

е О 
8,80, Е ри. ВР 


Й 


УЕ 
где 5) ) — любые знаки из 0,1,2,..., 8—1. Таким образом, определение Н. М. Коро- 


к 
оова не шире приведенного, т. е. эквивалентно данному определению. 


оды. 
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Очевидно, что каждая строка системы последовательностей (3) является 
нормальной последовательностью. 


При рассмотрении системы последовательностей будем считать одним 
знаком всякий столбец 


(1) 
6: 
о $ (К) й 
6 = : оО (6 РАЗаньн И 
542 
(количество таких знаков равно ©, +8. ... 8); тогда система последова- 
тельностей (3) эквивалентна последовательности 
2 2: ГЫ: 9 (5) 
где знаки =; взяты из алфавита, содержащего 219. ... 8: знаков. Очевид- 


но, что совместная нормальность системы (3) эквивалентна нормальности 
вспомогательной последовательности (5). Отсюда следует критерий нор- 
мальности: 

ТЕОРЕМА. Пусть для системы последовательностей (3) существует 
вонстанта с такая, что, какое бы натуральное $ мы ни взяли и какую 


бы матрицу А. ни рассмотрели, 
У ОХ 
| Е 5 ра > 
Р-›оо 


ее ел. 


Тогда система последовательностей (3) — совместно нормальная. 
Пусть для натурального ©; >2 имеется нормальная последовательность 
знаков 0, 1,2,..., 2; —1: 


81, 82, 83, ... ® (6) 
Требуется подобрать такую последовательность знаков 0, 1,2,..., 8—1: 
бт, 65, бз, А 5 (7) 
чтобы система последовательностей 
81, 5227) 
бт, 65, 


была совместно нормальной. 

В $1 мы решаем эту задачу не только для $, = 8. =в, но и более 
общую задачу: для данной нормальной последовательности (6) мы строим 
бесконечное количество последовательностей: 


1 (1) 
= ‚ 8); 20, .. 


“) 
с, 500, &,..., (8) 


где &(#) —любое натуральное число, 0< = <8—1(# =1,2,...,1=1,2,3,...), 


так, что для любого натурального 1 система последовательностей: 
1, 82, 83 у... 
г), 20, =0,..., (9) 


1—1 (1—1 (1—1) 
=( }. = ), 870,. 


будет совместно нормальной. 
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Пусть имеется бесконечная последовательность вещественных чисел, 


взятых с отрезка [0, 1]: 
9 — 1, 5, з, Ри (10) 


(х обозначает всю последовательность). Возьмем какое-либо натуральное $ 
и образуем гусеницу ранга $5: 


(ха, 0, МАЕ С, (7) (“, бз, РЯ. 3+1) ... (хр, РТ, ...у р 8—1) ... 


Каждой скобке гусеницы мы можем сопоставить точку единичного куба 
$-мерного пространства, координаты которой есть элементы скобки: 


0; ‚-—- (2. 1, оу Ч ва-1). 


Назовем последовательность & вполне равномерно распределенной, если 
при любом $21 последовательность точек 


Кл» Оо. орет» (11) 
равномерно распределена *. 


Н. М. Коробов установил [см. ('), стр. 217], что если 
ИРИ (12) 


— вполне равномерно распределенная последовательность, то последова- 
тельность первых б-ичных знаков последовательности (10), 


[918], [98], [38], ев (13) 
является нормальной последовательностью. 
Н. М. Коробов поставил задачу доказать обратное предложение, 
а именно, что всякая нормальная последовательность может быть полу- 
чена как последовательность первых 5-ичных знаков некоторой вполне 
равномерно распределенной последовательности. 
В $ 2 мы даем утвердительный ответ на это предположение Н. М. Но- 
робова. 
Пусть даны две бесконечные последовательности вещественных чисел, 
взятых с отрезка [0, 1]: 
А 


(14) 
81, В», Вз, . 5 


Возьмем натуральные $ и Р и выпишем первые Р-Р $ —1 знаков каждой 
последовательности в следующей форме: 


а 6, ..., . а зу. , ый Гар, Р-1, ..-, р 5—1\ 
В, В», ма В, 8», Вз, ее В [вы Вр, ео о | 


Каждой матрице можно сопоставить точку единичного куба 25-мерного 
пространства, координатами которой являются элементы матрицы 


(28) : 
И ван ыы ВЕ): 


* ` 
Понятие вполне равномерно 


Н. М. Коробовым [см. (©). 
определений вытекает из к 
мерного случая [см. (5}]. 


распределенной последовательности введено 
стр. 216] в несколько иной форме. Эквивалентность обоих 
ритерия равномерного распределения Г. Вейля для много- 
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Назовем систему последовательностей (14) совместно вполне равномерно 
распределенной, если при любом натуральном $ последовательность точек 


т оо. 0% г. (15) 


вполне равномерно распределена. 

Очевидно, что если система последовательностей (14) совместно вполне 
распределена, то каждая из ее строк представляет собой вполне равно- 
мерно распределенную последовательность. 

Пусть дана какая-либо вполне равномерно распределенная последова- 
тельность. 


мощ (16) 
В $3 мы дадим построение такой последовательности чисел 
В, В», В, ОКО) (17) 
что система 
О! (О | 
(18) 
В, В, Вз, ОО 


будет совместно вполне равномерно распределенной. Построение это ана- 
логично построению совместно нормальных последовательностей, приведен- 
ному в $ 1. 

Наконец, в $ 4 мы решим задачу построения последовательности, сов- 
местно нормальной с данной последовательностью (6), без ограничения 
2, = 6.. При этом мы существенно используем результаты $ 1 и $ 3. 


$ 1. Построение последовательности, совместно нормальной с данной 


Предварительно докажем следующее свойство нормальной последова- 
тельности 
И Й (19) 
Для любого натурального 5 можно указать такое натуральное Ф ($), 
что, какую бы 5$-членную комбинацию Д,мы ни взяли, при Р’— Р" > В" 
и Р”›> Ф ($) справедливо неравенство: 


МА МА.) 1 
12 8 2 5 - 
О абв —. (20) 
где с — некоторая ‘постоянная. 
Действительно, 
Мр (А,) _ Мы (А,) 
Мл (А,) — Мь. (А,) р’ р 
Р'’— Р" ы РЕ = 
—> 
о оны 
Е р" р“ Р’ 
Е 
72 12 


Согласно критерию сходимости Коши, существует такое Р (5, Д,}, что 
при зсяких Р’и Р”, больших Р (54,), выполняется неравенство: 
Мр(А,) _ Мы (А, |1 


р’ РАНЫ ри ==. (21 
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Так как данная последовательность нормальная, то найдется такое 
Р(А,), что при всяком Р”>Р(А,) имеем: 


пере. (22) 


За Ф (5) примем наибольшее из чисел Р(Д;:) и Р(5,4;), взятое по всем 
возможным Д.. Учитывая полученные неравенства (21) и (22), запишем: 


Мр (А,) — Мы (А) а Мр» (А,) 2 
2 рая ре 2 р’ га р“ р" 


где постоянная с >> 4. 


Осуществим построение; для этого мы будем «перекашивать» исходную 


последовательность все в большей и большей степени. В первой строчке 
каждого ряда записываем данную нормальную последовательность (19), 
а в последующих — последовательности, которые строим так, чтобы лю- 
бые из них были совместно нормальны с данной и между собой, причем 
1-я последовательность по сравнению со второй последовательноетью 
испытывает каждый раз перекос на ((—1)г знаков, где г — величина 
перекоса во второй последовательности: 


кри ое. 
1, 55, . = у 8Ф (2>)—1› 
Го ряд 
81, 85, . . . . . . . . . . . . * . . .у Бы 
8Ф (2), ---› 82Ф(2), ВФ), -*-› В4Ф(2)-2, Заф)з ---, “Фа)—1’ | 
8Ф(2)-+1› -..› 82Ф(2)-1› 82Ф(2)--2, ---,› 844(2)-{3, баФ(о) 14а, -.., Фа)’ 
1 ряд 
ВФ(2)-—1› +.+ › В2Ф(2)-—1» 82Ф(2)-› +... › Зафо)--Нл» Вафа, Ф (@)-4—2 
Фа" есь В $— = 
2Ф(а) 2Ф (4) 1 > `4Ф(а)-|-2? “4Ф(а) 3’ *°? Фвр? ] 
м Ао ре —- = Е 
Ф (а) +2 Фа?” 5)’ ° `` › 845) 4” 4 а)-45? °°° › Зав | 
т рн 
2. м ——- == ; 
Ф (4-22 *°°› Фа) Фар * 
8 —— = 
> Сафо” баны? **› Фев | 


где | 
Ф(2)=©(2), 


Ф (24) = 2 Ф (5—2) 2% —1 (&=2,3,4,..), 
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а у: — любое натуральное число, для которого 


Ф (2%) < 2$ (2—2) + 2—2. 
Тогда 
Ф (2%) > Ф(2®). 

Докажем, что первые { строк образуют систему совместно нормаль- 
ных последовательностей. Возьмем ([#-столбцевую матрицу (А — фикси- 
ровано) 

Ау 
о 62 
р. 


да-о 
Пусть 
ХК =2°Ф (25$) 52° —1, 


где у =0, 1,2,..., у. —1. Обозначим через Сх число появлений Ак 
в гусенице ранга /5 длиной Х выписанной системы последовательностей, 
и пусть $5 >. 

До номера Ф (24) —1 комбинация Д» встретится какое-то количество раз. 
Обозначим это количество через Г,. Появление Д, в 5-м ряде означает, 
что в соответствующих местах гусеницы ранга [5 исходной последователь- 
ности появится одна из 2($—®) комбинаций такого вида: 


(1) (1—1) 
(4*,..- 4%, НЫ д ‚..:) 
Ъ——————— и 
5 штук 5 штук $ штук 


{это справедливо, кроме, быть может, [5 последних номеров ряда). На 
каждом участке, отделенном запятыми, такая комбинация, согласно опре- 


с9 
делению функции Ф (5$), встречается не более и раз, где О — количе- 


ство знаков на участке, поэтому количество появлений Ах на этом уча- 
стке будет не более 


с9 А с0 
ИН" При 
[= [2 
Поэтому 
ИХ: 
Сх<Ё- БОВ) 


1 
5 
Величина 0О(5') возникает на стыках рядов. Ясно, что 5—0, ибо 


Х >> с2°, где с — некоторая постоянная величина. Следовательно, 


Е ах б 
Иш — <=. 
В 
Пусть 


Аа = р — Ал» 
где Х»„, =2Х,-Е1. Тогда 
мА, _ МО и) ‚Ми 


и > ЛХ а Ха п 
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Хх 
Так как ее —>2 при Р-> оо, то 


п 
— М (Ау) 2с 
Ре 9 
Р-»во в Гы 


В силу доказанного во введении критерия, построенная таким путем 
система -последовательностей является совместно нормальнои. 


$ 2. Решение одной задачи Н. М. Коробова о вполие равномерно 
распределенной последовательности 


Пусть © >. 2 — натуральное число, а 


веда (23) 
— данная нормальная последовательность, составленная из в знаков 
0, 1, 2,..., 8—1. Так же как в $ 1, строим бесконечное количество: 
последовательностей 
Е), =(?), =), о а Фрая, 2 


так, что для любого натурального [ система последовательностей 


&1, 82, $3, 1 В 
и, 60, =... . 
22 ЗАВ | (24) 
(0 в о 
о 5 ы) з 73 ,э. 
является совместно нормальной. 
ТЕОРЕМА. Последовательность вещественных чисел 
О а (25} 
где 
(1) (2) 
5; =; =; 
и; = О, в; ==... (= —- | == ай 
8 5 8 


является вполне равномерно распределенной последовательностью. 

Доказательство. По определению вполне равномерно распреде- 
ленной последовательности, достаточно доказать, что для любого 5 > 4 
последовательность точек 5-мерного единичного куба 


91, ©., Оз, ..., (26) 


где 
@к = (жк, Мил: к 5—1), 


равномерно распределена в этом кубе. 


Возьмем произвольное натуральное Ги рассмотрим последовательность 
точек 


(п) (1) 
2 


а 


(1) 
, з 


а (27) 


где 
(0 Е 8 (1) 1 
Ок’ = (к, у ана) 
а число р определяется следующим образом: 


И (1) и) 
од == Че ве, 
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Поскольку система последовательностей (24) является совместно нор- 
мальной, то в последовательности (27) каждая возможная точка 0% будет 


# ни! 
встречаться с асимптотическои частотой я о 
8 


| 
Но встреча точки О означает, что соответствующая точка Ох, попа- 
дет в кубик, определенный системой неравенств 


_(@) (1-1) фт ГМО 1 
9; ... 5) <» < 0, 3; =; и. 8 ре 


(28) 
а. 


Таким образом, количество попаданий точек последовательности (26) 


с | 1 
в любой кубик вида (28) имеет асимптотическую частоту, равную —-, 
р 


т. е. равную объему куба (28). Но с любой степенью точности (взяв до- 
статочно большое [) любой параллелепипед, лежащий в единичном кубе 
5-мерного пространства, можно аппроксимировать кубами вида (28). Тео- 
рема доказана. 


$ 3. Построение последовательности, совместно вполне 
равномерно распределенной с данной 


А. Г. Постников в работе (8) дал нижеследующий критерий для вполне 
равномерно распределенной последовательности. 
Пусть для последовательности 


он о Ма, (29) 


существует константа с такая, что для любого натурального $ и для 
любого параллелепипеда Д,, лежащего в единичном кубе с ребрами, па- 
раллельными координатным осям, выполняется неравенство: 
а, 
Р-со 

где Мр(Д.) — число точек последовательности (12), попавших в д, и 
|Д,| — объем кубика в 5-мерном пространстве. Тогда последовательность 
(29) вполне равномерно распределена. 

Во введении мы дали определение системы последовательностей, сов- 
местно вполне равномерно распределенных. 

Очевидно, что для системы двух последовательностей справедлив сле- 
дующий критерий совместности вполне равномерного распределения. 

Пусть для системы последовательностей 


1, (>, 03, ... 


В, В», Вз, т 


существует постоянная с такая, что, какое бы натуральное 5 мы ни взяли, 
для любого кубика Д.; 25-мерного пространства для последовательности 
точек 


(30) 


(28) (25) (28) 
+ и 3 


(31) 


0” — (%ь, Яр» #153 (5—1) Вх, Виа, вю Виа), 
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выполняется неравенство: 


Пт р <е|Ан|, 


Р-хоо 


где [Д..| — объем кубика 25-мерного пространства, |Д», | = | А: | -| А, |, [А,;| и 
А, | — объемы кубиков 5-мерного пространства, а Мр(Д,:) — число точек 
последовательности (31), попавших в кубик Д,.. Тогда система последо- 
вательностей (30) совместно вполне равномерно распределена. 

Пусть дана вполне равномерно распределенная последовательность 


о И. О (32) 


Зададим любое натуральное $ и построим последовательность точек. 


в единичном кубе 5-мерного пространства 


1, ©,, 09, ..., 


где 
(к Е: (ик, к-т, САРАЕ. кв). 


Возьмем, далее, произвольное натуральное М и разделим единичный 


куб 5-мерного пространства на М” равных кубов (каждый со стороной п) з 


Зафиксируем какой-либо из них и обозначим его через Д., м. 

Докажем следующее предложение. 

Для любых натуральных $ и № можно указать такое натуральное 
Ф ($, №), что, какой бы кубик А; у мы ни взяли, при Р’— РР" и 
Р”’`>Ф (5, №) справедливо неравенство: 


М р (А, м) — №р» (А, м) 
р < 4|А,м|, (33) 


где |А., м| — объем кубика А, к, а Мр(А. м) — число точек последователь- 
ности (32), попавших в А, м. 


Действительно, 
Мр (А, м) Мы (А, м) 
МР (А,. м) — М, (А, м) 23 р в м 
Ре а Иры 
РР’ 
М р» (А,. м) _ Мр (А, к) 
т р’ 

== ре 

1—-_ 

Иры 


По критерию сходимости Коши, существует такое Р (5, А, м), что при 
= ’ < 
всяких Р’и Р”, больших Р (5, А. м), выполняется неравенство 


М р (А. №) М р» А м) 
р’ та =. В М |. (34) 


Так как данная последовательность вполне равномерно распределена, 


то всегда найдется такое Р(А,, м), что при всяком Р"-> Р(А, к) будем 
иметь: 
М р» (А 


ей 


(35) 
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За Ф (5, №) возьмем наибольшее из чисел Р ($, Дм) и Р(А., м), взятое по 
всем возможным $ и /У. Учитывая неравенства (34) и (35), находим: 


М р. (А,, м) — Мь, (А, м) 
о ГА мы ый + 21 А н| = 


= ГА (1+ рр вы) +214, н[<4| Ам |. 


Осуществим построение; для этого мы будем «перекашивать» данную 
вполне равномерно распределенную последовательность все в большей и 
большей степени. 

В первой строчке написана данная последовательность (31), а во вто- 
рой — последовательность, которую мы строим так, чтобы она была сов- 
местно вполне равномерно распределена с данной: 


Я И оу Г Е Сао ряд 
1, >, бз, . 4 (2)—1› 
(2), ... 2>Ф(2), 5Ф(2)-+1, ++: 44(2)12› б4Ф(2)- 3, ..- Фа) —1› | ряд 
&4(2)--1› - + - @24(2)41› ИэФ(2)2, --- 04Ф(2)3» 04Ф(2)-4» --- ба 
о,‘ ба» бань‘ ‘т фана “аз ** Фе’ р 
аа) +2? °°° Фа)?’ баз’ `` Яафача” бафаь ^*° Фо 


где 

Ф (2) =Ф©(2), 

Ф (25) =2*$(25—2) 12—11 (5=2,3,4,,..), 
а у. — любое натуральное число, для которого 

Ф (25) <2* Ф (25 —2) {+ 2—2. 
'Тогда 
Ф (25) > $Ф(25). 
Докажем, что полученная таким путем система последовательностей 

вполне равномерно распределена. 


Возьмем произвольное натуральное Ё и построим последовательность 
точек в единичном кубе 2А-мерного пространства 


ею оею 0ею 
01 (5 А 
(36) 
я 
Ооо квот ьиинкеноа а: 
где первые № значений 9; взяты из первой последовательности, а А по- 


следних значений ©» взяты из второй последовательности. Для доказа- 
тельства будем рассматривать каждый 5-й ряд как конечную последова- 


тельность точек 25-мерного пространства (5 = А, А | 1,...): 
(25) (28) (2$) 
Фе) ‘Фон’ Ф(25-2)—8—1 
(37) 
О Кое. и 


Ф (23)-[) Ф(25)-] Ф(28)РЫ 4(28)--7--28—1 
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Возьмем произвольное натуральное № и разделим единичный куб 
25-мерного пространства на №2 частей ($ =№, К + 1,...) (каждое ребро 
1 
25-мерного куба имеет длину -х ). Пусть 


Х =2*Ф (23) 2”. —1, 


где $>А. Возьмем в 2А-мерном пространстве произвольный кубик Ах, м 


(1 Ах, № = тк — объем этого кубика) и введем следующие обозначения: 


х. — число точек последовательности (36), находящихся в 5-м ряде, 
Сх(Ак, м) — число точек последовательности (36), попавших в Дк. м, 


8х, (Ак, м) — чиело точек 1., попавших в Дх, м, 


2.(Д. м) — чиело точек 5-го ряда 25-мерного пространства, попавших: 
В м М. 

До номера Ф (2А) —1 пусть число точек из Ак л равно Г. 

Проектируем каждый кубик 25-мерного пространства на соответ-, 
ствующий кубик 2А-мерного пространства. Получаемое таким путем со-. 
ответствие не будет взаимно однозначным, Так как  каж- 
дому кубику Льм соответствует №? кубиков АД, м. Следовательно, 
число точек, попавших в ДЕ м, не более 


с (Ам) №28—ю). 


5$ 


Согласно доказанному неравенству (33), имеем: 


в, (в, м) <41А,, нь, 


так как 
8з(Д., м) —— А ] А. м са 
Ввиду того, что 
и 1 
| 5, М! №28 й Е. ь ви. 2 ? | 
получаем: 
ех. (Ак. м) < 4ж,№8-Ю : Е Д 
5х. К, № 8 № ЕЯ К. == 4х, | Дх, УВ 
Поэтому | 


Сх (ДАь, м) ЗЕ -+АХ | Дк | О (57). | 


Величина О (5?) возникает на стыках рядов. Имеем: 


Сх (Ах м) т < 5? \ | 
п < +4 Ан +0(). | 
52 
т —0, так как Х`> 62%, где с — некоторая постоянная ве- 


Ясно, что 


личина, не зависящая от К и №. Поэтому 


—_ @х (А = 
Им Ра о 


Х-›о 


| 
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УГубть ХР = Эа лде Жди №, 6 Ч. Тора 


М (Ах м) ыы (А, м) у М (Ах. и 
. 7 “„ Ат А 
Так как т —2 при Р-ь со, то 
> № 
зам (Ао) 
Пи РА, ща 
ро ОА 


Поскольку константа с = 8 не зависит от выбора Л, то для любого 
параллелепипеда А, 2А-мерного пространства, лежащего в единичном 
кубе с ребрами, параллельными координатным осям, будет справедливо 
соотношение: 


И (А) 
: РАЗЫ - 
и уд а 9 | Аз» | . 
По критерию совместной вполне равномерной распределенности, постро- 
енная таким путем система последовательностей совместно вполне равно- 
мерно распределена. 


$ 4. Построение последовательности, совместно нормальной 
с данной (продолжение) 


ТЕОРЕМА. Пусть имеются две совместно вполне равномерно распре- 
деленные последовательности: 
9, 5, 03, .-., 


В, В., а 


и пусть а >22 и 8. >. 2 — натуральные числа. Тогда последовательности 


(38) 


[9181], [281], [381|,---> (39) 
[8:5>], [В»85], [Взвэ],.. 
— совместно нормальные. 
Доказательство. Пусть 


9-0 
| - 
о 


7 . $ & (1 р, 
— какая-либо матрица, где 0 <5®< 5: —1(1=1,2), 8 —натуральные. 
Появление ЛД, на А-м месте последовательности (39) эквивалентно тому, 
что выполняются следующие неравенства: 


5) и 

т ее, ==). ИЕ ое Г 
81 81 

$(2) 52) 1 

о < о“ О о 


т. е. эквивалентно тому, что точка с координатами 
(белее Ен, Пета) 
попалает в некоторый параллелепипед, лежащий в 25-мерном единичном 


кубе с Е ыы Так как, по условию, система последователь- 
$ $ < 
81 82 
А х - 
ностей (38) совместно вполне равномерно распределена, то это будет про 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Вы ме в 


>. ыы Р бу 
исходить с асимптотическои частотои, равнои . Следовательно, А; у 


81 82 
й 
дет встречаться в гусенице последовательности (39) с асимптотическо 
- й (39) совместно нормаль- 
Й ма последовательностеи 
частотой——, т. е. система д 
8152 
ная, что и требовалось доказать. 
Из изложенного ясен способ построения последовательности, совместно 
нормальной с данной нормальной последовательностью 81 знаков ры 


В} СИ т й и 
&1, 85, 2з,..., (40) 
причем требуется, чтобы вторая последовательность состояла из 8» зна- 
р р 
вов; 0; 1, 2, ‹›—1. Если в: = 0., то этот способ был дан в $ 1. 
- А 


Если в, = 85, то по способу $ 2 строим вполне равномерно распределен- 
ную последовательность 


И (41) 
б соб 

такую, что при любом # =1, 2, 3,... вк = [к 81]. Далее, по способу 
$ 3 строим последовательность 

Ва Ра Вааеа (42) 
так, чтобы система последовательностей 

1, 2, бз,... 

|2] 
Ва, 8., №з. . 


была совместно вполне равномерно распределена. Наконец, достаточно 
положить 0, = [Вх 25] и тогда по последней теореме система последова- 
тельностей 

81, 65. в 

Е 
будет совместно нормальной. 

Задача решена для двух последовательностей. Аналогичным будет ее 

решение и в случае нахождения {[ последовательностей, совместно нор- 
мальных с данной, каждая из которых представляет собой бесконечную 


последовательность знаков 0,1,2,..., 2—1 (й =1,2,3,..., 0. 
Поступило 
9. ХИ. 1957 
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ЛИНЕЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ, 
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА, 
АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе исследуются аппроксимативные свойства линейных процессов 
приближения функций, удовлетворяющих условию Липшица, алгебраи- 
ческими многочленами. 


$ 1. Введение 


Настоящая работа посвящена исследованию линейных методов при- 
ближения функций, удовлетворяющих условию Липшица, алгебраиче- 
скими многочленами. Такие процессы аппроксимации функций, заданных 
на конечном отрезке, обычно строятся на базе разложений в ряды 
П. Л. Чебышева. 

Для определенности рассматриваются функции, заданные на от- 
резке [— 1,1]. 

Пусть / (2) — произвольная непрерывная функция, заданная на [—1.1], 


(в = У -, Т» (2) = У — созаго сова И ..) (1.1) 


1 
у [—1,1] система полиномов 


Чебышева и 
1 и 
И \ 1(0 Ту (2) 
о 


= 


а (1.2) 


’ — коэффициенты Фурье функции ] (52) по этой системе. 


Для любой системы чисел хп О а. 


’ смотрим последовательность многочленов 


т, 


ва) = УГ), (1.3) 
К=0 


которые при №) = 4 ( =0, 1,2,...,п) сводятся к обычным суммам 
5, (/, 2) ряда П. Л. Чебышева для функции ] (я). 
При исследовании многочленов (1.3) прежде всего возникает вопрос 


‚ об условиях, при которых 


Ни А) (2) 


> 


для любой непрерывной функции ] (2), а также вопрос о характере убы- 


вания к нулю отклонения |] (1) — и» (7, %, №)| для тех или иных сово- 
3* 
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д 


ы р - (&) 
купностей функций /] (2). Здесь рассматриваются классы Ноа 
функций /(52), удовлетворяющих условию Липшица степени % с констан-. 


|| 


той единица, т. . условию 
У (21) — 1 (25) | < |2, —12|*, 2, 22 6 [— 1,1]. (1.4) 


Изучение второго из указанных вопросов сводится к рассмотрению 
верхней грани 
©, (Н®, х, ^) =з1р |7 (2) — ив ($, 2, ^) | (1.5) 
ТЕН“) 


- (п) 
и зависимости ее от структуры матрицы ^%’. 


‘Случай х —=0 соответствует функциям Лебега и исследуется в $ 2 
настоящей работы. На этом исследовании базируется рассмотрение первого 
вопроса. 


$ 3 посвящен задаче об асимптотическом поведении верхней грани 
| 
(1.4) для системы чисел 


соответствующей средним арифметическим частных сумм 5, (7, 2) ряда 
П. Л. Чебышева. | 
При х =1 в $4 для любых п =0, 1, 2,... их Е [— 1,1] дается точ- 
ное значение этой верхней грани. 
В $5 вводятся в рассмотрение усеченные средние 


р = т У 5,0, 8) (1.6) 
2% 

частных сумм 5, (7, 42) ряда ЦП. Л. Чебышева и для них устанавливается 
асимптотическая оценка величины <„(Н@®, х, ^) (случай х = 0 рассмат- 
ривался ранее в работе (')). Эта оценка используется в & 6 при иссле- 
довании произвольных линейных процессов аппроксимации функций клас- 
сов Н®. Установленная в $ б теорема содержит ряд результатов, полу- 
ченных ранее для некоторых конкретных систем ^") [см. (6), (И), (3), 
а также (18) при г = 0]. 

Аналогичные вопросы в периодическом случае рассматривались ранее 
в работе (1?). 

Отличительной особенностью исследуемого в настоящей работе непе- 
риодического случая является то обстоятельство, что величина верхней 
грани (1.5) зависит от положения точки х на рассматриваемом отрезке. 
Заметим, что если класс 9% функций, заданных на [— 1,1], вместе с 
любой функцией ] (2) содержит также и /(—2), то при любом п верхняя грань 


©. в, ар О ^) | 
169 


есть четная функция от т. В самом деле, вводя обозначения: 


, 1 С 
К. => + — № соз 1, у = агсс0зх, =ж-у (1.7) 
К—1 


и принимая во внимание соотношения (1.1), (1.2) (1.3), ая 157 
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получаем, что для некоторой последовательности функций /м (2) из 
класса 9% 


Ес, ^) = — | и {К» (Е у) + К. 9} — вов) = 


= зар | (соз (#4) + [сов (Е — У) — 27 (05 у)} Кн (6) Е = 


> 

6 

З 
=) 


= № = \ < [608 (@ + У) + Л [605 ( — У) — 21 (608)} К» (©) 4 = 


т—> < 
0 


п 


= Им = Ан [— 08 (Е - 2)] + /ж [-—с03 (# — 2)| — 27. (= с032)} К» (#) 4. 
0 


т—> со 


С другой стороны, как нетрудно видеть, 


©. (955, —Ф2, ^) — 
= — {7 [— с0$ (Е + 2)] + 7 [-— с0$8 (# — 2)] — 271 (— с032)} К» (1) 4. 
Таким образом, 


©, 0, х, < 6.0%, —х, №. 
Аналогично, 
6» (50%, —1, ^) < 6» (9%, +, ^) 


и, следовательно, ©» (9%, х, ^) есть четная функция от 4. Поэтому в даль- 
нейшем, не ограничивая общности, можно считать, что 0 << 1. 

Теоремы 1—6 принадлежат А. Ф. Тиману, теорема 7 — И. М. Ганз- 
| бургу, теоремы 8—11 получены совместно. 


$ 2. Сходимость линейных процессов приближения алгебраическими 
многочленами и функции Лебега * 


1. Вопрос о сходимости последовательности многочленов (1.3) в 
классе всех непрерывных на [— 1,1] функций /(5) связан с исследова- 
нием поведения верхней грани (функции Лебега) 
В АЛ (2.1) 
Г 1(х) | <1 
Следующее предложение для довольно обширного класса матриц №” 
и каждого х дает ‹ асимптотическую оценку снизу функции М»„(2) при 
} неограниченно возрастающем п. 
ТЕОРЕМА 1. Если строки матрицы № имеют равномерно ограни- 
‘ченную вариацию, т. е. если выполиено условие 
т 
®—=0 


Ал | = 0 (1), (2.2) 


* Результаты этого параграфа были ранее опубликованы без доказательства в ра- 
| боте (13). 
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где ЛА = м то 


М» (в) >= 1. (1) — И —1Т, (121913 #1) |, (2.3) 
где 
п м 
РЖ , \. Тк (2), Ть(2) = с08 Ё агс с08 Х, (2.4) 
К=1 


а О (1) — величина, равномерно ограниченная относительно всех п — 1 а 
и всех хе [— 1,1]. 
Доказательство. Имеем: 


к 
1 „ „ 
М» (2) = зар — \ } (сов 8) {Кь (Е У) Е К, (&—9)} 4, 
И (х)|<1 
где А„(и) определено в (1.7). | 
Как уже отмечалось во введении, можно считать, что 0<;<1, 
т; 6; Од ух. >. Для каждого такого значения у определим последова- | 


тельность функций 
у 
у 


1еп ши (у — 0), О<Е<у, 
фи ($) = { вп зши (Е — у), у<Е<2ч, 
10 [311 иЁ.с0$ ПУ], дут. 


Очевидно, 


п 


М, (#) > | вы (Кн у к, ау | = ЬНЬ|, 


0 


где 


Фи (#) [Е (Е -Р у) + К» (Е — у] а, 


г 
р 


— 
[22 
| 
а|= 
53 = <—. 


Ф» (1) [Ки (Е -- У) + К» (Е — у) 4% 


Е 
| 
а| = 


\ $, (ИА @ + У) - К» (1 — 9) @ 


Оценим каждый из этих интегралов: 


у © 
С РА НН -— 
== \х о У [сов ® (У--А) Е совй (у — 1) = 
о 


о о. Аа 
ут у 
2 п). 
==) №” [вт (ю -- &) (у— 8) + за (п — А) (у— 91 
0 ^=1 
2х 
—— хм {5 [(п - А) у— (А) И + зщ (п —Юу— +} 4+ 
у © 
Я а О 
Е =\ ` т .: хе сов (у -- 2) + оз (у— 14 + 0(--), 
= =1 
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т и т 
и п 
== Ух вши № (—у щи — ®) @— у + 
ук=1 
о 2у ъ 
пер \ Хх) {э1п [(и -- А) Е — ("—К) у] - за [(п — ^)Е— ®- Ву} аЕ- 
ук 
2 © й - Е в | 
+ \ ОИ р око 1 аг--о (=), 
= ет 


2-1 п 
о. чу к. ) [соз (УЕ -созй (и—1)] 4! 


.‚ 21 


7 4 3101 ©0$ пу 
ПЕ РЕ 


з-—эа 
те 


1 
(= 


—_2 3121 60$ пу 
2 


х(®) {э1т [(п -- #) # - Ку] - зщ [(п — #) 5 — #у]} 4 -- 


Та 


= 


ве. 


а 


ГЫ в 
>” 
7 


= 


2 з10п с0$ Пу 
п? 


Е п) [э1щ [(и -- А) Е — Ку] -Е за [(и — Е АУ} аЕ-+ 


=> 


[522 


п 
в с08 пу > зщ (24 1) 


ты У [608 (у-Е 0) + <05# (у—11 4+0 (-,). 
—=1 


Е 


2 


Отсюда после вычисления интегралов находим, что 
п—1 


и 
2 1 — с03 А с03 2Еу — с0$ (п + К) у 
О Е О Ема 


Ё=1 А—=1 
‹ ре 2% ®— у 
р (и) 1— созКу соз2Ку — с03 (п — 
т 521 № с 
#=1 = 


п“ 
< = ет в К 
ре 2 3101 60$ ПУ | хи) со$ (2п —ЗК) у -| ( ) с0$ Ку ць 


12 п К 
А=1 


п—К 
и У х ВЕ НЕ с08 Ку +0(4 у 
Е=1 


` тде 0(1) — величины, равномерно ограниченные относительно п = а 


и всех у. 
Если еще учесть соотношения: 


п—1 


ео п—К Е 
| У Ея 0 (4), 


| п—1 

| с03 2Ву — с03 (п -- №у _ 

2 =. = 01), 
=1 
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п—1 
(п) 603 2Ку — с03 (п — ЗК) у 3} 1 

2 ^, п—К | ), 

= 
п—1 

в, со5Ау 
у (8.208 Ол) уз сое си д ровли у №) Е” -О (1), 

й=1 К=1 


вытекающие из условий теоремы, то получим: 
п 


Е - у 
АНИ ТЫ .х т И |совпу| У 29, И -О(1). 


К=1 


Следовательно, в наших обозначениях имеем: 
М, (> 2 |1. (1) — ИТ, (1202210), — 5] 


и теорема доказана. 

Заметим, что при любом фиксированном 5х (— 1<х<1) правая часть, 
неравенства (2.5) для рассматриваемых процессов приближения ограни- 
чена тогда и только тогда, когда | 


< А 
(1) = > =0(а). 


Е 
й—1 


Это следует из того, что при фиксированном у(0о<у<=) 


ур 


с0$ У 1 60$ уу. 
--. Защ, ам 


т 

- с05 т 
р (п) - 
= фи 


п—К 


1 (12|) = 


К—=1 


(3 ыы | —0(1). 


В случае, если Г„(1) не ограничено, возникает вопрос о выборе 
такой последовательности точек х»„, для которой указанная миноранта! 
для М, (т„) была бы ограниченной. 

Из (2.5) следует, что для ограниченности М„(т»„) необходимо условие:: 


МТ, = (2 |) = 2,4) +044). (2.6) 


Если ограничиться рассмотрением матриц *“” с неотрицательными эле-; 


ментами, то можно установить необходимое условие, более эффективное: 
чем (2.6). В этом случае можно показать, что для слабой сходимости в 
пространстве непрерывных функций ](5) последовательности линейный 
функционалов и» (7, 2», ^) необходимо существование такой последова- 


тельности нечетных чисел р = р(п) (п=1,2,...), для которой | 
т 1 | 

1» = ©05 Е Е о( пГ., (1) )] ) (2.7) 

Гл (|2 |) = Г» (1) + О (1. (2.8) 


В самом деле, введя обозначение у» = 5 -- е„, гдер= р (п) принимает 
лишь нечетные значения, а || = ‚ получим из (2.6), что Г. (2) > ( 
(при условии Г. (1) = О(1)) и что 


Гл (1) — Г (| хи |) = — | со пу, | Е м 


соз у, -- 0 (1. 
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Так как Г (1) > Г, (|2. |), то из последнего соотношения выводим: 
(п) 
| с03 ПУ | у АК ОБА, = 


ты 


ЕН 


или 


2 208 | | и! я 


и необходимость условий (2.7) и (2.8) доказана. 

В частном случае, когда ^® —1, для всех пи ОА и, этот ре- 
зультат был установлен в работе (15), где была также показана и доста- 
точность этих условий. 

Отметим, что в классе всех рассматриваемых здесь процессов прибли- 
жения неравенство (2.3), полученное в теореме, не может быть улучшено. 

Рассмотрим указанный выше случай, когда ^? =41. В этом случае 
правая часть неравенства (2.3) равна 


ас } 
а ВЕ совы >} 01. 
Но 
С = вв (в, ши, РОСА, О Ух. (2.9) 


= 
В самом деле, 


ть т 


у 
У ии — ши \ а О = 
0 


= 


А 
У воз — — 608 | П- =] х 
=ш”— - > 2) 4х - О (1), 
0 2 91 > 
1 
Я 035 — 603 [№ = |< Уи 
\ 2 2) ав = 2 \ ав + 0 (1) = 
0 2 9п 5 0 
пу 
2 
и о) = ши) +041). 
0 
Следовательно, 


< 05 Ку _ п 
и = ши +0(4), 


и равенство (2.9) доказано. 
Таким образом, правая часть а (9 3) равна 


ге |+0@) = 
(+ пу) | [созпу ше, | + О(4), 


что, как известно [см. (14)], асимптотически равняется М» (2). 


(1 — | соз пу |) п 
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Более того, справедлива следующая 


2) (п) (т) 


ТЕОРЕМА 2. Если № = О(1)и д = м — А, №» < 0 ими | 


42 > 0, то при п-> со 
М, (2) = = [1 (4) — @ —1Ть (21) 7201 0(4), — (2.40) 


где О (1)— величина, равномерно ограниченная относительно г (—1<5<1) ип. 
Доказательство. Для доказательства тесремы 2 достаточно уста- 
новить неравенство, обратное к (2.3). 


Рассмотрим функцию 
п--1 


пы, № р Г (2 


Применяя преобразование Абеля, получим 
т--1 


ив (7, 2, ^) = р АЖ 9% (1,2) = > АМ, вк (1, 2), 


где 5х (}, 2) — сумма на ти. Л. ОВаоь Ни Е для } (2). 


Применим вторично преобразование Абеля; тогда 
1 


ил (1,2, ^) = — У (+ 1) ош (1, 2) Аа + Авив (, 2) = 
А=0 


[=] 
= — рН АА (4) днк (1, 2) + 
сре О) Фа В в 


ыы 


1—7 


— У ая аа 


н 
=— ХА, +1) тд, 9) + 
Е=0 
(2.11) 
п—1 
Е У (п с К) бп—К—1, п-К—1 (7, 7) о ия — 
= 


— АА) (п -- 1) ов (/, 2), 


Е 


где ои,х (], Х) определены в (1.7). Учитывая соотношения 
п—1 
(т) 


Я "Ак. =0(4, па [*] —=0(1) 
ры ий 


и неравенство | отт (1, 2) | < 1(|/ (2) | < 1), а также используя асимптоти- 
ческую оценку [см. (*)] 


1 
Св} А лу УР 
О А еее 16 Г— +0 (1), 


\: < у п 


ПРОЦЕССЫ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 779 


находим из (2.11): 
Не 


М» ЕР (®-- 1) |4 | 


— | созпу |) х 


1 
Е 
У 


х Ш р 


Из (2.9) после преобразований Абеля следует: 
: Ия о 
М.) <%| У ОА, || ы НЗ 
К=0 


У=А- 


я АЯ Соа 
= ера Х +00) | +0) = 
У=А- й 

и и 

р О 
К=1 
что вместе с соотношением (2.3) равносильно (2.10). 

2. Укажем некоторые приложения приведенных в п. 1 результатов к 
тригонометрическим рядам Фурье. 


Пусть 1 (2) — непрерывная периода 2^ функция, а 


п2 


о ЕО (1), & (2.12) 


= -- р (ак с0з Ах + Бх зщ Ах) 
К=1 


— ее ряд Фурье. Пусть, кроме того, рассматривается треугольная мат- 
рица чисел № ( = 0,1,2,...,п- 1; ^® =1; № = 0), определяющая 
линейный метод суммирования 


ть 
р м = + ий А (ак соз Ах -Е биз Ах). (2.13) 

®=1 
Одной из важных задач в теории суммирования рядов Фурье является 
задача об установлении эффективных необходимых и достаточных усло- 
вий, которым должна удовлетворять матрица ^ для того, чтобы 


м (1, 2, ^) > 1 (2) при п-> оо для любой непрерывной периода 2т функ- 


ции ] (7). 
С. М. Никольский (7) указал условие, которое, будучи необходимым, 
в общем случае еще не являлось достаточным. Впоследствии Б. Надь (5) 
указал некоторые достаточные условия. Что касается эффективных усло- 
вий, являющихся одновременно необходимыми и достаточными, то они 
были найдены С. М. Никольским (7) для класса матриц м ‚ каждая 
строка которых образует выпуклую или вогнутую систему чисел. 
Эти условия выражались тремя соотношениями: 
1) о 


вт и 10 И 


| 
ее (2.14) 
я -00) | 
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Из теоремы 2 вытекают п и достаточные условия для бо- 


лее широкого класса матриц ди, 


и = со8 Ков, (2.15) 

п) 
гле “„ — произвольная последовательность чисел, а х (ро: Тоь., В 0 
№ = 4; а = 0) при каждом фиксированном пи образуют выпуклую или 


вогнутую систему чисел. 
Выбор последовательности я„==0 соответствует классу матриц, для 


которых исчерпывающее решение задачи дают условия (2.14). 

Следующая теорема дает для рассматриваемого класса методов сум- 
мирования рядов Фурье асимитотическое поведение соответствующих кон- 
стант Лебега. 

Без ограничения общности можно считать, что 1» | < ь 

ТЕОРЕМА 3. Если м {и} определена равенствами (2.1), при- 


чем система чисел 1. (^® —=1, 9) =0) при каждом фиксированном п 
выпукла или вогнута, и” = О (4, то для любой последовательности {9%}, 


п 7 г 
| | < 5 при п-—> со, справедливо равенство: 


т | 
| 
+ У м со |4 = 


> 
Е—=1 
= = |1. (6) — 4 — |с05 по |) (608 жи) | -- О (4), (2.16) 
где 
Е )(п) 
Рь (сова) = р ее К с0з Ка, 


а О (1) — величина, равномерно ограниченная относительно п и всех по- 
в и: = 
следовательностей {9}, || и | 5.) и 


В частности, для случая и„ = О (1) получаем 


Следствие. Если 1} =0(1) и каждая строка матрицы № вы- 
пукла или вогнута, то 
2 п 
1 $ (п) а м 
- =. ы + соз #1 | @ = = >| ч0(1). (2.17) 
0 К=1 


Из теоремы 3 вытекает 
ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы в каждой точке х 


Ша ив (1, 2, и) = 7 (2), 
где матрица {и(®}, определяющая метод и» (7, 2, в), удовлетворяет усло- 


виям теоремы 3, а } (<) — любая непрерывная функция периода 2т, необто- 
димо и достаточно выполнение условий: 


1) 2—1 при п-ъ оо, 
2) 59 =0(1, 
3) (1 — | соз пая |) Г (08 и) = Г. (1) + О0(1). 


Как это следует из п. 1, в случае, если строки матрицы к выпуклы 
кверху, то 
рху, условие 3) можно заменить следующими двумя а 
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3’) существует последовательность нечетных чисел р=р (п) (ИЗ). 


для которой 
О: 1 
о ай ол 


3”) 1» (с08&,) == а 
Заметим, что если ^® =1, то для всех ни № (0 А < и) имеем: 
Г (1) = шп -О (4), 
и условие 3") равносильно требованию ограниченности функции р=р (п). 


$ 3. Приближение средними арифметическими частных сумм 
ряда ПИ. Л. Чебышева 


В настоящем параграфе рассматривается приближение функций 
1 (2) Е Н® (см. введение) последовательностью многочленов бп (1, 2) [ем. 
(1.6)], представляющих собой средние арифметические частных сумм 


== — \ 

к (1, 2) ряда П. Л. Чебышева (случай т = И : 
Следующая теорема устанавливает асимптотическое поведение величины 
6.» (9) = вар [1 (2) — въ (/, 2). (3.1) 


ТЕН 
ТЕОРЕМА 5. Для любого 0 «< справедливо соотношение: 


Ве ЕЕ о | +00), (8.2) 
Ри Ох < 1, й 


НЕЕ (3.3) 
если и =1, равномерно относительно х 6 [— 1,1], где для |х|<1 
59) (4) = О | , если и | 
т | 
5%) (5) = 0 Г ее И И | (3.4) 
56) (в) = 0 (У"”) | 


При этом: 


29а) тат 4 1 > 1 
В == о ПИ ба, | 
п (-- 1) (1 ит 2а) п 124 | 124 = — 7 | 
: 1 | (3.5) 
5% (+1) = = ши анте если % > 5, | 
0 
У2 2(С +212) 1 
563 не т Но (+). 
где = = 0 (-.) . =) = = ЕЕ ‚аС — постоянная Эйлера. 
п 


Доказательство. Как следует из (1.6), 


бп (1, 2) = т =, я 2) = 


и Г И (Е — Е, 3.6 
О} 689+ (—9)} (3.6) 
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где у = агс с08д и Ё„(и) есть ядро Фейера, т. е. 


АЙ Ле еЕ. | 
яп и 
Ре (3.7) 
2 (п + 1) т? > 
В силу (1.4), имеем: 
У) — вн, | = 5 |} [/ (6051) — 7 (ео УЕ» (#49) + В» (у) | < 
< | |/ (6081) — 1 (605) | {Ен (Е у) + В» (#— у) @ < 
< | [воз — созу | (Рь (Е + У) + РЕ — 9)} 4. (3.8) 


п 


Это неравенство обращается в точное равенство для функции 
а 
х (—1), —1<и<х, 
Г (и) = 


(и—2)*, и и< 1, 


принадлежащей классу Н® (0<«<\). Поэтому из (3.8) и (3.1) следует: 


бо а | [вовй — сову не - У), 9) 


Рассмотрим интеграл 


+= | | <05Ё — созу [® Р, (Е - у) ай. 


т 


В силу (3.7) и периодичности подынтегральной функции, 


п 

а—1 

- Е 
т 2 (п- 1) 


1 
зе “> ету) 
Е БУ 
2 


. (+9) = 


2—«а 


$10 


Е ия 
- 29 |< 2 


2—а 


911 = 


хе) 

я 

| 

а 
в |= 


Я чо 


а 


Учитывая, что 


о = [во (—1<0<1, 


получим: 


и -- 
и. (сов Иа, В. в О 
: (3102) 3 (619 = 


|511 2.с08 у - с0$ Е. у | Е 


(3.9) 


(3.10) 


(3.11) 


(3.12) 


41. 


(3.13). 
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Из (3.12) при некотором 61, |0, | < 2“, нолучаем: 


$11? (п 1) $112 (п т —_” 


Фе — ма 


| 60 # | (91 #)?— = (т 8)? а + 
И 22% в? (п 4) 
я в, \ (50 >) Я и. 
0 


Из соотношения 


783, 


(3.14) 


(3.15) 


тай то), 


Я Ч п 
Е да ЕО ( ых 
ан“ не о >) 
находим: 
> ая 
. 1 \2а 9112 (п 1) & | $102 (и + 1) Ё 
\ (вт >) шо < = | — ра @-0О(1) = 
0 0 
(и > 
а Л 91? ё И 
== 4“ (п = И. \ 23а ОЕ у [@) ОВ 
0 
Если к тому же учесть, что 
ии. при «< 
(+0 = ре : 
Е ] о я 
| \ за — |] Оп) при «=5, 
| ры | 
[0 (1==—1) п -- 
ра 
ты -. (и >. 
©9102 (п -- 1) $1? (п 1 и 1 — р 
\ (81 2)?“ а: = \ ем — 8+0) = О” (п 1)“—1 В 
р ьо 0 


‚причем [см. (3)] в случае О «< 1 последний интеграл равен 


‚ат 
Г (а) эт 5 Ри 
"аа 6, 
‘а при х=1 равен 
- шп 0(1), 
то получаем: 
р Г (а) 1 => 
сова Е = ие +0) (0<и<1) 
: [ть 2% (1 — а)п 
а $11? (п Е 1) Е 1 
\ [208 1 (шах 9 = 5 шп-0(1) (&=1. 
0 


(3.16) 


(3.17) 
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Введем обозначение: 


ке 
2 
$11? ий 
[—- п Е 
@т ) (т 0—2“ Ё 
0 
Очевидно, что при >=, в силу леммы Римана — Лебега [см. Е 
п 
7 
да >) (вт 2)? Чё + 0(1). (3.18) 
0 


где с — постоянная Эйлера. 
1 
В случае «< > находим: 


121 р 24 п? 1 [224 
0 
Г (24а) чп ат иг 
РИ —задмят 0 (1 —). (3.19) 


| 
| 
| 
2 о 2 . 
т ве НО (И = т вн Е о (м) = 
0 
| 
| 
| 


Из равенств (3.13), (3.16)—(3.19) следует, что 


‚ м 
| (4) зщ го | р о ( Е д: 59 (4) (0— «« р 
1» (+ у) = | "1 — 9) ы а. 
. ] $1 
[и и (а (2) («= 1), | 


где 58° (1) определеныв (3.4). Из (3.11) и тех же равенств непосредствен- | 
но следует (3.5). Это завершает доказательство теоремы. | 
Из теоремы вытекает 
Следствие. Дия любой функции 1 (2) ЕН® и любого п = Е. | 
имеет место неравенство | 
71) — в |< 

Неравенство (3.20) точно. 


1 | 
Е (3.20 
$ 4. Точная оценка отклонения при приближении функций класса Тлр1. 
средними арифметическими частных сумм ряда П. Л. Чебышева. 


Имеет место следующее предложение, дающее точную оценку величины | 


6.2 (4) = вир |7 (2) — отл (у, 2) |. 
ен) 


ТЕОРЕМА 6. Для каждого хЕ [-- 11а любови = 1. 259 
ведливо равенство: 


6 уе (2) не: (^ — 2агс со3 1), (4.1) 
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где Рь„ (5х) есть алгебраический многочлен, степени 2п, равный 


А Е Тук (2) ТЫ Ть (@) 
в ое `_ 


Кроме того, при любом хе [—1, существует функция, для которой 
7 (2) — си,» (1, 2)| в точности равно правой части (4.2) *. 

Из формулы (4.2) непосредственно вытекает указанное в конце $ 3 
следствие 1, а также 


Следствие 2. В центре сеомента [—1,1] для любой функции 
71 (2) ЕН? и любого п —=1,2,... справедливо неравенство 


у 1-Е (— Ат Е о 


ло ® ие - ит, (4.3) 


где 0„= 0 при п нечетном и 8, =1 при п четном. Неравенство (4.3) 
точно. 


Доказательство теоремы. Из (3.9) и тождества 


Я (8) = — +» с03 Аи (4.4) 
К =1 
находим, что при у == аге с05 5 
С | чье 
О == (051 — с053) и Е ` о А оз АЕ. с05 Ку › ЧЕ -- 
0 к 
боку вод 1+2 т с05 АЕ. «созйу (4.5) 
п 
к 


у 


— Рассмотрим четыре интеграла: 


Г. = ов +2 ИЕ А соз 4-08 У 46, 
[1 


#—1 


т = +2У п с0$ 1 . оз у} 4, 
0 


А 


(4.6) 


р = +2 АНТ оз - сов Ку! 4, 


у К=1 
Та = | совё + 25 ПИ с0зй! . сз 1. 
У 


* Для сравнения оценки (4.1) с (3.3) см. (2.5). 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Имеем: 
ул +1) да 
ие тняя ВОВ +1) 4 = 
0 


=зшу + т и тсову (++ эт 2) -- 


сени зт(Е—бу, зу 
т. п-1 м Е—1 Е Е 1 ] 
. 1 
уе ЕЕ 605 йУ 1 Ау, 
—1 


Ба ПТ совду. яп АУ, 
К= 


и = эту \ У ЛЕТУ сов Ву [с0з (& — 1) # - сов (# + 1) И = 
у 


ПЕНЬ. зш (А —1)у ‚, эт(ЁЕ- Фу 
® ПА совйу | т | ТЕ | 


Из этих равенств, а также из соотношений (4.5) и (4.6) следует, что 


да : 
65. (1) = эту Е т) (2у — =) созу + 


1 - 
р — 24) созу — аи <0зУ- в 2и + 


2 п--1— К $1 1) у зш (& Е 1)у 

и 5 па соз у | т < ] 
4 < п-+41—& | 

= 97 2 ИН 51т Ау, 
или | 
6 [= ан Не ®«— 2) | 
> Са тео г 9) с0зу — | 
а й 9 а а А, зт Ау | 
(+1) т воз ув у > 4 с0$ ух и) -- | 
2 — А 

тети — <) Хау, (4.7) 


где, как обычно, 


д (и = зш (А —1)у о зтАу | зт(Е-Фу 
р к—1 ГАВНИЕ. +1 


Воспольз уемся дважды тождеством 


т, 
ов А Я У д ик Е И>61 — 105 -- Ино — Ит--19т. (4.8) 
К=2 


= 
| 
во 
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Полагая последовательно 


ик = с03 Ау, и 
их = Ас0зКу, 9 и 
й К т , 
получим: 
и ь п ы 
У союз ид (7) =>» НЕА ( соз Ку) -- 
Е=2 \ к й=о К 
-- эту: 0$ 2у — --сову-зш2у = 
1 й й : 
—- 1603 ПУ 91 "ЕЛу — > 60$ (и + 1) у-эп му, (4.9) 
и . п . 
У Асоз Ауд Е АЕ 
Ко — 
+ 2 с032у-зт у — 5-созу-зш 2 + 
+ —^  созпу-вщ (п 1) у т сов (п -- Т)у-зш пу. (4.10) 


п 1 


В силу (4.9) и (4.10), из (4.7) находим: 


Ш п 
2 эт Ау (2) 2 \\ ША ©) ) 
ВФ = — ар х У А ( сов АУ) —— У ЛО (со5Ау) + 
—2 Е 


Е У ешь: 


1 р) - 
ь и 


2 | 
Е Е: "р: 511 у-с0$ 29 И (п -- 1) у с0$ Пу. 


Но так как 
д) (® соз Ку) = КА (с08 Ку) — 2эту-эш Ау, 
то 


) 2 В 1 — соз 2Ау р У от (2) Е 
те ео т ее, и Ак’ (с08 Ку) 


2 ` ш А 2 2 < п . 
те —- Ул (с08 #9) - ии (1 — <031) р Ир чт 2Ау -- 


4 . 
Я Е т эту. 08 У — (1) 8.608 2 
1 О 

+ -еиеи (п —- 1) у-с05 пу = м с0$ У. 


4* 
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Отсюда следует: 
5 1 


(1) и сы | 
СО = ИЯ 


Е=2 


р 23 (п-+-1— К) эт №у- Ау, (с0з Ку) ту: с08 2Ку 
ЕР й ея Е 3 


#2 


эт и (03? у — с0$ 29) -- 


4 
п (п - 1) 


п 
, Вл АВ аи 
И (4 - вов) 2 г. я 2^у 


5 эт (п -- Т)у-соз пу - (1 — 21) с0з у. 


2 $ 
Гте+о ти +1) 


Если теперь заметить, что 
ДР) (соз Ку) = 2 с08 Ку (08 у — 1), 
то получим: 


у 
2 пу 1 — с03 у | 4 Е 2 
—— 5 605 ЕСО 
Е = р Би ИСО 3 


: | п —2 
зш (п -—- 1)у-с0з пу -|- = г 


к @ +) 


п 1) 


откуда, принимая во внимание одно из обозначений (2.5), находим: 


Утв 1 
$ (2) — Ее+о У р [1 — Ть» (2) ] 
1 


с0$ 9, 


(п + 13 Ти-а (5) Т» (2) вы 2 агс с0$ 2), 
зе 
- (=) = УР) + о — 2 агс с0$ 7), 


где Р.»„ (5х) совпадает с (4.2). 
Теорема доказана. 


$ 5. Усеченные средние частных сумм ряда П. Л. Чебышева 
В настоящем параграфе рассматриваются усеченные средние св, р (7, 2) 
частных сумм ряда П. Л. Чебышева для функций / (2) Е Н® (0<«<0 
[см. (1.6)] и устанавливается асимптотическое равенство для верхней 
грани отклонений |] (5) — 5, р (1, 2)|, распространенной на классе Н®. 


ТЕОРЕМА 7 *. При п-> со справедливо следующее асимптотическое 
равенство: 


6, (Н®, == зар |/(2)—».р(7, 2) | = 


Кх)ЕН(®) 


п 1 
а. (©. 
где О (1) обозначает величину, равномерно ограниченную относительно 


всех хе [— 1, 1], всех р(0 < рп при 0. а 1 в бра и 
при «=1) и всех п =1,2,3,... #**, 


== (У1— 27)" 


п. 


12 51а ОР: Ш 


«|3 


* ИНуатк 
Краткое сообщение о теореме 7 см. в работе (3). 


+ ти ВЕ а —1 оценку верхней грани (5.1) получил С. М. Никольский 
[см. (5)]. Случай р=0, «< см. в работе (11). 
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Доказательство. 1. Рассмотрим сначала случай Ох хх 1. 
Нетрудно р о верхняя грань ©, (Н®) х) совпадает с верхней 
Ее 9 - [7 
гранью ©, ==, (Н“”,, у), распространенной на классе Н“) четных Эж-пе- 
риодических функций ф (и), удовлетворяющих условиям: 
[$ (и’) — ®(и”) | < | с0зи' -- воз и" |%, и’, и’ [0, |, (5.2) 


ф(у) = 0. (у = акс соз д), (5.3) 
Поэтому 


д ии р. Ф (и) [В (и -- у) -- В, (и — у] аи|, 


$6 Н% | [У=ир 0 
где 
ой Ре >. 
Эш | у ий 
р, (2) =. - т 
2 т 5 
или 
т о т-А ‚ Р-Е1 
р: ы р 2 (и НУ) 
= 5ир р 
оО — т а | | 
0 31? —5 
т +1 
т—5 (и у) зт р. (и— у) 
а (5.4) 
в 
$112 


- пк 
где т = 2п — р. Можно считать, что 0 <Зу< > (см. конец введения). 


$ и 
Заметим, что в равенстве (5.4) знаменатели 31? те с точностью до 


Ч Е 
величины порядка 0(-) равномерно относительно х6е[—1,1] и 
п 


 р(0<р-<п) могут быть заменены на = (и + у)?. Это непосредственно вы- 


текает из справедливости соотношения 
п 


1 1 4 ЕН ЗПрЕЙ Я 1 
Ре. а И &—=0| =), 


81? 
$ 2 


откуда следует: 


( 1 
6, = зщ | (и) {Кь, ь (и НУ) Вы, „(и — 9) 4и +0(-), 
ФЕИ“ й: п 
’ где 
ат" . $. т з :. - 1 
Ат, ие) (2) Е РЬ (5.9) 
После замены переменных получаем: 

в. = эр ++, (5.6) 


ФЕН“ 


где ы 
Т= | Фу- +9949). ь (04, 
0 


п--у 
[1 = \ ф (1 — 9) Ви, р (1) &, 


м 
сх 
—1 

= 


—_—— 


пу 


= } Фу Вы» (да. 
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1 
Покажем, что интегралы Л; и /› имеют порядок 0(-5). Рассмотрим сна-. 


чала интеграл /,. Вводя обозначение: 


2-4 
ЛЕ +5, 

— 2 
где г принимает натуральные значения и 0 << _ 

2уп 2+1 

[7] + яр тт" 

в= У | \ Фи-Ууь 
УЕ 2—1. _2ут 
тт” т-1 
й т+у 


— \ эо-ую,фй+ \ (УВ (04 


27-1 и 
ты” [ 2 м 


-Е 
о 


Из условий (5.3) и неравенства 


ь 1 
эт ^5 1 <“ 


| 
"доАаЙ 


(5.8) 


(5.9) 


| 


= 1 
вытекает, что последние два интеграла в (5.9) имеют порядок 0(-. ‹ 
п 


После замены переменных находим: 


ы ыы Е 
— У У—1 К 5 рут о / ут х 
= Ра (—1) | (5 сЧтАВ У) Вт т и) 
мт 2 } 1 
Ра, + и—У) Вы (т + и) аи -- 0(--.). 
Из оценок 
и 
} ( 2ут ) -Е . Р+А/ жж 
— 2 9 и т 
=. а 2 (р) 
р--1 а з 
— мт (ЕТ т) 5 ыы 
Е 1 = “) 
Е ло 
п — т у [3 Р-+'! 
ро т? > У. ме =0(Е”), 
У=т--1 
[| ы х 
С: 
с Ф и п и. п - 
У т-1 у р) ка х 
1 (т - 1)? 
ь | ( 2%п 2 4узта аи < 
т -1 и] 
Е | 
--1 дут 
о (т -- *( а] 
За З \ - 1) и? т-1— 
У: (т - 1)" + ) У аи < 
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ре Зои ира 
он 


Где с, с1, с» — абсолютные константы, следует, что 


> я а 
(т -- 1}? | ь ме 


О ЕТ 2; Ре о 


"511 | +1 
оу} 2 а + 0 (5), 
2 
(т, -- 1) +1 < : 2 и 
[11| < сз и р 2 зщ 1 `9 (> —9) =: = 
ы 
в я 1 Л 
= — У ЯАЕИЬ] ее а 
| тих ры 8 — е 
У—т-1 
Интеграл /. оцениваем совершенно аналогично и получаем: 
Га 
ь=0(-=). 
= я” 
Следовательно, 
6, = зар |1(9)|1-+0(-.)- 
ФЕН“ =. 


Учитывая (5.8), неравенство 


4 
Ри 


п 
т-- 


вену ее ИВ,» (01 = 0 (5), 


0 


а также то очевидное обстоятельство, что оценки (5.10) и (5.11) остаются 


справедливыми, если в их правых частях производить суммирование 
В пределах ОТ У =1 ДО у =7, находим после замены переменных: 
(т — 1)? зи] 
о У уе ау 
т 
2уп 2уп 
. \ $ и (у+и— и -- 9(у-и- р 
0 : 
2" 2уп 1 
ноль ина рано). 64а 


Так как Ф(1) принадлежит классу Я® [см. (5.2) и (5.3)], т 


11 (Ф) |< 


” вт (РЕ) 
2—1 (т = 1)8 < т 1 [5 | и т) 
а т а / 


=1 


ние (у т}. вт" Аи (пи) ди +0 (=. (5.13) 


равномерно для 


всех Ф(ИЕЙ®. 
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> РЯ 
С другой стороны, можно указать такую функцию Ф» (ЕН, для 
:: И 
которой интеграл /(Ф„) с точностью до слагаемого порядка 0(=) 
п 


совпадает с правой частью (5.13). * 
3 самом деле, определим на [0,*] четную периода 2т функцию 
ф (1) =», (1) следующим образом: 


> 2тт 
В, 051<5У— и’ 
и МВ 2+1 : 2уп 
(— 1) о п“ (у — т-Е1 с) $119 (ч —# — ры -- В. 


2у +1 р 2ут 
Ут = 
у=г—1,7—2,..., 1, 


т - \ т 
у = 2у —1 
у=г,т— 1, В | 
2; г 
0, УЕ т, | 
У— = —4 . 2уп 
се ен | 
2—1 2 
ЕЯ а. 
у= 3,4, ‚м, | 
9—1 а 2—4 ге 2уп 
«9-1 1) а аа (+=) эт (течи) + Г 
2ут 2+1 
Уи Е 
у == 23, ушей) 
ее 2(и+2)п 
А ет 
&—1 АР а х 
(—1) 22 т и ) в (| т Ну) +5, 
2у —1 уг 
Ур 


| = -Ро Е. 
(—1)’2 7 ‘зша (у - А с) 311“ (. —у— ты 2 ной 


т 1 те 1 
тя 


Уч < о маг 
о 


2 
о Учат, 
(5.14) 


* Аналогичное исследование экстремальной функции проводилось в работе (?). 
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где м, — наибольшее четное число, для которого еще выполняется нера- 
венство 


а В,, 1, и 8, — величины, обеспечивающие непрерывность функции фи (#) 
(Вл = 1 = Ти, = бице = 0). 

Докажем, что функция ф„ (#) принадлежит классу Я®. Для этого до- 
статочно Доказать справедливость соотношения (5.2) дая’ любых 
<И<ИХЬ, ибо ф, (9) = 0. 

Пусть 


РЕ } : 2 
р а Е т" о 


] 


Пользуясь известными свойствами функции 4%, а также неравенством 


получим: 


ле =. и __ 9 а мы РЕ е ре е уг \ 
Фо -—Фь (27) |=52° || зщ (у т =) {т (уч) 


. и 2ут 9— . 
— и" (у—# < | зт* У к) 


< 21 в = | с08#’— соз#' {[. 
Аналогично, если 
2уп р Е 2—1 
О о. а. А РЕ 025 ГЕ Ао: 


то 


[2 
. 


|9" (#) — (Е) |< | с03Ё — со 


_В случае же, когда Ги Г’ принадлежат соответственно двум «смежным» 


частичным интервалам определения Фи» ({), т. е. когда 


2-1 й 2ук 2 я 2—1 
а 


п 


Ч) 


то, пользуясь выпуклостью функции 2%, убеждаемся в справедливости 
№›.2) для Ё и Г. 
Нетрудно видеть, что (5.2) имеет место также, если Ё и {" принадле- 


жат двум частичным интервалам, прилегающим к точкам Е =5-- — г 
2 , 
я В самом деле, если 
й п п и 2п 
а 


[см. (5.8)], то 
[Ф» (Г) — фв (Ё)| = 


во (а) $ (| = 


2 р" 7 и |“ 
< [со (у— ин) — сов | < |с03Ё — соз# |. 
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Если же | 
3" гы 2 " 
ти ср бы ные ат" ь И» 
то 
' и" / / 2 , па 
рт (Ё) — Фи (Е) | = | фи ( (уч) < |созЁ — созЁ' |. 


Итак, доказано, что если Ги Г принадлежат одному частичному 
интервалу определения $„({) или двум таким соседним интервалам из 
сегмента [0, у], то соотношение (5.2) выполняется. Подобным же образом 


2 
Чтобы установить справедливость (5.2) для любых Ё и Г’ из [0, п], 
исследуем поведение функции Фф„(Ё) на [0, =]. В пределах интервалов 
2-1 _ р деи О 4; он ЗЫ г 
| Рю г | или Ё Я а функция. 
Фи (1) монотонна и имеет в концах этих интервалов соответственно мини- 


мум и максимум. Эти максимумы для де Ве. расположенных на сегмен- | 


п п 
это доказывается для сегментов |, = И | , < . 


У . 4 
тах. находящихся левее — р ‚т.е. для Ё ‚Уу— =] и | +5514 
у- Не возрастают слева направо, а минимумы соответственно убы- 
вают. | 

47 
В самом деле, рассмотрим для определенности сегмент [у -- = — ‚| 
2 ит 
УЕ р г. Из (5.14) следует: | 
ь 2—1 у 1. / С г. = 
фи [у + т к) = (— = 31" у Е т ® я ОТ | 
У—1 9—1 а 
={--1)’ 2 ва (у И к) ве 1 В | 


| 


Отсюда вытекает, что 2^—1< эк, Тк > {эк+1 и, следовательно, 


Ак 1 . Ак | 
ве ит =) (+ Еж), 
орви, | 
Е р / 4-7 

ви (у т") > 9 от =) 
| 
| 
что подтверждает справедливость высказанного выше утверждения о по- | 
ведении частичных максимумов и минимумов сегмента | — нее. е | 
2ит м | 
т т т : | 


и. — убеждаемся, что такое же явление имеет место и для сег- | 
2к 
мента |0 О Г 
| = -_ Е О — г], расположенного слева от >. 


2ты 


2 (6-2) п 
Что касается сегмента Ё ЕЕ. кт т | расположенного 


т Ч 


правее > › ТО, как это показывают аналогичные рассуждения, там имеет 


место обратная закономерность: соответствующие максимумы убываюто 
слева направо, а минимумы возрастают. | 
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Пусть теперь О<ЗЕ<Е т. Рассмотрим следующие возможные 
случаи: 


З® й 2 Ат > 5 
с 
2—1 ре 2 2 2 В 21-5 
ие у, ое кун В 
(5.16) 


3) имеет место любое расположение для Ё и {!/, отличное от слу- 
чаев 1) и 2) Е<Р.. 

В случае 1), пользуясь монотонностью и выпуклостью функции 2", 
имеем: 


| в (Ё#) — фа (1 "(+ и) ==) 


а т. | И 
= 2 |5 (у о Е ) | [55 |< 


и |“ 
. 


< 2" тут, "< [608 — сов: 
В случае 2) аналогично: 
"Фи (ЁР) | 820 (у + р с) ет < | с0зЁ — соз# {*. 

В случае 3) произвольного расположения Г и Ё, в силу установлен- 
ной выше закономерности в поведении максимумов и минимумов функции 
Фи (1, всегда найдутся две точки Ц и $, обладающие следующими тремя 
свойствами: 

Поиск 

6) Точки В и Ё&, обе принадлежат либо одному, либо двум «смежным» 
частичным интервалам определения $„({) или же удовлетворяют усло- 
виям (5.16) либо (5.15). 

в) $. (1) = (Г), $" () = $1 (Г). 

Отсюда следует: 


фи (Е) = 1 Фи (В) — Фв (1) < [608 & — с0$ 6] < | с08 # — с08#. 


фи (Г) | < р 


| Фп (Г) 


Этим доказано, что ф„ (К ЕН”. 
Если принять во внимание, что 


Е т вт (Ре | «( Эуп ет 2-1 | 
р-+1 У? ни т) __- (р ) х 
У=1 
я 
7 . У о 
х \ в — (я1щ и) аи = 0{-=), 
‚о 
Е 
? эти |——— УМ 
(т + 1)? (2 )- ( и т 
Р+1 > У ву) — “(Ут ") Х 
т 7 
х \ ве и. (вши) 0(-=), 


о (5.17) 
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1 | (Ра ) г т 
Бе НН ен 
р+1 = 


‚ ту г | дХ 
\ ш—— и (шт и)" Чи = 0(-=), 
0 


то из (5.12) следует: 


9%—1 (т ТЕ 1)? п Е г - =) Г уп 
, \ \ 
1 (фт) о Р-+1 У? [ль \7 ыы т +1 Ч 
у=1 
3 ут \ ‚т . = | сы 
+ те (ут) \ т т и (ти) ее. +0 (==) = | 
0 | 
се 
21 (т-+ 1) | (2 +1 2уп 8 2уп | 
трее С [ве (у г) -- эт (яр) 
т-Е1 1 ) 
х \ эт” к и. (511 и) и -- (= а) - (5.18) 


тотическое равенство. 
Отсюда, если принять во внимание соотношения 


0 
Таким образом, функция <, (В 6 Я“ обращает неравенство (5.13) в асимп- 
(т и)“ — и® = 0 (из“), 
| 


к в Г уд (5.19} 
| зн О ани 
находим: 


ФЕН® ь 
| 
п 
т Ра > 
__ 2% 72 зщ у\а т 1 х м (2 1 т) С 1 и 
(ый) а г фев +0 (1). (5.49). 
= 0 
Пользуясь неравенством 
т-1 
Е ща (РЕ) 
1 т + 1 _ Ф+т ПЕ 
и У? (т -- 1) у т 1)? 
вытекающим из известного соотношения 
шт 1 
и 
имеем: 
№] = 
а-1 р 2 
2 \а 1 
ф„ = 2 (ту (т > у} “яве 0(+)= 
У=1 0 п 
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(а) НЕ Е Е 
©„(Н мо = 4 г ) Я 


2—9 |2 


ЕЕ РО (-=) ‚ (5:20) 
п 

где О(1) равномерно ограничено относительно всех х@[—1, 1], веех 

| р (0% рп) и всех п=1, 2, 3.,,.... 

Итак, для случая 0 «< теорема доказана полностью. 

2. Случай « =1. В этом случае, как известно, класс ИН“ совна- 
дает с классом И’ функций 7(2), имеющих почти всюду производную 
7 (2), удовлетворяющую условию |/’ (2) <1. При этом вопрос об асимпто- 
 тическом поведении ©, [9% 2) сводится к оценке верхней грани мо- 
’ дуля интеграла 


ее =5-5\/ О ЕЕ у)} ай, 


0 у=п—р 


`’ распространенной на класс И’ [см. (5)], где 


со 


= и. (5.21) 


К=У-1 


В этом можно сразу убедиться после интегрирования по частям формулы 
. 

| для уклонения |} (5) — ов, р (1, 2]. 

Учитывая, что 


1 
Е 


1 У |} Уз дащир е-и +29 @+у1@=0(4-) 6.22) 


равномерно для всех уир (0<р<"б, 0 <1), находим: 
1 
т й. 


= ЕВ | \ = \ Я (сов) ше Ве — у) а + 


1 
и - 


т 


т р (сов) эт. У) 4] | т о(-.). (5.23) 


0 


Применим к р (++ у) известное тождество [см. (4), (3), (1°)] 


с05 ны 
1 р эп (у 1) и 
ВА = м 
” о ый 4 в” 
2 2 
Ей у и (5.23.1) 
ен дате 
где 
АЮ=Е-тЕг, д? (1) = А (&) — А+ 1) 
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Тогда 
1 
: т п с05 ет | 
р. 2 РР ВЫ ОВ. / < 1 а ие] 
11" | = В, | т Е От ни: о 
За : и 2 
п сов Ту) 
+ У (со) эт . ар + 
5 2.2 РИ 
2 
Ее [9 + 19 ке 1% ‚- № Г . Е ® в 1 —- 0(-,) . (5.24) 
где 
р | 
А 1 — 1 | 
т - а | 
В ГЕТЕ | 
$ 4 911? и 
УЕ > к 
к СЕК ово О-и) 
40 =: =, (сов) ша ———о—щ, 
ы || 4 811? ня < 
а в (5.25} 
1% а = \ — (со Е) сш У! А (К) за (# + 1) (#— У) ЧЕ, 
0 Г 19107 >“ | 
У 1 ( кк | 
1 =— \ Г! (сов зшЕ у ЕО, | 
я В =у--1 С | 
а - | 
= (сов зшЕё У Е | 
|. КУ1 4 3102 — их у 
Оценим 1, =, д ..а, 6, считая, что уы 
1715 -= 


а Ш 
4 91 5 


г 
\ Ё [03 (у — и) зп у) Е ав | = о( м ) ‚ (5.26) 
1 


(У) С 
М 


4 51? >. 


) 7 [сов (у + и) эта (у + и) Им д | 0 =) ‚ (5.27) 
1 


1 
* 
Рассмотрения для случая у 7; аналогичны, 


| 
| 


ПРОЦЕССЫ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 799 


ку 
Е \ [03 (и — У) т (у 
у 4 91? —— 
р 
ея , : Й п--у | 
о О, + пу И 
У 451 >. у 4 зи 
6 г 9? и , и аи 
<= (+1) ы Чи -|- | т у| т 
у 4 51? я 451 
1 1 1 
= 0 (-.) - 0(-=) — 0(-,) ь (5.28) 


где с — абсолютная константа. 
Если принять во внимание, что 


-‹( 1 у а, 


Е: 
о 


Е=Ут 9102 5 $112 5 НИ 
то находим: 
и 
(у) Ч. Г ам п 
7 0(-+ ое) —- О (5.29) 
7] 
т 
(у) м \ Е 
®=0(), (5.30) 
к 1 те | $1 ш (А+ и| 
(У) < | ь и и: и 
Г, == й 2 КЗ \ : 2и Чи | 
У И 48 = 
тит Е В, 
+ | у| ) — )и| Е № 
р 4 910? 5. 
со со 55 
1 м и 1 1 
=0( я = + у ты хе =) =0(--). (5.31) 
Е=У-Т и 4 в. У=А-1 


Из (5.24), оценок (5.25) — (5.31) и соотношений 


1 1 мае 
Во в-оеы), В у -о (ен) 
у=и— $ у=п— 
вытекает, что 
1 
Й п ) ИА и сер Е и) 
и \ -- \ Г (со п 
о т о. : и 2вш 2—9 
м т = 
п с0з —-. +” | т. з 
а о (с0$ #) та 48} -- -,-) (5.32) 
0 рт" Е 
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Покажем, что интегралы 


1 т т, сов РА) 
а. 2 
Е \ я 2 (сз [) зш ира ЧЕ, 
27 у=Фпи—р Гр) 
. 7 пвп 1 с08 Ее -у) 
Бои \ \ — (совр зшЕ 1 
О 1 чет. ВИН т У у 
0 уп— Я) 


имеют порядок 0(-,-) равномерно по у и р (0%р<пб; 0< 1. В са- 
т 9 


* 1] 1 НУ 
п=0(т о о ] вм Е У аи) — 


В и 
А 
2 


Нот бен) =0(#). 


а 


Аналогично. 


1 п и 
в=0( У \ И и) =0 (1). 
; и п 
жет в Зы 


Из (5.32) и этих оценок следует, что 


: она. 
И > и \ Фон и)} 


где 
ф (2) =Р (с0$ 2) зщ 2. 


Представим /” в следующем виде *: 


Ее 
п (р 1) (п д 
У=п— 


ое 


р 


ы в05—_ и 
| Фон) — ии) 2 + 
го 


п 
2 
=п"—ф 


Е. 
) | 


ночи +о() 


Рассуждения, аналогичные проведенным в работе (1?) 
7 == - | и [Я 
ОНО И! (5.34) 


Е 


‚ дают: 


* 9 
Этот прием был применен в работе (1?). 
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где 
м Уч АН и 
5! с0$ и 
о: (у и) ф(у— в ди, (5.35) 
Нее 29 — 
п р 
а Л — целое число, для которого 
У у Я = 
Ту = с05 и 
х= шх > | Фити 9-1 — а, 
РЕ от = 
т 7 


У 
в {1 [оз (у и)] $ (у + и) — 7 [сов (у — и)] зв (у — и)} Ам (и) аи, 


эт (М +1 пр). -608 (М1 +8 — р) 5 


Ах (и) = 


2 3? = 
рн. 


Нетрудно видеть, что 


у 
|1 | = | \ {7' [со (у  и)] — 7 [с0з (у — и)]} зщ(у — и) Ам (и) аи + 
в 
+О0ф-+1) = | ту \ (7 [603 (у 4 и) 1-Я [608 (у— и) Х 
ео 
те ). (5.36) 
р 
Но [см. (1?)] 
с03 (М1 +1 —Р). 5.9 (М1 пр) 
Ней Вай Аа 
ии 2 зш? 5- 
Я п 
== 1г+0(. (5.37) 


Отсюда получаем: 
Пе + т Оф =0|Ф+0ш т 


Следовательно, 


о р 1 п = 1 
" [ера о. 
Итак, 


6% 


0 +05). 


5 известия АН СССР, серия математическая, №6 
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Если учесть соотношения (5.36) и (5.37), в которых № следует заменит 
на п, то получим: 


-7(1) д ол п 1 
в ти +0(-,), 


п 


И О п 1 
Ее 2) =-5И1 —2 58 У +0(-,), 


где О(1) равномерно ограничено относительно всех 2, всех р (0 <р< "8, 
9 <1) ивсеех вп= 1,2, 53). 


$ 6. Линейные процессы приближения алгебраическими многочленам 


В этом параграфе рассматривается последовательность многочлено 
ип (|, т, ^) [см. (1.3)] и устанавливается асимитотическое поведение верх 
ней грани отклонения |] (5) — и, (/, 2, ^.)|, распространенной на класс Н®] 
(0 <*«<1) функций 1 (57). 

Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 8. Если система чисел 9 (К =0,1,2,...., п 1,2 = 4) 
№ =0) относительно Ё является выпуклой и монотонно убывающей 

3 


т. е. если 
4 


(т) — 
д 20 д 0 
то при п->- © и 0<«< 1 справедливо асимптотическое равенство: 
п (т) Е 
(а) р 24-1 (У 1 — 2 . : 
О о, р - Кизи +0 (2), 6 
п п? п“ + п—Е-+1 о. ° 2 
й=0 0 | 
где О (1) равномерно ограничено относительно всех т (— 1 <5<Ти вс "' 


п.о, 
Доказательство. Очевидно, что верхняя грань 
а (а) е гу - 
©. =6,(Н”, х, №) = эчр |1 (2) — иа (}, т, №) 
ГЕН (®) 
не отличается от верхней грани ©, (Н”, у, *), распространенной на уже 


рассемотренный нами класс Я” (см. $ 9) четных функций ф (и) периода 2х, 
удовлетворяющих условиям (5.2) и (5.3): 


6. =. (Я. у, А — эр (и) {А» (и - у) + К, (и — у)} аи |, (6.3) 
где К„(и) определено в (1.7). 
Рассмотрим 


= 20) (К @ +К, (и — У} аи (6.4. 
0 
После преобразования Абеля имеем: 


1($) = > А 5% (ф, у), 
к-0 
где 5% (Ф, У) — частная сумма 


ряда Фурье по а А > 
Ф(#) = 1 (созё) 6 Я". УР рядка четной функци! 
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Е еще раз преобразование Абеля, находим: 


че 2. (п й) _* 
= о=- За (Е НТ) о, к (Ф, У) + @-- 1) А" (фу), (6.5) 
ГДе от, х (ф, У) — усеченные средние сумм Фурье 5» (ф, У) [см. (1.6)], 
Из теоремы 7 вытекает, что 


т 


| бт, к (Ф, у) < п 


и а 
О Е п 1 

1% 310 Е ЧЕ. п о (=). 
= | +1 7 И 


Кроме того, справедлива оценка 


1,» (И 9(-=). 
Из этих оценок и равенства (6.5) следует: 
5 и 
ке (9 4 У +1) 491+ 
е р 0 
+0(-. > Хак в) + ОПАЛ" | + 1). (6.6) 


Принимая во внимание (6.1), находим: 


чь 


ра-1 я Пе: | п—1 ь 
№ ($) < —-= (27. }езеа > (А + 1) 42 м я о Е 
0 


т? % т 
1-0 1=А- 
п—1 
Ри ) (т) х : а (п) 
о па о и Ро и —^“”))}, 


или после преобразований Абеля: 
п 


2 


а-+ : т и (п 
19! <= = (%*) еше > —" — Е: = +0(- 


и В 


-)› (6.7) 


0 


где О (1) равномерно ограничено по всем у и всем п =1,2,.... Учиты- 
вая (6.4), подставим в левую часть неравенства (6.7) функцию ф (1) == $» (Й, 
определенную в $5 [см. (5.14), где т = п] и принадлежащую классу Иа. 
Она не зависит от А и поэтому обратит неравенство (6.7) в асимптоти- 
ческое равенство (см. $ 5). Отсюда вытекает: 


к 
а--1 А - ) д» 
о аще Но (=) 
0 
где О (1) равномерно ограничено относительно всех х(—1<:1<1) и всех 
п =1, 2,3, 
Теорема доказана. При ^(") =1 она была ранее получена в работе (''). 
Очевидным следствием теоремы 8 является 
ТЕОРЕМА 9. Для того чтобы линейный процесс ии (], т, ^) с матри- 
цей \"), удовлетворяющей условиям (6.1), при п—> со осуществлял па 
о* 
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классах Н“®(0<я<\1) приближение того же порядка, что и зир Е» (]), 
7 


необходимо и достаточно, чтобы выполиялось соотношение: 


вы 0(1 (6.7’) 

—т=0(). 1’ 

Ри к 1 

ТЕОРЕМА 10. Если матрица \(") такова, что система чисел 
30% 


ит) = Г: (Е =1,2,....п-1; ш = 0) 


удовлетворяет условиям: 
Ди) < 0, 4?” >.0, (6.8) 
то имеет место следующее асимптотическое равенство: 


4 У 1 — 2? 


т? п 


@ (Н®, 2) = х, ан ыиоеы 1). (6.9) 


Доказательство. Как уже отмечалось вп. 2 8 5, класс Н@) совпа- 
дает с классом И’ функций /(5), обладающих почти всюду производной 
7 (@),[/' (2) <1, и поэтому: 


©. (Н®, х, *) = зар [7 (2) — ив (7, 2, *) |. 
16 


Из (1.3) после интегрирования по частям следует: 


[7 (2) — и» (7, 2, №) | = та (}, <, ^) = 
‚ п-т 
— —. > и") соз Ку й (с0$ 2) за Ё- т АРаЕ -- 


0 


ит у й (051) шов Е |. 


К=п-2 0 
Применяя преобразование Абеля, получим: 
га (2,3) = |--Х дык, 9) + 
К=0 


=: 1 


Л 
Н=е-ео ФИ 


— 25щ 5 


+1. 99 ен: + за, 


где 
со 
ла. с0$ АЕ 
ПРО: Учжеы 
я К=т-2 


ЗА Феи 


1. 
—% 2 эт — 
р $ 


о 
608 = Е. 5): 


сть частная. сумма порядка А ряда; 


сопряженного к ряду Ф 4 
ции ф (у) =./' (с081/) “чу. а ряду Фурье ВЕ 


] 


а (6.10) 
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Учитывая, что 


т 3 
605 5 оз (+ 5)! 
) Фе у) @—0(1), 


291 5. 


не 


(6.11) 
У 


} фо 2 е+уе=о (1), 


т 
у 


имеем: 


т) = | У ды Зв (ф, у) + 
Ё=0 


и ат — | 
о 
= т 2 зщ > | 
у? 


п 


а. т о + форении. 


т 
их 


Применяя тождество (5.23.1), а также тождество 


е 1 
2 Аш — = п-1 


получим: 


и =| У 4, ) — 54 фу — 


й 1 1 
Ея [1 
ты —. у Зы 25-5 ыы 
3 
Й Й 4 \ коз (и )ы 
о ф(у—и) в — 
п \п-1 3) } от 
9 
о мо . и 2) 


Э 
8 т 5) да Г. 1+9 ео ПР Г ТА 


1 
| 2 т >. 
. где 


= \ Фи-м фичи) 
т 285 


а 1+ (г=1,2,...,6) — интегралы, определенные в (ба: 
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Если учесть соотношения (5.26) — (5.31), а также неравенства 


т о е+ 3) 1 
аи =0[(-—|, 


Ли 
А : п 


г 

.) 
ПБУ 608 (. —:- 5) и 
ГИ. 


\ ф(у-и) 4и | —О (1), (6.12) 
те 2 т = 
то получим: 
п — | т 
пи (р ж,Ю = № Ди {Ф, (у) — 5к(Ф,у)} | 0) (--) : (6.13) 
Е =0 | 


После преобразования Абеля находим из (6.13), что 


п—1 п, 


мира) = | Аа Х 4—5. 1 
К=0 1—=п—А 
(о ил 
и У) ф, (9) — $ |+0(+)= | 
фи, 1—0 | 
= |-> (4-4) Ав Фи) — в кф, У) | 
^—=0 
ГА х 
— и") (п - 1) [Фи (у а „ (Ф, У-О{-}» (6 14) 
где 
р 1 п 7 | 
бп, К (, у) Е р 5: (3, У). (6.15) 
1—=п—Ё 
Из (6.10) и (6.15) следует, что | 
Е 1 р : 
бл, (Ф, У) = — \ $ (0) Он, к (Е — У) 4, (6.16) 
где к 
21—41. Е-1 
Й С05 ` 2 Ш 2 и 7 | 
О ви = ы ы (6.17) | 
25 2 (Е -- 1) 91? = 


Принимая во внимание, что 
ры 
у 


$(1) От, к (Е — у) 4Е = О, 


1 | 
= 
И? 


оценим уклонение | св, к (Ф, у) — $. (у) | с точностью до ограниченных 
золичин [ем. (1”)]: 


| фл (у) — о», К (ф, у) | —= и \в Фи — и)] ве —- 
ги = 
а п 2 —А- 1 Е+1 | 
Л с 60 (Е — 9) яп $— 
а. г — - инь в | 


би 
—® ит 28 5 2(Е-+ 1) 
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| ( а 1 "8" 4 
и 
+01) = |=} Фи и) феи 1 рии + 
и 28 5 ОЕ 285 
те т 
1 пу 0 и 1 
и 4 ь 8—5 из и 
Г ф(у- Е ао, ф(и у) т. о 
-- - > а 2 51? > 
9 вы. 
Й т сов — я изт = и 
о ф(у—и) аи -- О (1) 
Е И ов 
Из неравенств ы 
п-у 
Г от -№ |= 04), 
Ры 85 
51 —Ё : 
п 608 = о. 
\ ч9—и) т О 1) 
ту 2 51? =. 
` следует, что 
| Фи (У) — и, к (ф, у) | = 
Рей 21 —-+-1  ЁЕ-1 
Й 9 с0$ 5 ит 5 и 
5 [ф(у + и) —ф(у— и) - ди | -- О (1) = 
И. 281? 5 
у? а 
1 ‚ Ь Е 
(О и же р [с0$ (у — и)] } т (у — и). 
® 
21 — Е - К] 
с08 р) из 9 и | 
= ди! + О(Т), (6.18) 
2 811° 5 
ибо 
ЕЕ пы 
ви , 08 7 ити 
\ Г [с0з (у-- и)] {зщ (у и) + за (у—и)} - 4и=0 (Е-Е1). 
1 23102 5. 
п 
Из (6.18) вытекает: 
п—у 
= = &ш у р д «4 Ва | 
1) — Зы кф) = АИ 4 [08 (у Е в) У [озу — в) 
О 
Зы › №ый 
©05 о р) и 
= Чи (1) < 
23ИР 5 
ю 21 — ЕЛ в. 
= 2 зт у \ ов 2. изт 2 48 +0 (4). (6.19) 
ЗЕ р и 
| ры #1? 5 
п 
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Учитывая, что, согласно (5.37), 


в ‚ Е-1 
| Пи ый о и 


ди 


в 


и 
т 
2 9т 5 


находим, что 


— — = 4 : 
1$» (У) — эн, к (Фу) а ша + 0 4) 
равномерно относительно всех уий (0 << п). 
Возвращаясь к (6.14), получим: 


. п—1 
Г» (1, 2, а 2 (®--1) | риа т — 
+9(% > ‚ЕЕ 14 ьа) 3 О Ч |ы +0(*). 


Принимая во внимание усафеня теоремы, имеем: 


=, < < Омь {| Я +09) 


ЕК 


п—1 


О [$ (#1) Ак Оп - 1) (1— + 0(1) ы 
` 1—2 шп 
Е 


ЗЕ ЕЕ 


__ 41—22 


2 


у, О (6.20 


Рассмотрим функцию ы (и), а которой 


с0$ Ем (2 ) 
1 соз #] = зат А | (6.21) 
Подставив ее в т» (], х, ^), будем иметь [см. (6.14)]: 

п—1 


пом = | Х + А) — 2. к, У 


8-1)? (9) — =, „®, 9] +0(5), (6.22) 


где индекс 0 указывает на то, что в соответствующие выражения под- 
ставлена функция (6.21). 
Из (6.19) получаем: 


1$ (9) — он, в(ф®, У) | о Гвен +4 Двозы-в)- 


20 —--1 п 
сов ты Е 


и м + 
| +04) = 999 | } {сов (у- а) — 
1 


2 з1п2 5 


21—14 Е 
изв 1 


Г с0$ 
= р. [с0$ (у а и)]} 


4 |+ 0 (1). 


2 3112 -5- 
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Принимая во внимание неравенства: 


зы ча =0(1) (1#| <"), 


ЕН Е-1 
1 5 р) и 
| К-+1 \ т ест |4 —=0(1) 
1 


|фо (у) — он, к (45, у) | = 


шп к Е 
. О 
== \ {7, [60$ (у - и)] — 7, [с0з (у — и)]} Ё И 
т 
эт Е еее 
к: и 
|} есь (и + в) — Ху еову и) в +01) = 
1. 
бы 
; ©05 ( 9) 
= \ |. \ Г. [с0$ # - г #|-+0(1) = 
у Е У 
Е Е с05 
у) 
и ы \ : ков) 
| ак 
= 21-1 
а 08 2 и с 
В \ - 4и = =5туш 1 --0(1). — (6.23) 
1 


Так как функция /,({) не зависит от Ё, то из (6.20), (6.22) и (6.23) 
следует, что 


4У 1—2 
ОИ „а ^) = [= ^ 


я. Е (-.), (6.9) 


где О (1) равномерно ограничено относительно всех х и п. 

Нри \( —=1 эта теорема была доказана ранее в работе (°). 

Из теоремы 10 вытекает 

ТЕОРЕМА 11. Для того чтобы линейный процесс и» (], х, №) с матрицей 
^"), удовлетворяющей условиям (6.8), при п-—>со осуществлял на классе 
Но) приближение того же порядка, что и г Е» (1), необходимо и 00- 


статочно, чтобы выполнялось соотношение 


и хи" 
х —=0(1. (6.24) 
Поступило 


25.У1. 1957 
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П. Л. УЛЬЯНОВ 
О БЕЗУСЛОВНОЙ СХОДИМОСТИ И СУММИРУЕМОСТИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе исследуется взаимосвязь безусловной сходимости и сумми- 
руемости тригонометрических рядов. Аналогичный вопрос рассматривается 
и для ортогональных рядов. 


Введение 


Некоторые из результатов этой работы непосредственно примыкают 
к результатам работ автора (3), (3). 

Настоящая работа состоит из трех параграфов. 

В $1 доказываются некоторые вспомогательные результаты, которыми 
мы пользуемся в следующих параграфах. 

$ 2 посвящен изучению тригонометрических рядов. В частности, в этом 
параграфе показывается, что безусловная суммируемость тригонометри- 
ческого ряда эквивалентна безусловной сходимости с точностью до мно- 
жества меры нуль (см. следствие 4). Кроме того, доказывается, что перестав- 
ленные ряды Фурье функций / (2) © // (0, 2*) прир < 2, вообще говоря, почти 
всюду не суммируемы любыми методами Тёплица (см. теорему 6 и след- 
ствие 5). 

В $3 рассматриваются ортогональные ряды и выясняется, при каких 
условиях получаются результаты, аналогичные результатам для тригоно- 
метрических рядов (см. теоремы 7, 8). 

С другой стороны. в этом параграфе сделана попытка объяснения 
того случая, когда для ортогональных рядов получается результат; от- 
личный от результатов для тригонометрических рядов (см. теоремы 9, 10 
и замечание 10). 


$ 1. Вспомогательные результаты 


Пусть {4»(2)} — ортонормированная система, состоящая из ограниченных 
функций, определенных на отрезке [0,1]. В работе Д. Е. Меньшова 
со 


\ | 

[см. (5), теорема 4] по существу доказано, что если ряд _ ах Фк (2) всюду 
Е : 

расходится на [0,1], то его можно так «разбавить» нулями, чтобы вновь 


полученный ряд всюду на [0, 1] не суммировался наперед заданным мето- 


дом Тёплица Т *. 


* В этом же направлении (разбавление нулями) имеется результат В. М. Дарев- 
ского (?) для числового ряда и результат А. М. Олевского ($) для функционального 
ряда (члены которого ограничены) при наперед заданном счетном множестве методов 


суммирования Тёплица Т’,. 
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Этот результат Д. Е. Меньшова допускает обобщение. Предварительно, 
введем обозначения и докажем ряд лемм. | 
Через Т = |а„,ш| мы будем обозначать регулярные матричные методы! 
суммирования Тёплица, а через 7” =|а»,ш|— такие методы Тёилица, у’ 
которых третье условие опущено, т. е. не требуется сходимость рядов; 


со 
о |@,т| (п то) 
т=0 


и, тем более, ограниченность их сумм в совокупности. 
ЛЕММА 1. Пусть Т“”= |4, ш|— некоторый метод суммирования. 
Тогда найдется последовательность положительных чисел п, таких, что’ 


если последовательность {5} Удовлетворяет неравенству |5к|<\,, то 
последовательность {9,} суммируема методом Т* к нулю. 
Доказательство. Так как 


Ни Яр а ЭН ЦИКЕЕ 0: 25270, 


п—со 
то для каждого т найдется такое Вт, что |ап, т | < Вт при всех п = 0,1..... 
Положим | 
1 
= (т=0,1,...). | 
би о т=0,1,...) 

Покажем, что эта последовательность удовлетворяет требованиям леммы. 
В самом деле, пусть |5*| < 1. Тогда для всякого =>0 можно подо- 

брать такое М, что при п> М 


|3 ль | < УИяьищьн $ ыыы 


т=0 т=М-1 


если М и М подобраны подходящим образом. 
Из леммы 1 непосредственно вытекает следующее утверждение: 
со К 


если сходящийся ряд ий Ь; =5 таков, что 5 = 2 = ак с | мк |< 
К—о 
<”, при > №, то этот ряд суммируем методом. т ко. 


ЛЕММА 2. Пусть ряд 


со 


в ых 
Я № 12...) 
К=1 

сходится на м Е® Е® 

ножестве с тЁ` 0 и в | 0 — некоторая последова- 
тельность положительных чисел. Тогда можно найти такую последова- 
тельность п <п.<... и такое множество Е® < Е® с тЕ® — тЕ®, 
что ряд 


со 


о мии 9 


в 
сходится на Е® к функции Е® (2) и при этом для %6Е® 
м 


[5°5 (2) — У, 5) 


К-=1 


<: при М> М, (ть, 1). 
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Доказательство. В силу теорем Егорова и Лузина, для каж- 
дого А можно найти совершенные множества 


в в 
аа (про > тЕ®— 


‘на каждом из которых все функции /” (2) (1=1,2,...) непрерывны, а 
со 

И у Л (2) сходится равномерно. Положим 
= 


Е® = иш Р®. 


п—со 
Ясно, что тЕ® = тЕ®, Пусть 
5 й 
вир | (6) |= ИР и абы — зар (8% 


ЕР 2—т 


“Очевидно, что «№ ->0 при т-> со (для фиксированных п и В). 
Выберем и, таким, чтобы 


=1 
«а» 1) < РЯ . 


Предположим, что п, «<пи.<... «пк уже подобраны. Найдем пк > Ик_л 
так, чтобы 


АЕ (,7=4,3,. 20. 
7 


Покажем, что {п›} — искомая последовательность. 

р ы в 
Пусть ЕЕ”. Тогда найдется такое т, что %6Р® и потому при 
М >> шах (то, №) 


[® >) со со [© >) 
= 5 
ок УХ их М ху ка, 
—=М--1 &=М--1 &=М-1 ®-М-а 2 


что и требовалось доказать. 

Замечание. Если нам понадобится выделить из сходящихся рядов 
сходящиеся «подряды» такие, чтобы при «разбавлении» нулями (не чаще 
чем через один член) порядок приближения их частных сумм к предель- 
ным суммам все-таки был «ем, то для этого достаточно выбрать 
п, так, чтобы 


(6,7) 9 1: 
[ет | <= И 
Теперь мы можем перейти к обобщению результата Д. Е. Меньшова. 
Именно, справедлива 
ЛЕММА 3 (основная). Мусть р (<) — измеримые и конечные почти 
всюду функции на множестве А. (тЕ® >> 0) и ряд 


5% (2х) ®=1,2,...) (1) 


0 


р 
расходится на множестве ТО ая [а, 6]. Пусть, далее, ряд 


ТЫ 


со 


еее = 2) (2\ 


Ё=0 
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| : 
сходится на Е® к функции М® (5). Если Т* = а», | — некоторый ме-\ 
тод суммирования Тёплица, то для каждого й ряд (1) можно «разбавить», 
всеми членами ряда (2) при том же й так, чтобы вновь полученный ряд! 
: (в и в в 
не суммировался методом Т” на множестве Е® < Е® с тЕ® = тЕ®. 
Ти 
т чт р ; : 
Точнее, если 5% = я 5? (2), а с (4) — средние Тёплица «разбавленного») 
&=0 
(р 
ряда, то на Е 


Гоа 5 (2) < Ша 5% (4) -- М® (2) < Пт 5% (2) М® (5) < ша о (2). (2’)) 


тп—>со 


7и—> со т-се 


При этом метод «разбавления» одинаков для всех И. 

Доказательство. На основании леммы 1 найдем последователь-- 
ность положительных чисел \, и после этого выделим (см. лемму 2 и! 
замечание к ней) из рядов (2) сходящиеся почти всюду на ЕТ к М® (4). 
«подряды» таким образом, чтобы при их «разбавлении» нулями (не чаще. 
чем через один член) их частные суммы п-го порядка отличались от! 
М!” (х) не более чем на т„ при п достаточно больших. 

Все остальные члены из рядов (2) (которые не вошли в выделенные! 
«подряды») расположим в порядке возрастания индексов последовательно! 
по одному между членами соответствующего ряда из (1). Очевидно, что 
это не может нарушать расходимости рядов (1). Поэтому (чтобы не 
менять обозначений) мы можем считать, что ряд (2) сходится достаточна 
быстро, т. е. так, как сказано выше о «подрядах». 

Так как м) (х) — измеримые на Е функции, то, по теореме Н. Н. д 
зина, можно построить последовательность вложенных замкнутых мно’ 


жеств 
: в А . 
бы И. 3 
г а г В | 
таких, что все функции {55 ›(х)} будут непрерывны на каждом множестве 
Р® и 
Пт тР® —= тЕ®. 


К—со 
Положим 
Е® — цю Р®. (4) 
К-> оо Я 
Пусть 
к к 
Вх = У зир 1+ УЦ. (5) 
: =1хЕР) &=—0 


ь т тат ь `» > г 
Так как у нас дан метод суммирования 1 ‚ то можно наити такие` {+ и 
По, ЧТО 


со : со 
меч 4 У 
и Ха аз | 21 @р,т 


1 Е 
< в. При 7/21, Р< 4. 


т=0 | = 
Пусть {1:}, {п:} для 1=0,4,..., К—1 уже определены. Тогда опрё- 
деляем [; > [1 так, чтобы * 
1 со 
3 1 
я | ут м 22 а |< 1 
2 , 1к, т Г Е (6 
т=0 - Ву тт В | 


* и ‹ е 
В этой части доказательства мы примерно придерживаемся рассуждений, кото. 
рые впервые были проведены Д. Е. Меньшовым [см. (5), теорема 4]. 
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и после этого находим и, >И, --А такое, для которого 
нь к 
= 
У @р,т | < 
И=) 


Теперь мы можем построить нужный нам ряд. Именно, определим новый 
ряд следующим образом: 


1 : 
Ия и ри ] > па. (7) 
К--1 


60 (2) | [602 (2) ++... ие 
тен. В 
ое о О ы 5, А. (8) 


Обозначим через А“? (2), М® (2), АХ” (2) соответственно частные суммы 
рядов (1), (2) и (8). 


Пусть 26 Е". Тогда [см. (3) и (4)] существует такое д >й, что 


6 Р® при > >й (й фиксировано). (9) 
Поэтому, на основании (5) и (7), легко убедиться, что ряды 


> ры (хо) п, т ое |) 
| 


т=0 
` сходятся и потому °® (%о) имеют смысл. 
* т 


Возьмем номер А >> 7о. Тогда [см. С 


со т 
® й 
о (о) == р И (%о) @1,,, ит С д) (хо) й ат, т —- 
т=0 Е) тет 1-1 


т 
й 
ок ЕВ), = 1: 00) 
1—0 ИИ: 1-1 
Так как ряд (2) сходится достаточно быстро в точке 25 ип: — 1—5, 
то (см. следствие к лемме 1) 


о М“ (хо) при &-—> оо. (11) 
С другой стороны, в силу (3), (4), (5), (6) и (9), 


п; ПЕ 


К—1 
1 1 
< о 2%. 49 
У до) ) он 5 > Вы | @ьт |< Вадень— — . (12) 


АИ 
18 =0 ИИ—П:— 11 т—=0 
Поэтому [см. (6), (7), (10), (11) и (12)] 

[59 (2) — М® (20) — А® (25) | < 


о 


- (п) 

хот УХ а. |< 
| 1=К ПЕ ас! 
| у 4 в: ИА 
| < о (4) + | У [4 (м) — Ао м бт 
| = а 

7 
кр: у ат || 4” (20) |< 0 (1) + у 2В; | № м 

й К тет; 1-1 4=К--1 тт; 1-1 
| - :. 
а $ 2В, фан ма 20.1) @3) 
| з = И г Е. __ о +3 ‘ат, А Ву 
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е. [см. (13)] 
5 (20) — М® (1) — А? (2) =о(1). (14) 


Но, по условию, Аб? (25) расходится при &-> со и, следовательно, равен- 
ство (14) означает, что Т“-средние 5 (2) не имеют предела при #-—> со. 
А так как 2, — любая точка из Е [см. (4)], то лемма 3 полностью до- 
казана, ибо неравенство (2”) непосредственно вытекает из (14). 

Замечание 1. Если ряд (1) неограниченно расходится на некотором 
множестве Е” < Е®, то ряд (8) будет иметь почти всюду на Е” не- 
ограниченные средние Тёилица 7 *. 

Теперь мы можем доказать, что справедлива 

ТЕОРЕМА 4. Пусть функции (5) таковы, что 


112 @)19:<0"” <*> 0. А=0, 120.) 


Е(П) 
и числовая последовательность с удовлетворяет условию 
Нш с® =0 для всех В =1,2,.... (16) 
т; со С 


Тогда если ряд 


со 

о И (17) 

к-о 
расходится на множестве Е®, то для любого метода Тёплица Т* члены 
ряда (17) для всякого В можно переставить так, чтобы вновь получен- 
ный ряд 


х ее (18) 


не суммировался методом Т“ на множестве Е® < Е® с тЕ® = тЕ®. 


Точнее, если 5% (1) — частные суммы ряда (17), а с (х) — средние Т* 
ряда (18), то на Е” 


и 5 (2) < Ни 5% (2) < Пи 5% (2) < Пт 5% (2). (18) 


При этом перестановка для всех рядов (17) одна и та же. 


Доказательство. Из условия (16) вытекает, что найдется после- 
довательность Ти, для которой 


У [ен < о НИ 


Следовательно [см. Ч в силу теоремы Лебега, ряд 


х ста, м, (2) (й=1,2,...) (19) 


(п) 
почти всюду на Ё`’ сходится (даже абсолютно). Поэтому, выбрасывая 
из ‘ряда (17) те члены, которые вошли в ряд (19), мы получим новый 


. | 
Как будет указано далее (см. замечание 9), теорема 1 даже для случая № =1 


точная, т., е. 


РТ ни условие (15), ни условие (16) нельзя заменить менее ограничитель- 
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ряд, который расходится почти всюду на Е®. По лемме 3, мы можем 
в этот ряд вставить члены ряда (19) по правилу, не зависящему от й, 
таким образом, чтобы вновь полученный ряд ночти всюду на Е” не 
суммировался методом Т” и чтобы выполнялось условие (18’). Но этот 
новый ряд есть не что иное, как переставленный ряд По, то, рад 
вида (18), что и требовалось доказать. 

Замечание 2. Если в предположениях теоремы 1 ряд (17) неогра- 
ниченно расходится на множестве Е® < Е®, то члены ряда (17) можно 
переставить так, чтобы вновь полученный ряд (18) имел почти всюду 
на Е® неограниченные Т"-средние. 

Это непосредственно вытекает из теоремы 1 и замечания 1. 

ЛЕММА 4. Пусть }+ (<), $, (5) — функции, измеримые и конечные 
почти всюду на [0,1]. Тогда если ряд 


У» (а) (20) 
р=1 

расходится на множестве Е! < [0, 1], а ряд 
Ух, (@) (21) 
р=1 


расходится на множестве Е с [0,1], то ряд (20) можно «разбавить» 
всеми членами ряда (21) так, чтобы вновь полученный ряд был почти 
всюду растодящимся на Е. + Е.. 

° Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем считать, 
что Ё\Ё. =0, тЁЕ, >0, тЕ. >0. В противном случае доказательство про- 
ходит еще проще. 


Пусть Е@) с ЕЁ, — множество тех точек, для которых 


ПИ 5 - 8] = -Ё ©, 345, (22) 
Ко о 
а Ес Е, — множество тех точек, ие которых Е 
[и | 52? (2) | = В | У Фр (#)| = +. | | (23) 
Положим Е = Е —Е® и Е® = пе Е. Очевидно, что 
И ВЕ АЕ, (24) 


Согласно определению множеств Е® и Е® [см. также (22) и (23)], 
функции А Ре = 

| ' (2) = Па 5 (2) — Ни 5 (2), (2) = ТП 5 (2) — шп 5 (2) 

йо о во со 


(2 
положительны, измеримы и конечны, соответственно, на множестве И 


и Е®). Положим п 
4 при ЕЁ! ,, 


& (1) == 1 (=) при 2 е Е®, 
_ (25) 
1 прив ЕХ, 

в» (2) = =. (1) 


5— приз Е. 


6 и звестия АН СССР, серия математическая, №6 


] 
| 
| 
7 
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Пусть Р®(Р®?) — последовательность совершенных вложенных мно; 


жеств таких, что 


4 
РРР с... СЕ, тРЭ>тЕ, — =, 


26' 
: 1 (26. 
Р® ‘=. р® о ве тр > тЕ› — = 


и функции [к (2), °, (5) непрерывны на Р®, а функции фи (2), =з (2) непре- 


рывны на Р®. Положим 
о шов, ша (0) (т 
х6Р® хЕРИ) 


Из (25) и (26) вытекает, что числа 7 и \) положительны. Пусть точка 


ЕР. Так как ряд (20) расходится в точке ху, то, согласно определе- 
нию числа 7 [см. (27)], найдется последовательность 


в (ло) < ааа) < ВЕ д -ь. (28 
такая, что | 
В (хо) 
| Хх №®) > при жЕ6РИ. (29} 
ра) (ж) 


у 
Аналогично, найдется последовательность 


НО о) < Иа 40 (30 
такая, что | 
81) (хи | 
| УХ +5) |[> 9 при 6 РЭ. (34 
р-тИЙ (хо) 


Отметим [см. (28), (30)], что 
ав (> ит, (0) > 4. (32] 


Пусть Ао — некоторое фиксированное число. Берем любую точку 2.ЕР®. 
@ь : | 
В силу выбора множества Ру, из (29) вытекает, что для точки х, най: 


дется окрестность (2, — 7), т, -- 7.) такая, что 


5(#) 
Вх, (хе) 
| > »®] > при 262 (а, 1, + 1,). (33 


ра) (хь) 


: 

Но множество Р® совершенно и поэтому можно выбрать конечное числс 

окрестностей, которые целиком покрывают множество Р®. Отметим, чтс 
„ 2 ’ 

в каждой окрестности на точках множества р® выполняется неравен: 


ство (33). А это и значит, что мы можем найти числа (9 <в® 


. Ко К. такие | 


В 
[У |[>, (34 


р=« 
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(1) 
причем ау) Зав «Во. В силу же (32), не ограничивая общности, 
мы можем считать 


е | 
ат в. (35) 
Аналогично, используя (31), мы можем построить последовательность 
е | 
Пе ИВ 


которая обладает по отношению к ряду (24) таким же свойством, как 
последовательность (35) но отношению к ряду (20). 
Нодберем числа ох, В, |, 6 так, чтобы 


а < р <<< 


< < < < < (36) 
и 
а о К (37) 
Образуем новый ряд следующим образом: 
«1 ва) У —1 8) | а?) —1 
№ 12 (2) + > 1» (2) + а > «в 2) В № (2) 
оз ра р рев 
в 1 5) 
ео, р у фр (1) + у фр (®) +. (38) 
р=а{) Рё 1 р=у@) 


`’ Покажем, что ряд (38) является искомым. В самом деле, пусть 
| М = Ню Р® -- ци Р® = М, + М.. 

1—0 1>>< 
Из (24) и (26) вытекает, что тМ = тЁ, -- тЁ.. С другой стороны, если 
жЕеМ, то жЕМ, или Е М.. Пусть то 6 Му. Из’ определения множества 
М: вытекает, что 


ое р® при. # > й = (4. (39) 
А потому, на основании построения последовательности (36), в ряде (38) 
айдется бесконечно много пар [“ (5%), В (25)], для которых [см. (39), (34)] 


В (>) 
| _ 1 (50) |>% - 
раб) 
А это и означает, что ряд (38) расходится в точках множества М1. 
Аналогично, используя построение последовательности (37), мы получим, 
что ряд (38) расходится и в точках множества Мь, что и требовалось 
} 


показать. 
’ Заметим, что содержание и доказательство леммы 4 остается спра- 


ведливым и для счетного числа рядов 


со 
У @=0,1,2,...), (20) 
р=1 
Каждый из которых расходится, соответственно, на множестве Ё\. Точнее, 
ряд из (20’) при г =0 можио «разбавить» всеми членами остальных ря- 
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= | 


дов из (20’) при #=1,2,... тав, чтобы вновь полученный ряд был. рас- 
ходящимся почти всюду на миожестве 


Е = УЕ. 
#=0 

Легко видеть, что из леммы 4 вытекает 

Следствие 1. Если функциональный ряд (20) при некотором по- 
рядке членов расходится на множестве Е, а при другом порядке — на 
множестве Е, то найдется такая перестановка членов ряда (20), при 
которой вновь полученный рлд будет расходящимся почти всюду 
на Е-+Е.. 

В самом деле, для этого сначала следует выделить из ряда (20) два 
«подряда», состоящих из разных членов и расходящихся, соответственно) 
почти всюду на Ё и Ё›. После этого применяем к ним лемму 4, причем 
те члены из ряда (20), которые не вошли ни в один из «подрядбв», 
следует помещать по одному между группами [см. (38)], образованными 
из «подрядбв» ряда (20). 

Отметим, что если использовать замечание, сделанное после леммы 4, 
то получим, что следствие справедливо не только для двух, но и для 
счетного числа множеств Ё;, на каждом из которых ряд (20) расходится 
после некоторой перестановки членов. | 

Замечание 3. Пусть /^ (2), 2 (2) — функции, измеримые и ко- 
нечные почти всюду на [0,1]. Тогда если ряд 


А ЕЛИ (20* 
р=1 | 

расходится на множестве Е® с [0, 1], а ряд | 
У 6) (в=1,2,...) (21 
р=1 


расходится на множестве Е® с [0, 1], то ряд (20”) можно для каж- 
д0го | «разбавить» всеми членами ряда (21’) при соответствующем # 
так, чтобы вновь полученный ряд был почти всюду расходящимся на 
ЕЕ. При этом способ «разбавления» один и тот же для всех #Й. 

Доказательство сформулированного утверждения аналогично доказа- 
тельству леммы 4. 

Отметим, что как в лемме 4, так и в замечании 3, если один из дан- 
ных рядов расходится неограниченно на некотором множестве ЛИ, тс 


2 { 
«разоавленный» ряд также можно сделать неограниченно расходящимся 
почти всюду на М. 


$ 2. О безусловной сходимости и суммируемости 
тригонометрических рядов 


В этом параграфе мы докажем основные результаты настоящей ра: 
боты. Предварительно сделаем следующее замечание. Если мы имеех 
чекоторый метод суммирования (Т или Г" = |аи,ш|) и функциональный 


7% 
ряд У (т) с 5 (2) =>! Л (®), то под Т-средним этого ряда будеа 
' #=0 &=0 
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понимать 


би (5) == > От (х) @ т, т (*) 


т=о 


для тех т, в которых написанный ряд сходится. В противном случае 
(т. е. когда /*(2) имеют смысл, но ряд (*) расходится) мы определяем 
абсолютное значение 7-среднего. Именно, мы берем верхний предел 


м 
Е 1 
В | У 5т (2) ап, т 
М-со 

то 
и обозначаем его через |с„(2)|. Ясно, что если с»„(2) имеет смысл, то 


абсолютная величина с, (2) совпадает с 
М-<о 


М 
Ти | № о (2) Оль, т | . 
т—0 


° ТЕОРЕМА 2. Пусть Т*= || а, ш|| — некоторый матричный метод 
суммирования Тёплица, а 


| о о 
>| @» 05 Ид -- бит их = У ри 03 (< -- Фи) (40) 
П=1 П—=1 


— тригонометрический ряд, обладающий следующим свойством: для каж- 

дой перестановки членов ряда (40) существует число А>0 и множество 

Е с тЕ > 0 (число А и множество Е могут зависеть от перестановки) 

такие, что 

МАЕ 

Ва. (<) | = т | 35" Фан, „|< Ао для всех ЕВ, М>М№, (41) 
1—0 


или же 


| 


|: 
|< (2) | == Та | — ра. и для всех ЕЕ, М>№, (4) 
ны Е * 


Аш = р (ар; с0$ р. -Е бр; зщ р,т), 
=0 
= р (ар; 31 р;5 — бр; с03 р.2). 
#=0 
Тогда: | 
1) ряд (40) является рядом Фурье некоторой функции _. О 
2) функция Е (5) может не принадлежать ни в какому Г” (0, 2*) при 
р > 2. 
Доказательство разобьем на три пункта. 
1 Пусть 
Птр, = 0. (42) 


п—оо 
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ААА. 


Предположим, что утверждение 1) не имеет места, т. е. 


оо 

а (2 +9) = о. (43) 

п=1 
В этом случае из метода доказательства одного нашего результата 
[см. (9), теорема 6] вытекает, что члены ряда (40) можно переставить 
так, чтобы у вновь полученного ряда 


со 
У, (ак; с08 ад -- Бк; т К), (44) 
1=0 
а также у его сопряженного ряда, частные суммы были почти всюду! 
на [0,2=] не ограничены. Но так как 


п 2" 
|105 диз | 42 < 2 и Ива Яз2 | 42 < 2%, 
0 0 


то, в силу (42), к ряду (44) применимо замечание 2 и потому члены; 
ряда (44) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд 


У (ар; с08 р.х -- бр; шт р,7), | 

5=0 

а также его сопряженный, имели почти всюду на [0,2 *] неограниченные: 

Т*-средние. Но это противоречит условию (41) — (44’). Следовательно. 

в этом случае ряд (40) есть ряд Фурье из /Г/?. 
2°. Пусть теперь 


| 


Ито, > 0. (45) 

п—со | 

Как будет видно из хода доказательства, не ограничивая общности, 
можно считать, что ряд (40) имеет вид: 


У 5, зш их, (46) 
70=1 

причем 
Пи |6,| > 0. (47) 


по 
Идея дальнейшего хода рассуждений примерно такая же, как идея 
доказательства одного из наших утверждений [см. (°), теорема 3]. 
Выберем последовательность номеров А; так, чтобы уравнение 
п= ЕВЕ йо (пеНо) 


имело не более одного решения. Ясно [см. (47)], что 


вы (8) 


1=1 
Обозначим через у; возрастающую последовательность всех натуральных 
чисел, среди которых нет чисел А;. Возьмем последовательность 


Л 1 
Вон Е (= Завио) 
и положим 
со 
В т — @п, т -|- т, тт = Е 45 Чт, к. (49) 
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Так как, по условию, матрица |а„,ш|| определяет метод суммирова- 
ния Т*, то 


О о ВИ У 4, т =1 


п—>со и—>со 
| т=о 
и потому 
т О. оо. 
т—со т-—со 
Определим две последовательности целых чисел {т}, {п} рекуррент- 
ным образом так, чтобы ттт «п <т,.<... и, кроме того, бу- 


дем руководствоваться следующим правилом: по заданному 7 = 0 най- 
‘дем п, такое, что 
Зо 


ть, | ЗВ при #> то 


П,—1 
ВЫ ЧНЫ,, , 
=0 
Такое п, существует в силу условий (48) и (50). 
Теперь найдем т, > 1 и п, > шах {пи, п, - 1} такие, что 


| Вт = 1—0 © |1, : |< при 0 << п, 
| [Вт, 1 | < ЕВ | Ви, | ЕТ при > п 
И 

| п.—2 1 

т >2. умы. 

2 оо 2 : 


Пусть п т<т<ш<...<«т < п Уже подобраны. Тогда 

‚ определяем 

| тк > Пк И Ик > шах {ть, пк | ®} (51) 
так, чтобы [см. (48) и (50)] 


Вт: = 1 — ол, р © |@л,1| < ев при ОЕ <Пь-, (52) 
т Пр ан = ОМ) 
и 
пу К 
У и > “+0 У&. (54) 
=ПЕ—1 20 


Определим перестановку ряда (46) следующим образом: члены 6», эп \2 
будем ставить соответственно на места из, а на оставшиеся места поста- 
вим члены Фи», зшА:х в порядке возрастания #. Тогда переставленный 


ряд (46) примет вид: 
[бх, з1п Ко 2 -- бк, зп №2 +. 0, 9 а Ь,, защ ух 
-Е [Рк„, 1 х о Вт би, +. -Н бк, „9 би] 
+ Ь,, эзш У: + ел ® + ео $1 Жи, + ет 
ее би) и [С 1] -- Ь,, Ш уд - ++. = у бр, 1 рат. (55) 


$=0 
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Обозначим через ,5; (2) частные суммы ряда (55). В силу условия теорем 
[см. (41) — (41”)], найдется такое число А; и множество Ё\ с тЕ, > 0, 
что, например *, 


<А, при хеЕ, & >. бо. (56) 


м 
[9тз (®) | = и | 151 (2) ат. 
1—0 


Далее, рассуждая так же, как в теореме Зигмунда [см. (1), стр. 125], 
мы можем найти число А., множество Ё› с Ё, с тЕ. >0 и целые числа 
“т такие, что 
Ут 


и У! 5; (а) Чт, ры при 26Ё» 2. (57) 
3—0 } 


| бта (2) | = 


= 
Кроме того, числа 1т, < 1т. < ... < т <... подобраны так, что т; сов- 
падает с одним из п; и 


т; > т. (58) 
Положим 
4. 
Вт, = аи, (7«9т,). (59) 
+=} 
Из (57) и (59) вытекает, что | 
Ут 
т | 


[аж (2) |= У бр; зп рурВть, ; | < А» при т6Е,, а. (60) 
1=0 


В силу выбора чисел А;, мы можем найти такое Ао, что 


- 1 : 
у Ех ах >. а тЕз при > пк, — № (61) 
и 
"|= В 
м \ эт А; эш А; 4х | | и 6 ТЕ» (62) 


1, > Ко Е, 
=] 


Из неравенства (60) следует, что найдется число А., для которого 


пк.—1 Ута 
|= ®— > прави, ,|=| Х в,зтряв®, |< 4, 
9=0 —пх, 


при ЕЕ. и «> д.. (62 


Пусть С„— число функций 6,; зп ух, попавших в частную сумму по- 
рядка 1», ряда (55). Тогда из (62) получаем: 


Ута 
АЗтЕ, > | |5 (2) аз > | брут ряВЯ ; ‘аз = 
2 2 —п%, 
Ут ба— Са 
= | х Сбт КрВть 1+ У 6 5 ухВ в | 2, (63) 
"—П— № 1—0 


* Иссле б 
дование случая | ба (2) | < А, аналогично исследованию случая (56). 
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где номер 1#, больше # на столько, сколько чисел и; находится на отрез- 
ке [0, 1»;]. Используя (61), (62) и производя такие же оценки, как в 
теореме 3 работы (), мы из (63) получим: 


то Са! 
2 1 2 1 
АзтЕ, > у тЕ» № 5, В в,  — 
=ПК, —Ао 
"то Са 4 1 
= 2 1 22. 
—2=] > в. ао. | Вт, т | 7] зя 
по 
"то ба—1 1 аа: 1 
: — М л 2 (4) == 
== | о 5к,Вта, в, | зтЕ, | о Вто, 5: 
= ти, —№ь а 


2 [| р и ви. (64) 


В силу __ (53), (58) и (59), 


&—1 Са 
И у 5 В „ = 48 У ВО п, Ч 4 2 В Вт, м 5 
1=Юо 1—=Ко 


Са &—1 


2=; 2 
< 4=* (1 2е.)* — 5 вт 2 ТЕ 16, - < р! № Ь,, +2», 85) 
1=0 


| р: и О, — постоянные. 
С другой стороны, так как [см. (58), (51)] 


та — С« — 12 Па — («+ 1) > па-4 > пы, 
‘то из (52), (59), (58), (53) и (54) вытекает, что 


Ут Са 1 Па_1-@ 
2 ра) Л 2 (1)? 
т (тЕ›)* я Вт, 1, > 8 (тЕ,)' о Вт, в; > 
1=тр,— № 1=Па—9 
Пат“ 4 По—1-—@“ 
| >. > 58 (тЕ.)? У №. (1—2)*> 5 (тЕ.) ХУ р (тЕ,) У. 
1=Па— я 1=Па—о ЗЕ 
(66) 
Поэтому [см. (65), (66) и (47)] 
Ут Са-—1 
ов У ИБ 43 У ИВ сю при ах. (67) 
| т, —Юо й 1=Ко 


` Следовательно, из (64) и (67) вытекает, что при % достаточно больших 


. 
мт 08 


1 
АзтЕ» >| м И 2, (68) 


1=пр,— № 
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Но неравенство (68) невозможно, ибо его левая часть конечна, а правая | 
стремится к бесконечности при &-> ©. 
Следовательно, при предположении (41), (44°) случай (47) невозможен, 
а потому справедливо равенство (42). Но в этом случае мы доказали’ 
(см. п. 15°), что ряд (40) есть ряд Фурье из Г? (0, 2т). 
Для повар утверждения 2) достаточно взять ряд 


5. и Е(1) (@:=0(тоа 2) (69) 


и убедиться, что он безусловно почти всюду на [0,2=] сходится (тем 


более суммируется) и тем не менее Г (2) 6 17 (0,2=) ни для какого р> 2 
(см. по этому поводу работу (9), теорема 9). Теорема 2 полностью дока- 
зана. 

Если проанализировать ход рассуждений в п. 2° доказательства теоре-’ 
мы 2, то легко заметить, что мы, по существу, доказали следующее 
утверждение. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 


у (ак соз #х -- Бу зш 2) (70) | 
А=1 
— тригонометрический ряд такой, что 


> (и + ®,) =оо, (71) 
= 


где последовательность {#;} обладает тем свойством, что уравнение 
п = 5 АА; (п = 0) имеет не более С решений (С — постоянная). Тогда 
для любого метода Т* члены ряда (10) можно переставить так, чтобы | 
он имел почти всюду на [0, 2=] неограниченные Т“-средние, а также’ 
чтобы ни одна его подпоследовательность частных сумм не была сходя- 
щейся ни на каком множестве положительной меры. При этом сопряжен- 
ный ряд (к переставленному ряду) обладает такими же свойствами. 


Теорема 3 является обобщением одного нашего разультата [см. (°), 
теорема 3]. 


Из теоремы 3 легко может быть получена 
ТЕОРЕМА 4. Если тригонометрический ряд 


в У (а, с0$ их -- 6, зш их) (40) 


п—=1 
расходится на Е, то для любого метода суммирования Тёплица Т* его 


члены можно переставить так, чтобы он почти всюду на Е не суммиро- 
вался а. Т*. Кроме того: 


а) если ы (&-- 5) = и [ак | -- |6 |->0, то переставленный ряд 


почти В на [0, 2*] имеет неограниченные Т“-средние; 


6) если У (а —- Ь,) = ©о (в частности |аш| - |6, |-> 0), где К, — по- 
1=1 


ое, из теоремы 3, то переставленный ряд почти всюду на 
[0, 2=] имеет неограниченные Т“-средние и ни одна подпоследовательност 
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частных сумм переставленного ряда не является сходящейся ни на одном 
множестве положительной меры. При этом сопряженный ряд (к пере- 
ставленному ряду) обладает такими же свойствами *. 


Доказательство. Если И {|ал| + |6х |} = 0, то из теоремы Плеснера 
> со 


и из нашей теоремы 1 (для й = 1,2) вытекает, что члены ряда (40) можно 
переставить так, чтобы он и его сопряженный ряд не суммировались 
методом 1” почти всюду на Е. 

Если же выполнено условие а), то, в силу одного нашего результата 
_[см. (9), следствие 7], члены ряда (40) можно переставить так, чтобы 
он (а также его сопряженный ряд) неограниченно расходился почти 
всюду на [0, 2]. Поэтому, на основании теоремы 1 (см. замечание 2 
для й =1,2), члены этого переставленного ряда можно еще раз переста- 
вить так, чтобы новый ряд (а также его сопряженный) имел почти всю- 
ду на [0, 2] неограниченные 7“-средние. 

Если же выполнено условие 6), то наше утверждение непосредствен- 
но вытекает из теоремы 3. 

Теорема 4 доказана. 

Отметим ряд следствий. 

Следствие 2. Пусть Т — некоторый метод суммирования. Тогда 
для того чтобы тригонометрический ряд 


>. =- у (ав 0$ пх -- 6 зщ пл) (40°) 


й=1 


` при любом порядке членов имел почти всюду на Е (тЕ > 0) ограничен- 
` ные частные суммы, необходимо и достаточно, чтобы Т-средние |эк (5) 
’ любого переставленного ряда (40’) удовлетворяли условию 


По | сх (2) | < ©о для почти всех хЕЕ. 
К—>о2 


Доказательство. Необходимость условия очевидна. Докажем 


` достаточность. Пусть 
т 


Эр Е = а мо (атк 608 Тк -- бт, Эт ть) 
&=1 
не ограничены на множестве Ес Ес тЕ, > 0. Рассмотрим два случая: 


1) Пусть 


о», =00 уе 85. 
и со пИ—со 


Тогда, в силу воремы 1 (см. замечание 2 при й =1), члены ряда (40’) 


* Легко видеть, что в п. 6) теоремы 4 (а также в теореме 3) переставленный ряд 
{и его сопряженный) имеет не только неограниченные Т*-средние [в м(2)| (ем (2) |), 


но даже не ограничены интегралы 


{ол (2) Раз и {бу (2) 2 4 
Е Е 


е имеет место и для подноследова- 
для любого множества В с тЁ > 0. То же само 


тельностей частных сумм переставленных рядов. 
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можно переставить так, чтобы у вновь полученного ряда Т-средние ок (1) 


были не ограничены почти всюду на Ё;. Мы получили противоречие. | 


2) Пусть Шар» > 0. Тогда, в силу теоремы 3, члены ряда (40°) мож- 


п со 

но переставить так, чтобы у этого ряда средние |о%(2)| были не огра- 
ничены почти всюду на [0, 2]. Тем более они будут не ограничены 
почти всюду на Е. Мы получили опять противоречие. Следствие доказано. 

Следствие 3. Для того чтобы частные суммы ряда (40’) были 
ограничены почти всюду на Е, достаточно, чтобы Т“-средние |хк (2) | 
любого переставленного ряда (40’) были ограничены почти всюду на Е. 

Это — частный случай следствия 2 (достаточность верна и для мето- 
дов Т“.) 

Следствие 4. Если тригонометрический ряд 


2: ак с08 Кх - Бьзш Ах 


#=1 


после любой перестановки членов суммируется методом Т“” почти всюду | 
на множестве Е с тЁ >> 0, то он безусловно сходится почти всюду на Е и 


У +ы) <=. 


&=1 


Доказательство. Из теоремы 2 вытекает, что в этом случае 
со 


У (+ И) < 
К=1 
и, тем более, 


а ах = Ишё» =0. к | 
от (16’) 


Предположим, что заданный тригонометрический ряд после некоторой 
перестановки членов расходится на множестве В, с Е с тЕ, >> 0. Тогда, 
на основании (16’) и теоремы 1, его члены можно еще переставить так, 
чтобы вновь полученный ряд не был суммируем методом Т” почти всю- 
ду на А,. Но это противоречит условию, что и требовалось доказать. 

В работе А. Н. Колмогорова и Д. Е. Меньшова (4) имеется следую- 
щее утверждение (принадлежащее А. Н. Колмогорову)*: 

существует функция }(т) Г” (0,2=) такая, что члены ее ряда Фурье 
можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд расходился почти 
всюду на [0,2 *]. 

Если воспользоваться этим утверждением, то можно получить следу- 
ющую теорему. 

ТЕОРЕМА 5. Существует функция Е (5) 617 (0,2=) для всех р>0 и такая, 
что для любого метода суммирования Тёплица Т* члены ряда Фурье функции 
Г (7) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд не был сум- 
мируем методом Т“ почти всюду на [0, 2=], т. е. ряд Фурье функции 


Р (т) по переставленной тригонометрической системе будет почти всюду 
не суммируем методом Т*. 


* Пользуюсь случаем заметить, что в работе (3) на стр. 519 (12-я строка сверху) 


имеется неточность, а именно: вместо слова «доказывается» там следует читать 
«имеется». 
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Доказательство, Пусть 


1 (2) — № (ак соз Ах -- Бе зш йа), (72) 
где в 
(4% -- 81) < со (13) 
®=1 
и переставленный ряд (72) 
ыы (аи, с08 пух -- би, 5 их) (74) 
У=1 


расходится на множестве Ё с [0, 2] с тЁ = 2. В силу неравенства (73) 
и теоремы Пэли — Зигмунда, найдется такое иррациональное &, что ряд 


У} (аксоз Ах Е Би зщ А) фк (#5) (75) 


В 
будет рядом Фурье некоторой функции Ё (2) 6 (0, 2=) для всех р> 0, 
где ох (1) — функции Радемахера. 
` Рассмотрим ряд 


У (ап, с08 Пух - 6, Зи И, 2) фи, (В). (76) 
У=1 


Очевидно, РОО разбивается на два ряда, в одном из которых 


Фи, (#5) ве --1 , 
а в другом 


Ф, (0) = т ы 
Пусть Е, с [0, 2*] — множество всех точек расходимости ряда 


о (а, с08 Пу’ -- би. Эт пу'2). (77) 
У=1 


Тогда, поскольку на Ё расходится ряд (74), на множестве Е. =Е— Е 


обязан расходиться ряд 
со 


у (@п“ с0$ пух + би эт 72). (78) 
у 
Следовательно, на основании леммы 4, примененной к ряду (77) с мно- 
жеством Ё ик ряду (78) (взятому со знаком минус) с множеством Ё», 
мы получаем, что члены ряда (76) можно переставить так, чтобы вновь 
полученный ряд почти всюду расходился на №, -- В, = Е. На основании 
же (73) и теоремы 1, мы можем еще раз сделать перестановку членов 
так, чтобы полученный ряд уже не был суммируем методом ТГ“ почти 
всюду на Ёс [0, 2*] с тЁ = 2м. В итоге мы получаем некоторую пере- 
становку членов ряда (75), который был рядом Фурье функции Л (2), 
что и требовалось доказать. 
Отметим, что если применить теорему 1 к нашему результату [см. (°), 
теорема 6], то получим следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 6. Даля всякого метода суммирования Т“ существует пере- 
ставленная тригонометрическая система {08 т, х, эт т,х}, обладающая 
свойствами: 
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1) найдется функция } (2) ЕТ (0, 2=) при 153 р<2, обращающаяся в 
нуль на [1,2 —1] и имеющая непрерывную производную любого порядка 
на (0, 2*), ряд Фурье которой 


со 
1 (1) — + > (ак, сов ть 2 + фи, а ть 2) 
У=т 


почти всюду на [0,2%] имеет неограниченные Т*-средние и не сходится в 
метрике Г, на [0,2] *. При этом ряд Фурье 


1 (2) — 2 (ат, 1 ть х — бт, с08 ть2) 
У—=1 
также почти всюду на [0, 2=| имеет неограниченные Т“-средние и не сло- 
дится в метрике Г. на [0,2%]. 

2) Найдется непрерывная функция $(т), ряд Фурье которой по сис- 
теме {созт, т, зтт,х} не сходится в метрике [Л на [0, 2=] для любого 
р>2. При этом функция Ф(2) также непрерывна и ее ряд Фурье так- 
же не сходится в метрике [Л при р>2. о 

Следствие 5. Если / (2) Е ГЛ (0, 2=) при 1 <р<2и 1] (2) Е ГР (0, 2=), 
то члены ряда Фурье функции ](т) можно переставить так, чтобы 
вновь полученный ряд (а также его сопряженный) имел почти всюду | 
на [0, 2*] неограниченные Т“-средние для наперед заданного метода Т”. | 

Это вытекает из теоремы 1 при А =1 и следствия 7 нашей работы &). | 

Проводя такие же рассуждения, как при доказательстве теоремы 6 | 
работы (3), мы, на основании замечания 3 и теоремы 1, можем получить | 
следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 6’. Для любого метода суммирования Т“ (в частности, | 
для сходимости) существует такая переставленная тригонометрическая | 
система {созт:х, эт тих}, что для любого [а, ] с [0,2] се 6 —а< т) 
существует функция } (т) Е ГЛ (0, 2=) для вех 0 «р<2, обращающаяся 
в нуль на [а, 6] и имеющая бесконечно много производных на [0, 2) 
(кроме одной точки), ряд Фурье которой по системе {созпих, эт ти}, 
а также ряд Фурье функции }(2) по системе {с0з пих, чт тат}, имеют 
неограниченные Т“-средние почти всюду на [0,2]. 

Отметим, что перестановка тригонометрической системы зависит толь- 
ко от Т*и не зависит от выбираемых функций ] (2). 

Если проанализировать доказательство следствия 5 (см. еще теорему 4), 
то из него можно вывести 


со 
з 2 2 я 
Следствие 5’. Если к (а, -- 0.) = со, то члены ряда 
®—1 
со 
а <} Е 
то ив У (ак со пх -- 6, зш их) 
ИИ 


можно переставить так, чтобы он и его сопряженный ряд имели почти 
всюду на [0,2] неограниченные Т*-средние. 

В частности, члены всякого нуль-ряда (существование которых было 
доказано Д. Е. Меньшовым [см. (10), стр. 288]) можно переставить так, 
чтобы он почти всюду на [0,2] был неограниченно растодящимся. 


* Ч 
Можно сделать даже так, чтобы пе было сходимости в метрике Г, на любом 
отрезке [а, 6]. 
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Общие замечания. А) Почти во всех результатах, которые мы 
излагаем в данной работе, перестановки членов ряда «не очень сильные». 
Иначе говоря, если некоторый ряд расходится, то чтобы сделать его 
несуммируемым, как правило, достаточно выделить из исходного ряда 
некоторый «подряд», у которого члены идут в порядке возрастания ин- 
дексов, и потом обратно вставить в оставшийся «подряд». Таким обра- 
зом, переставленный ряд является в некотором смысле суммой двух 
«подрядбв» (с возрастающими индексами) исходного ряда. 

В) Так же, как в работе (°), мы можем полученные в $ 2 результа- 
ты сформулировать в терминах комплексных степенных рядов, у кото- 
рых члены соответствующим образом переставлены. 


$ 3. О безусловной сходимости и суммируемости ортогональных рядов 


Как известно, Качмаж (3) доказал следующую теорему. 
Если ортогональный ряд 


со 1 
2 Скфк (2) | ФФ, ах = бк, .) (79) 
= 0 
@ 
у а< о | (80) 
К=1 


безуеловно суммируем методом Т почти всюду на [0,1], то он безусловне 
сходится почти всюду на [0,1]. 

Ясно, что теорема 1 является обобщением этой теоремы на неорто- 
гональные системы функций и на случай, когда условие (80) заменяет- 
ся менее ограничительным условием: 

НО с. = 0%. 
Ко 
тметим, чт и тогональный ряд (7‘ асходится почти всюду 

О ‚ что если ортогонал 79 \ 
на [0,1], то даже при условии (80) теорема Качмажа не позволяет заклю- 
чить, что его члены можно переставить так, чтобы вновь полученный 
ряд не суммировался почти всюду на [0,1] наперед заданным методом ХТ, 
в то время как это утверждение сразу вытекает из теоремы 1. Более 
того, справедлива 

ТЕОРЕМА 7.* Если ортогональный ряд 

со 
>! сифа (2) (81) 
к=1 
после некоторой перестановки членов расходится на множестве Е с: [9,1] 
стЕ>0и 
та | с» | = 0, (82) 
и—> со 
то члены ряда (81) можно переставить так, чтобы вновь полученный 
ряд не был суммируем наперед заданным методом Т” почти всюду на Е. 


* Легко видеть, что большинство утверждений $3 верны пе только для ортонор- 
мированных систем, но и для нормированных. 
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Это ‘непосредственно вытекает из теоремы 1. 

Следствие 6. Если ортогональный ряд (81) безусловно суммируем 
почти всюду на множестве Е с [0,1] некоторым методом Т” и спра-: 
ведливо равенство (82), то ряд (81) безусловно сходится почти всюду! 
на Е. 

Докавательство. Если бы это было не так, то после некоторой! 
перестановки членов ряд (81) был бы расходящимся на множестве» 
Е с Е стЕ, > 0 и тогда, по теореме 7, можно было бы найти другую’ 
перестановку членов ряда (81), после которой полученный ряд был бы! 
не суммируем методом 7” почти всюду на Ё!. Мы получили противоре-’ 
чие, и следствие 6 доказано. 

Замечание 4. Таким образом, при условии (82) безусловная сумми-’ 
руемость Т почти всюду на Е ортогональных рядов эквивалентна без-’ 
условной сходимости почти всюду на Е. В частности, всякий безусловно’ 
суммируемый Т” почти всюду на Е ортогональный ряд с коэффициента- 
ми, стремящимися в нулю, является безусловно стодящимся почти всюду! 
на Е. 

Что касается тригонометрических рядов, то условие (82) является. 
излишним, ибо оно вытекает из безусловной суммируемости Т” тригоно- | 
метрических рядов (см. следствие 4). | 

Далее мы увидим, что для произвольных ортогональных рядов след- 
ствие 6, вообще говоря, перестает быть верным, если мы опустим усло- 
вие (82). 

Замечание 5. Легко убедиться, что, в силу теоремы Егорова и 
леммы Орлича, справедливо утверждение: 

если нормированная на Е система функций р. (т) равномерно ограни- 
чена, то из того, что ряд 


| 
| 
| 
| 
| 


У ан» (2) 
71 


безусловно сходится почти всюду на Е, вытекает, что 


со 
о ак < <. 
к=1 

Отметим, что сформулированное утверждение будет уже неверным 
даже для ограниченных в совокупности ортонормированных на [0,1] 
систем функций, если мы будем требовать безусловную сходимость почти 
всюду лишь на некотором множестве Ас [0,1], где тА < 1. Точнее, 
в этом случае поведение коэффициентов ряда может быть самым произ- 
вольным, в чем нетрудно убедиться, взяв, например, произвольную орто- 
нормированную систему функций на 
(5, 1 и положив А = (>, 1]. 

Из указанного утверждения и следствия 6 непосредственно вытекает 
что Оля того чтобы из безусловной суммируемости Т* почти ео 
на [0,1] ряда (81) [система {Фк} равномерно ограничена] вытекала без- 
условная слтодимость почти всюду на [0,1], необходимо и достаточно, 


1 
|о, >|, доопределив ее нулем на 
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чтобы выполнялось неравенство: 

| со 
о с} со. 
В 


Замечание 6. Если $» (5) — любая полная в [2 ортонормирован- 
ная система функций на [0,1] и [4% | >*>0, то ряд 


У 4 +6) 


не может быть безусловно сходящимся почти всюду ни на каком мно- 


‚ жестве положительной меры. 
со 


Доказательство. Пусть ряд ой Ч.» (1) безусловно сходится почти 
П—=1 : 
‘всюду на множестве Е с тЕ>0. Тогда из леммы 2 вытекает, что 


каждый «подряд» 


р 


$=1 


‘должен также сходиться почти всюду на Ё. Поэтому, на основании 
‘известной леммы Орлича, ряд 


| 
| 


со 

У а (2) 

=. 

‚сходится почти всюду на Е и, тем более, ряд 


#(@) 


п=1 


сходится почти всюду на Ё. Но это противоречит полноте системы функ- 
ций {ф, (5)} [см. (5), теорема 513], что и требовалось доказать. 

Отсюда, как следствие, получаем следующее утверждение: 

для того чтобы из безусловной суммируемости Т“ почти всюду на 


Е (тЁ > 0) ряда 


вытекала безусловная сходимость почти всюду на Е, необходимо и доста- 


точно, чтобы выполнялось условие (82). 
Замечание 7. Ясно, что условие (80) тоже в некотором смысле 


необходимо для безусловной сходимости (суммируемости), так как даже 
со 


при условии — с? < со могут существовать ортогональные ряды, которые 
: и 

К=1 
почти всюду на [0,1] расходятся (не суммируются). 


Одним из подтверждений вышесказанного является 
ТЕОРЕМА 8. Если ортогональный ряд 


со 


— ск фк (5) (83) 


Е=1 


’ Известия АН СССР, серия математическая, №6 
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—_Ш6——к—_о_—_—_—_—_—_—_——к 


почти всюду на некотором множестве Е (тЕ >> 0) безусловно суммируе 
некоторым методом Т*” и 


На | ск | = 0, Иа \ Ф? (2) ах > 0 (84) 


К->оо К—5 М 


для любого множества М < Е с ТМ > 0, то ряд (83) безусловно сходитс 
почти всюду на Е и 


со 
Уа< о. (85) 
Е=1 

Безусловная сходимость почти всюду на Е вытекает из первого’ 
условия (84) и следствия 6. Неравенство же (85) вытекает из усл 
вий (84) [см. замечание 9 работы (°)] и теоремы 1. 

Замечание 8. Отметим, что если ряд (83) безусловно сходитс 
почти всюду на ВСЕ стЕ, >0и 

Пт \ $ (2) ах>0 


> м 


для любого множества Мс Е с тМ > 0, то 


со 
я с < \е3. 
К=1 


С другой стороны, справедлива 
ТЕОРЕМА 9. Существует полная ортонормированная на [0,1] система 


функций в„ (2) такая, что ряд > С» 6, (2) абсолютно (тем более безу- 
Рен 

словно) сходится всюду на [0,1] м. Е (5) и вместе с тем 
Е (2) Е Г. (0,1) при любом «> 0 и Тм | с | = со; (86) 


тем более 


3 


с 


2 
= =. 
у? 


1—1 


Доказательство. Положим 


РА ег. 1 1 


0 при 2610,1] — (т, т). 


ых что система функции Фх (2) ) ортогональна и нормирована на [0,1]. 
усть 


Тогда ряд 


со 
А 
У 4к фк (2) 
1 
абсолютно сходится во всех точках 6 [0,1] к НЫ 


РЕ о при рт << 1 в 
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Следовательно, почти всюду 


Е (2) > 


и Е (2) ЕЁ" (0, 1) при «> 0. 


дх 


'Дополним (см. (3), теорема 353) систему функций Фк (2) до полной и 
новую систему обозначим через вх (2). Пусть 
ры к, если ви (1) = фь (2), 


0, если ®„ (5) не совпадает ни с какой функцией фх». 


— 

Ясно, что тогда ряд — С», (2) будет искомым, ибо он абсолютно схо- 
П—1 

‘дится к Г (2) и для него справедливо условие (86), что и требовалось 

доказать. 


С другой стороны, если мы положим 


Ф (1) м о фик (2), 
= 
то легко проверить, что Ф (2) 6 Г (0,1) для всех р6(0,2) и поэтому 
‘справедливо утверждение: 
существует функция Ф о (ЕР (0,1) для всех р 6 (0,2) такая, что ее 


ВРтогональный ряд Фурье У ЕФ,к абсолютно (тем более безусловно) 
К 
[родится на [0,1] и тем ме менее коэффициенты Фурье функции Ф (т) 


стремятся к - со при А->ою. 

Ясно, что для справедливости доказанного выше утверждения необ- 
ходимо условие неограниченности в совокупности на [0.1] ортонормиро- 
ванной системы {Ф‚х (2)}. Это непосредственно вытекает из теоремы Мер- 
сера [см. (3), теорема 524]. 

Отметим, что для системы функций {ох (5)} второе условие (84) не 
выполняется. 

Банах (') [см. также (7)] доказал, что для любой функции 
7 (2) Е ГЛ (0,1), 1 (2) Е 0, можно построить ортогональную систему функ- 
ций ох (2) такую, что ряд Фурье функции ] (5) по этой системе почти 
всюду на [0,1] расходится. 

Таким образом, справедливо 

Следствие 7. Если 1 (2) 612 (0,1), / (2) Е 0и Т" — некоторый метод 
суммирования Тёеплица, то можно построить ортонормированную систе- 
му функций фь (7) такую, чтобы ряд 

25 1 
Ук (® (и = |1 @ 42) (87) 
К=1 0 
почти всюду на [0,1] не был суммируем методом Т”. 
Это непосредственно вытекает из теоремы 7. 
Отметим, что построение ряда (87) очень «слабо зависит» от данного мето- 


ца 7”. Именно, если мы будем менять методы суммирования, то нужные 
ряды, не суммируемые этими методами, можно получать простой пере- 


становкой членов в одном ряде (87). 


7* 
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| 
Далее, Д. Е. Меньшов (5) доказал, что для любого метода суммиро-. 
вания Т можно найти ортогональный ряд 


со со 
У (Ха<э), (88) 
ь > К=1 К 
который не суммируется методом Т всюду на [0,1]. При этом коэффи- 
циенты сх зависят от метода Т. 

Из теоремы 7 следует, что, взяв любой расходящийся почти всюду 
на [0,1] ортогональный ряд (88), мы за счет перестановки его членов} 
и изменения функций $к(2) на множестве меры нуль можем сделать, 
его всюду не суммируемым наперед заданным методом 1". 

Замечание 9. И. И. Волков заметил, что числовой ряд 


ы: ах (89) 
#=0 


может быть суммируем некоторым методом Т после любой перестановки | 
членов и тем не менее ряд (89) будет расходиться. В качестве такого, 


(>) 
з В | 
ряда он взял ряд О 1. | 
ко | 
‚ (Из теоремы 1 вытекает, что если Иш | ах | = 0, то из безусловной сум-' 
К—со | 
мируемости Т” ряда (89) будет вытекать сходимость ряда (89) носяф 
любой перестановки членов, т. е. его абсолютная сходимость. 
Отметим, что замечание И. И. Волкова указывает на невозможность уси- 
ления теоремы 1. Точнее, теорема 1 становится неверной, если прене- 
бречь условием (16). Именно, если взять Й = 1, ]» (2) ==1, ск =1 и 


множество Ё = [0,1], то можно найти метод суммирования Тёплица) 
= со 1 


- =. 
такой, что он безусловно суммирует ряд ря ск]к (7), который всюду рас- 
к—1 

ходится. 


Из указанного выше факта можно получить следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 10. Существует ортогональный ряд 
оо ы 
Уекфа (®) (\Фифьат = ан, ), (90) 
Е=1 0 
который всюду на [0,1] безусловно суммируем некоторым методом Тёп- 


лица Т и тем не менее расходится всюду на [0,1] при любом порядке 
членов *. | 


Доказательство. Пусть при п>. 1 


\ 1 1 
ет при 055$; тиз=\, 
Е о = ие 
фл (2) | И @+2) при. Ч 53а ана (91) 
1 
| 0 при 1—5 <2<1. 


( 


* 
Эта теорема, в частности, решает проблему Орлича [см. (1')] о существовании 


функционального ряда (даже ортогонального ряда), который безусловно суммируем, 
но не является безусловно сходящимся. 
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Ясно, что 


Л п 
2 Е О Рьвые, п 2 1 
|9 @ ее о (92) 


Если же < п, то [см. (91)] 


1 
> Я 
1 КЪ--2 не Ко 


= \ фоыфено о | фа = 


ы Уп(п- 1) 


уг. 1 4 ва у. 
Уп +1) Укжиктт 7’ +1 2 рее) - 0. (93) 


Из (92) и (93) вытекает, что {$»(1)} — ортонормированная система 
на [0,1]. | 
Возьмем последовательность чисел сх = УЕ (+1) и определим ме- 
тод суммирования Тёилица Т =|а„,ш[ следующим образом: аи. =1, 
@л, п’ = — И @и, т = 0 при остальных п и т. 
Покажем, что ряд (90) является искомым. Возьмем некоторую точку 


Хо 6 [0,1). Очевидно, 
м 


5м (2) = >} свфь (то) = М + А (25). (94) 
К 

при М> М, = М, (20), где конечное число А (25) зависит только от х 
и не зависит от №. Следовательно, при А >. № $ 


ск (50) = р а, мэм (50) = ак, кок (5) - ак, кыб ка (20) = 


№М=1 


НАНА (%) — = (+ А (0), 


Илит (0) == 4 (0). | Ик (95) 
К—со т , | 
Очевидно также, что равенство (95) справедливо и в точке хо=1, ибо 
р» (0) = ф». (1). Таким образом, ряд (90) всюду на [0,1] суммируем Т. 
Если же члены ряда (90) переставить, то равенство (94) все равно 
будет справедливым, если выбрать Л, (20) подходящим образом. Но соот- 
ношение (95) является следствием (94) и потому ряд (90) всюду на [0,1] 
эезусловно суммируем методом Т. 

’ С другой стороны, расходимость ряда (90) на [0,1] при любом поряд- 
«е членов не вызывает сомнения, так как в каждой точке 2. бесконечно 
иного членов ск фх (2) равно единице, что и требовалось доказать. 


Замечание 10. В теореме 10 мы имели: И с» = со и это частично 
п—со 


эбъясняет причину возникновения такого рода результата (ср. со след- 
этвием 6). Кроме того, система функций {ф»„(2)} не полна, что также 
чвляется причиной такого поведения ряда (90) (см. замечание 6). 

Замечание 41. Легко видеть, что ряд (90) всюду на [0,1] при 
любом порядке членов расходится к -- со. Но можно даже доказать 
большее. Именно, справедлива 
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ТЕОРЕМА 14. Существует функция Е(х) и ортонормированная! 
система {$» (2)}, состоящая из ограниченных фукнций на [0,1], такие, что. 


ортогональный ряд 
1 


Увы ® (4 =Рь@) 4) (96) 


п=1 


обладает. свойствами: 


а) У |4. для всех р>2; (97) 
п =1 

6) члены ряда (96) можно переставить так, чтобы вновь поуча 
ряд всюду на [0,1] расходился в -- со; 

6’) члены ряда (96) можно переставить так, чтобы вновь пож 
ряд всюду на [0,1] расходился в — со; 

в) ряд (96) сходится всюду на [0,1] к функции Е (2), а после некото- 
рой перестановки — к функции Е, (2) и при этом Е, (2) —Е(т) =0 ва 
всех точках 2 [0,1]. 

Доказательство. Положим для п». 1 


1 


ш (п 3) — № (п - 2) з Л 
оо ВО о О р 


1 


У шв (п + 2) —1 :. 
= НЭ [ево 
: 
при 1 А. № @ 31 
й 
0 при 1 — +3 < та 
(98] 
Так же, как в теореме 10, легко проверить, что Ф„ (2) — ортонормиро- 


ванная система функций на [0,1]. Из определения функций Ф„ (2) [см. (98)1 
вытекает, что 


Ф" (1) уши, при п-> оо. (991 
Рассмотрим ряд | 
У 4 


Ясно, что на [0,1] он сходится к некоторой функции Р (5), ибо [см. (98)] 
при достаточно больших п > то (п, зависит от 2) 
- 1 
$" (#) _ 1 | № (п + 3) — ш(п- 2) 

И — Ув Е ЕЕ И 

гле числовая последовательность с„ убывает к нулю монотонно. Отмети 


[см. (99)], что 


в 
И 


(101 
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Из (101) вытекает, что ряд (100) сходится к функции Ё (5) в каждой 
‘точке х6[0,1] условно. 
Так как 


РУ Сл 


то 


Рен (9) = У СО) т 9), 


‘где последний ряд сходится равномерно на\|[0,1], ибо фи (2) =0 при 


1 
|1 — (+3) << 1. Поэтому 
а 


Ут 


ат = \ Е (2) 9, (2) 42 = 


‘и, следовательно, 4 удовлетворяют неравенству (97). 
’ Убедимся, что ряд (100) удовлетворяет также требованиям 6), 0’) и 
в), т. е. в качестве ряда (96) можно взять ряд (100). 


Так как все функции ф„(х) постоянны на [о — в] то 


Я’ (2) = ©0056 = А 


лы 


‘при хе [0,1 — й Из условной сходимости ряда (100) вытекает, что 


]03 
его члены можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд 
—_ 
(—1) * 
а (102) 
тт а 


сходился на [и — к числу А-+1. Нетрудно видеть [см. (98)], 
что тогда и весь ряд (102) будет всюду на [0,1] сходиться к функции 
Е, (5) =Е (1) |1. А это и означает, что ряд (100) удовлетворяет тре» 
бованиям пункта в). 

С другой стороны, если члены ряда (100) переставить так, чтобы 
вновь полученный ряд расходился к -- со (или к — со) на [ол — в , 
то этот переставленный ряд будет всюду на [0,1] автоматически расхо- 
диться к-- со (соответственно — со), ибо в каждой точке 2 (1 Е г , 1 


члены 


4 
= я (52°), 


начиная с некоторого М, совпадают с членами ряда (100) при 


26 [0,1 — 25]. Теорема 11 доказана. 

Следствие 8. Существует ортогональный ряд с коэффициентами, 
стремящимися в нулю, который на [0,1] расходится в -- ©. 

Это непосредственно вытекает из теоремы 11. 

Следствие 9. Существует ортогональный ряд, который при неко- 
торых различных порядках членов сходится на [0,1] к различным 


функциям. 
Это также является частным случаем теоремы 11. 
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Замечание 412. Теорема 11 в некотором смысле окончательная. 
Именно, если мы будем требовать, чтобы неравенство (97) выполнялось. 
и для р=2, то свойства 6), 6’) и в) автоматически уже не могут 
выполняться. 

В самом деле, если 


= 


1 


фо, 
1 


то ряд (96) сходится на [0,1] в метрике в: при любом порядке членов, 
т. е. ряд 


КМ 


‘2! Чип (2) 


п 


| 
= 


сходится безусловно на [0,1] в метрике [^. А тогда, как нетрудно 
сообразить, он сходится на [0,1] в метрике [7 при любом порядке членов. 
к одной и той же функции Ф (2) ЕТ. (0,1). | 

Но из сходимости к Ф(2) в метрике [7 вытекает, что всегда най-. 
дется подпоследовательность частных сумм переставленного ряда, кото- 
рая почти всюду на [0,1] сходится к функции Ф (2). А это и значит, 
что при 


со у 
я 4 «со | 
= 
условия 6), б’) и в) не могут выполняться на множестве положительной 
меры. 
Поступило 
29.Х1.1957 


ЛИТЕРАТУРА 


Вапасвь $., Эт 1а 41уегоепсе 4ез з61ез ог(Восопа]ез, Збаа Ма{®., 9 (1940), 139— 

>. 155. 

* Даревский В. М., О некоторых вопросах в теории расходящихся рядов, Ма- 
тем. сборн., 7 (49): 3 (1940), 549—587. 

Касршаг? $5., Збе1ппвацз Н., ТЬеоме 4ег Огпобопаевев, У/агзгажа — 
Глмуо\у, 1935. 

Колмогоров А. Н., Меньшов Д. Е., Зиг ]а сопуегоепее 4ез з6мез 4е 
опсИопз ог(Воропа]ез, Ма. 2ейзсвг., 26 (1927), 432—441. 

Меньшов Д. Е., бт ]ез збмез 4е {опсИопз от{Вобопа]ез, Рип4. Маёв., 7 (1926), 
56—108. 

$ Олевский А. М., О линейных методах суммирования, Доклады Ак. наук 

СССР, 120, № 4 (1958), 701—703. 

Талалян А. А., О сходимости ортогональных рядов, Доклады Ак. наук СССР, 

110, №4 (1956), 515—516. 


Ульянов П. Л., О перестановках тригонометрической системы, Доклады Ак. 
наук СССР, 116, №4 (1957), 568—571. 
Ульянов чЕл. 0 рядах по перестановленной тригонометрической системе, 
Известия Ак. наук СССР, серия матем., 22 (1958), 515—542. 
19 ЗиргмундлА.. Тригонометрические ряды, М.— Л., 1939. 
и Ог11с2 \., Оъег @е цпарВ8ло1е уоп 4ег Апогапипе {аз иъегаЙ Копуегреще 
ЕипкИопептевер, Ви. 4е 1’Асад. Ро]опа1зе, (1927), 147—125. 


З 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 


Серия математическая 
22 (1958), 841—870 


А. А. КОНЮШКОВ 
О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ. 1 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе вводятся некоторые классы функций с определенным пове- 

дением норм конечных разностей и изучаются категория и борелевский 

тип некоторых подмножеств функций. По типу результатов статья при- 
мыкает к работам Тарнавского [см. (1), (?), (5) и ($)]. 


Введение 


В работах (!) и (?) Тарнавский рассматривал: а) пространство Ньъ. 
‘непрерывных функций / (2) периода [, для которых при всех хи й 


|7 (#®) —/ (2) | <®(1]}, 


‘причем за метрику принималась метрика пространства С: непрерывных. 
функций периода [; 
6) класс Нь функций /ЕСь, для которых при всех 5 


ПЕ 11 (= -- №) — 1 (=) | 


В>0 4 (|1 |) ых 


Здесь ®(#) и о (1) (# >0) — положительные неубывающие функции, 
стремящиеся к нулю при й-> -|- 0. 
’ Тарнавский доказал [см. (2), теорема 1“], что если 


ВЕ 
чье) 
и 
На [91 09) зу я ву 0.15 
чи ар во (#) 


то множество Нъ [|] Не будет резидуальным в пространстве Нъ*. 

Если же условие (0.1) не выполняется, то, как показал Орлич (3), 
множество Нь П Нь, пусто. 

Отметим, что, как доказали Ауэрбах и Банах (“), множество й 
будет резидуальным в пространстве С: (неубывание функции 4. (7) не 


предполагается). 
Далее, в работах (5) и (8) Тарнавский рассматривал: 
а) пространство ДР» функций /ЕС, (С, согласно предыдущему, — про- 


со > ы Ра 
* Это означает, что дополнение Н.„,\(Н, ПН.) будет множеством 1-й катего 


рии вН... 
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странство непрерывных функций периода 1), для которых при каждом 


(фиксированном) х 
1 


112+) —/=)| й 

Се 
0 

‘причем за метрику принималась метрика пространства С; 


6) класс Эф функций /6С:, для которых при всех 5 
1 


ОИ оо, 


101 (2) 
0 


‘Здесь ш (Е) и % (1) (Е > 0) — положительные неубывающие функции, стре- 
мящиеся к нулю при #-—> + 0. 
Тарнавский доказал [см. (5), теорема 1], что если 
1 1 


ео О АН, 
0 


< ®, 


1 


м1 (1 _ ое чт 1 
Е р (1) 4 Ни | { т. 


{о 1-0 


то множество В, П О% будет резидуальным в пространстве Л, 


Далее, теорема 2 работы (5) утверждает, что если 
1. 
1 (1) 1-50 1 (2) 


< ©, 


то множество Ри будет резидуальным в пространстве С,. Случай 
ар: (Г) = этой теоремы рассматривался Качмажем (7), который установил 
аналогичные утверждения и для интегралов 

1 


( ее, Пе Ее-®, 


5 : 
Наконец, отметим работы ((8) — (13), в которых рассматривались 
функции ] (5), удовлетворяющие условиям вида 
2" 2 
\ - 172 +9 —/@— дРагае < оо. (0.2) 
0 0 
Так как эти работы не касаются вопросов категории или борелевского 
типа множеств, чему посвящена наша статья, то мы не будем приво- 
дить результаты этих работ. Заметим только, что в этих работах, 
кроме работы (3), р=2, а в работе (°) 1<р<2; в работах (3) и (3) 
2 (1) =Ь, в работе (10) 4 (1) =й, в работе (1) %(й =2*° (0<«< 1, 
в работе (13) ш (р =р"® ((<««2), в работе (12) ш(!) подчинена неко- 
торым дополнительным условиям (А)и (А'). В работе (1?) речь идет также и 


об условиях, получающихся из условия (0.2) заменой разности (+ — 


—1(% —1) конечной разностью более высокого порядка. 

В настоящей работе вводятся некоторые классы периодических функ- 
ций с определенным поведением норм конечных разностей и исследуются 
категория и борелевский тип некоторых подмножеств функций. При 
этом на функции, играющие роль функций © (й), в, (1), ш (1) иш, (1) 
работ 'Тарнавского, накладывается меньше ограничений. 
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$ 1. Определения некоторых классов функций и лемма 


Будем рассматривать классы функций с периодом 2х. 
1.1. Пусть ф(#) — положительная функция на (0, 2], и пусть фикси- 
| рованы числа р, Хи М, где 1 <р<о, #— натуральное, М>>0. По 
‚ определению, 

1) НО „— класс всех функций 76 Г, (0,2*) при 1 “ро и класс 
всех функций /6С.;. при р = со, для которых 


(К) 
149 7) |. 


50 `<М (<<. (1.1) 


р 
Здесь и ниже через Д® 7 (2) обозначается симметрическая разность А-го 
` порядка функции }, т. е. 


х 
Ала = У "(ев 2т) Ц. (1.2) 
т=0 
При р = со числитель в левой части неравенства (1.1) есть норма 
функции Д® 71(®) (© аррументои 1) в пространстве Сол. 
Примем в классе НЫ хр метрику пространства Г,,(0,2*), если 
<р< с, и метрику пространства С.„, если р Тогда НН. о 
окажется полным метрическим пространством (ибо НО ‚&, р — замкнутое 
подмножество Г» или С.„). 
2) Нок р— класс всех функций / 6 Г. (0, 2*) при 1 Зр<о и класс 
всех функций /@С.„ при р = со, для которых 
#5 Ф(0 
Если предположить функцию $(Г) неубывающей, то при обычных 
действиях над функциями класс Но, кр становится банаховым простран- 
ством при следующем способе введения нормы: “ 


[499 72), 
И покр т += 5ир те (1.3) 


0<#<2к 


со. 


Отметим, что классы Нок при неубывающей функции $(1) рас- 
сматривались С. Б. Стечкиным (М) с точки зрения свойств тригоно- 
метрических полиномов, аппроксимирующих функции. 

3) И, , р = Гр (0, 2=) Нок» (15 р<о), 


Е К, А, Ё, со* 
1.2. Пусть 12 (1) — положительная функция на (0, 2ж], и пусть фикси- 


рованы числа р, №, Ви М, где 1<р<со, №— натуральное число, 


В>0и М>0. Но определению, 
1) 2% „в— класс всех функций 6 Гр (0, 2") при 1 <р<®и 
класс всех функций /6С»- при р = ©, для которых 
2" 40 1 (2). 
р 
2 < М. 


* Напомним, что при /6С>. |1 =| [со 
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Примем в классе 2, ‚в метрику пространства Г (0, . т | 


1 <р< <, и метрику пространства С›„, если р = ©®. Е Ррыв К, р,В 
окажется полным метрическим пространством. 
2) О, к.в— класс всех функций /6Гр(0, 2) при 1<р<о и 
класс всех функций /6 С». при р = со, для которых 
т | 4% 1 (2) 1 
А я 
рта < со. 
0 


При обычных действиях над функциями класс 0). к, р, в становится про- 
странством типа (Ё) [см. (1), стр. 30] при следующем способе введения 
метрики: 
А, — В, 
о, ЛЕ —— 0—7? ©<8<1), (4.4) 
м, К, р, В 
ТА В, 1 


о, =М-лы |) 2-4: 


>) Де нре РО, 28 < Пиков. По Ра 
Ду, Ё, со, В— Г со, В* 


1.3. ЛЕММА *. Пусть $Ф(1) и № (1) — положительные функции на 
(0, 2=], и пусть фикси рованы числа Ки В, гбе К— натуральное число ив 


В>0. Пусть функция ЕС». имеет лакунарный ряд Фурье 


со 
|. | 
7 (5) в - >: 9; с08 И;Х, 


ыы а А в 1, ИЕ тт имеют место неравенства: 
Е Вы (> О }. (1.6) 
оао <” а при 0<В<1, (1.7) 
м Ув Ч 
аа) < С о «)) при >21, (1.8) 


( [4057 (2) [8 1910 п;ё [АВ 3 


2 
Я со 
3 \%0 вк 2 (0) а) при 9<В 5.2, (1.9) 
= 0 


[2 
[4021 (2) |8. | 311 п; 2 [#8 
50 #> ри ий при 82, (1.10) 


1=1 


где В», х — положительная постоянная, зависящая только от № и Ё. 


* 
Мы лишь ради краткости записи привели лемму для рядов с косинусами.. 


Фактически лемма распространяется и на ряды вида 52. + №4 @; с03 п; -- В; 91 п; 5), 


где 1—1 
де последовательность {п;} разбивается на конечное число лакунарных последова= 
тельностей. 


КЛАССЫ ФУНКЦИЙ 845 


. Доказательство. Рядом Фурье для симметрической разности 
У: (1) (как функции от 2) будет ряд 


1 со 
(—1) * 2" У изийии . зап (Ё нечетное), 
мли ряд т 
Ё со 
(— рот у ЗА ий - 08:2 (Ё четное). 
=1 


Следовательно [см. (15), $ 9.602], 


1 


ы т 
[487 (®) >В, , (> о? ше" ии ) (1.14) 
=1 
причем можно считать ВБ», х = В, где В, — константа, указанная в 
$ 9.602 книги (15). 
Очевидно, что 


[48 (2) 2* У [авиа пы |, р: 
1=1 


"Таким образом, неравенство (1.6) будет следовать из неравенства (1.11). 
Докажем неравенство (1.7). Из неравенства (1.12) вытекает, что при 


9<В<! * 


Ау, < 2” (У | | зай и < 2. х ое [| зо п |8, 
| 1—1 
ее [42762 6 < т | зп [8 
| 2 КВ | В # 
0 1—1 


Неравенство (1.7) доказано. 
Докажем неравенство (1.8). Из неравенства (1.12), применяя нера- 


’ венство Минковского, получаем, что при В > 1 


А < 2" у [а пи у, 


=. 
2п | А) } () | з |1 п; В = 
Е 1 .: = 
ия 2 [} (> ява) < 
0 
ет ол. [ИВ та зы Ге |8 в 
ра о Е М, $ , 
ее Хе 20-9) 2 Хы и — 4) 
1— 0 4=—= 
Неравенство (1.8) доказано. 
* Пользуемся тем, что при О << 1, а, >0 (п=1,2,...) имеем: 
(34) 
п=1 п=1 


см. (15), $ 2.12]. 
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Докажем неравенство (1.9). Из неравенства (1.11), применяя аналог 
неравенства Минковского для показателя степени под знаком интеграла, 
меньшего 1 *, получаем, что при 90<%В<2 
& 

2 


[4 72) 6> 81.» (У зы" 0), 
1=1 


2 И с? 2 © - п2Ё я Е. 

. | А); (=) | в я . т 2 $10“ И 2 в 

о бе А 

р 6—1 00 

2 2 

со 2" > КВ ® со 2" 2} КВ ® 
и реле ад ее ат. 

=1`5 = ‘5 


Неравенство (1.9) доказано. 
Докажем, наконец, неравенство (1.10). 
Из неравенства (1.11) следует при В>2, что ** 


со .р. со 
2 
[4727 (2) > В» ( У а эти) > В» | щ [| зшпи |8, 
1—1 1—1 
А ФВ р а В Иа 
а Ам р 
1=1 0 


Лемма доказана. 


$ 2. Теоремы о классах Н и О 


ТЕОРЕМА 1. А. Пусть $ (1) — положительная функция на (0, 2=|, 


и пусть р, Е — фиксированные числа, причем 1 «< р< с, А — натураль- 
ное. Тогда: 


со 
1) для того чтобы Нокр- 0 ***, необходимо и достаточно, чтобы 


Нш Ф(0 =0. (2.1) 
1—0 


* Этот аналог состоит в том, что при 0<у<1, 1» (=) >0 имеем: 


- у 
[С 7 > Я ее) 
‘п п=1 
[ем. (16), $ 6.13]. 
** Пользуемся тем, что при У>1, а, =0(п=1,2,.. ) имеем 
со 5: со 
[ан еа 
#1 #—1 


[ем. (16), $ 2.12]. 
* 
*** Знак 0 обозначает здесь пустое множество. 
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При выполнении условия (2.1) множество Н®ь,р будет резидуальным в: 

пространстве Г.» (0, 2к) при 1 <р<оо и в пространстве С». при р=оо. 
2) Для того чтобы в класс Ноьвьр входили не только функции, 

эквивалентные константам, необходимо и достаточно, чтобы 


И. 
и 2 «соо. (2.2) 
Множество Н.,к,р будет либо совпадать с Г.» (0, 2к) при 1 «рос 
ис С». при р=со (когда не выполняется условие (2.1)), либо будет: 
подмножеством первой категории в Г» при 1<3р«%® ив С; при 


р = со (когда выполняется условие (2.1)), причем будет 


замкнутым, 
подмножеством в случае, 


когда не выполняется условие (2.2), и подмно-- 
жеством типа ЁЕ‹, но не типа @з (а значит не будет замкнутым под- 
множеством) в случае, когда выполияется условие (2.2). 

Б. Пусть (1) — положительная неубывающая функция, и пусть. 
‘кроме чисел р и К фиксировано число В>0. Если всюду в пункте А 
теоремы заменить классы Нокри Нъкр соответственно классами’ 
Ок рви Оькрь, а условия (2.1) и (2.2) — соответственно условиями, 


25 


Гия , 
\ = =°° (2.1*), 
0 


— ге фо, (2.2%) 
0 


то утверждения 1) и 2) останутся справедливыми. 
Доказательство. А. 1а) Докажем необходимость условия (2.1). 


Если оно не выполняется, то существуют такие числа а и Ц, что, 
ф (Е > а>0 при О<ЕЗЬ и, следовательно, 


Н., й, р. — [р (1< р со), Ну, й, 5 — Сок; 
’ таким образом, 
со 
И К, р — 0. 

16) Докажем достаточность условия (2.1). Пусть оно выполняется. 
Покажем, что в этом случае Нок, р = 0. 

Построим функцию 76 С5-П Нок, 1; тогда при любом р,1<р< <, 

со 

она будет принадлежать Нъ, №» 

Из условия (2.1) следует существование такой последовательности: 


а 
нь бы 0 -5-, что 


ЗЕ 
2 


У ф` (11) < ©. 


71—=1 


* Стрелки { и {| обозначают соответственно невозрастание и неубывание. 


848 А. А. КОНЮШКОВ 


'Выберем из — | (т =1, 2,...)* лакунарную подпоследовательносты 
| ]| (=1,2,...) и положим | 
я, 


Е 
2 


1) = 


1 
(1т,) с08 | Е. х. 


Тогда функция ] будет принадлежать С»„, в силу того, что 


„Далее, по формуле (1.6), при &=1, 2,... имеем: 


(к) 1 зи сут а ) 
| А! (2) | Е А ВЫ, 4 
А ВА @ т) Ф(2)) > аВ, к 


1 
$ (1, = 


$ (т) 


где ар— положительная постоянная, не зависящая от Й (так как’ 


>< м и; < 1, то Ш ши ([ = | 1) >0) } | 


| 
Из предыдущего следует, что | 


ти АРА 
ыы  Ф@ |’ 


О 

1в) Докажем резидуальность множества Нек, р в пространстве Г.» при 
1 <р< < и в пространстве Сь„ при р = ©о в случае выполнения усло- 
вия (2.1). Так как, по доказанному, Нок р-Е 0, то Нокр будет соб- 
ственным подмножеством пространства Г» при 1 < р < и простран- 


ства С при р = со. Очевидно, что Н., к р-— Линейное подмножество. | 
„Далее имеем: 


У: В | НН" т) 


о Ф.К, р» 
т, П—=1 


где Но” — множество всех функций /6Н. кр, для которых 


АА, 
$ 


ий 
т 


зп при 9 2— 


Множества Н5",”) замкнуты в пространстве [р при 1 <р<о ив про- | 


‘странстве С.- при р = со. Следовательно, Нокр есть собственное ли- 
нейное борелевское (типа Ро) подмножество. Применим теорему Банаха_ 
[см. (17), стр. 34], согласно которой собственное линейное бореловекое 
‘подмножество пространства типа (ГР) будет множеством первой катего- 
рии в этом пространстве. В силу этой теоремы, Нок ›— множество _ 
1-й категории, а Н> ‚р резидуальное множество в пространстве Г» 
при 1 < ро и в пространстве С. при р = ©. 


* Скобки [ ] обозначают целую часть числа. 
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2а) Докажем достаточность условия (2.2). Пусть оно выполняется; 
тогда из него следует, что при достаточно малых &, Оо. 


где С — постоянная. Поэтому в Нок р входят, например, все функции с 
К) 
к (6 = 01) *, 


’ в частности, все тригонометрические полиномы. 
26) Докажем необходимость условия (2.2). Пусть (2.2) не выпол- 
няется, т. е. 
и 
а — ©о. 
—-о Ф(8. 
Покажем сначала, что в этом случае в класс Нок р не входит никакой 
тригонометрический полином, отличный от константы. Это достаточно 
доказать для р =1. 


Пусть 
= = -- > (ат 08 тх -- бт зш т), 
тТ—=1 
У (4. |+ 18 )>>0, п>2. 


т—=1 


Тогда формула (1.6) при ^ == дает: 


1 
| А) Ти (=) |. < зи? из 2 
Ф (8) >В а [М и, 0 ЕВЕ 


При фиксированном т получаем: 


? ь р к 
Ре эти РЕ О Ей |= Е р 
но ©500) ео $ (1) О) 
откуда следует, что 
— АТО _ 
50 о 


Покажем теперь, что в Нокр не входит никакая функция ], не 
эквивалентная константе. Пусть с» (2) = о» (2, /) — сумма Фейера для 
некоторой функции 76» (1 <р<о®), т. е. 

п 
ов (1) = —— | 1 (2 -- и) К» (и) аи 


—п 


- 2 ТЕ Ии- 
* Здесь ®;,(Ь ие А непрерывности ^-го порядка функции ] в метр 


ке Гр, т 
Е г 
;, уг = шах (14) [7 (ее - тй) 
ов, В = ах | ( ь 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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где А» (и) — ядро Фейера. Тогда имеем: 


К 
Мое) — $ (иде @ 289 = 
т=0 
К п 
= 1") | ле+&-2т шк, (48 = 
т=0 =: 


= к.) { > (-1)" (ле -+ &— т) Е в 4 = 


т—0 


ДР) (2 + и) К» (и) ди. 


А 
ие - 


| 
я 


Мы получили: 
Е к 
Да» (2) = 0, (2, ДР). 
Пользуясь тем, что 


[=> «И, 


находим: 


ГА» (р, АРУ, (2.3) 


константе, то, в силу неравенства (2.3), в Но, к,р входили бы некоторые 
отличные от постоянной тригонометрические полиномы (суммы Фейера). 
Но это, по доказанному выше, невозможно. Следовательно, классу Но, к,р 
не принадлежит никакая функция ], не эквивалентная константе. | 

2в) Выясним борелевский тип множества Н. кр при выполнении 
условия (2.1) (если условие (2.1) не выполняется, то Нок, р = Ср при 
1 <р<<иН. къ = С.я). То, что Нъ, к, р есть множество 1-й категории, 
доказано в пункте 1 в). Если условие (2.2) не выполняется, то, по дока- 
занному в пункте 26), класс Нок, состоит из всех функций, эквива- 
лентных константам. А множество всех функций, эквивалентных константам, 
замкнуто в Гр ив С.›„. Следовательно, в этом случае множество Но кр 
замкнуто в Г» при 1 <р<о ив С», при р = с. 

Пусть условие (2.2) выполняется. Тот факт, что множество Но к.р 
будет типа Ё., доказан в пункте 1в). Покажем, что в этом случае множе- 
ство Нок,р не будет типа С5. Миожество Но кр при выполнении 
условия (2.2) будет всюду плотным в пространстве Г,» при 1 ро 
и в пространстве С»„ при р = со, так как в Но, р входят все тригономет- 
рические полиномы. Далее, по доказанному, при выполнении условия (2.1) 
множество М. хк,р будет 1-й категории. Из этого следует, что множе- 
ство Но, к,р не может быть типа Св, так как известна теорема [см. (18), 
$ 28], в силу которой в полном метрическом пространстве всюду плотное 
множество типа (5 будет непременно 2-й категории. 

Б. Если условие (2.1') не выполняется, то Л. к, р. в = Бр при < р< ов, 
[., к, с, В = Сок и, следовательно, Пу, к, , в = 0. Таким образом мы доказали 
необходимость условия (2.1’) для того, чтобы р 


| 

| 

| 

Если бы в Но кр входила некоторая функция ], не эквивалентная | 
1 

|} 

| 

| 

| 
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Докажем достаточность условия (2.1°). Рассмотрим два случая. 

1-й случай. Пусть не выполняется условие (2.2’). Тогда из нера- 
венств (1.9) и (1.10) следует, что каждая функция, не эквивалентная 
константе, с лакунарным рядом Фурье принадлежит 2% кт в. 

2-й случай. Пусть выполняется условие (2.2’). Построим функцию 
ВЕС... П Рь к, 1, в; тогда она будет принадлежать Рь к. р.в при любом 
р, 1<р-< с. При этом можно считать, что В>2, ибо из выполнения 
Условия (2.2’) при В < 2 следует его выполнение при В>2 и, кроме того, 
Вл рв По крь, ебля В < В. 

Положим 


2п 
__ (© | тля В 
Ут Жи \ "3 — ЧЕ. 


Имеем: 


>. | 


где С: — положительная постоянная, не зависящая от п *. Отсюда, в силу 
условия (2.1’), следует, что у„-><о при п-> со. Выберем лакунарную 
последовательность {7;} так, чтобы 


со 


1 
и 
ув 


1=1 


’ Положим 


Тогда / 6 С.-. Докажем, что / 6 Ди к, 1, в. Так как В >> 2, то из формулы (1.10) 
получим: 
А} ( р е ва 
ль В м Е Ур =.00, 
2 (1) га — 
Ут; 


о 


со 
Мы доказали, что 6 Сж ГП Бь, к, 1, в- ь 
При выполнении условия (2.1”) множество Юж, к, р, в будет резидуальным 


в пространстве Г» при 1<р<с и в пространстве С», при р== 00, 
так как его дополнение Д»», к, р, в будет собственным линейным борелевским 


подмножеством типа Ё.. Именно, 


ие (т) 
и, к, р, в = Ц ПБь, к, р, в- 


П=1 


* Вообще, если у >> 0 и № (1) — положительная неубывающая функция, то 


2п 
[и 


2 
|0 иё | : 
\ 12 (8) ис, \ 2 (0) 


0 — 
п 


При у =2 это доказано в работе (12), в общем случае можно рассуждать аналогично. 
8* 
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При выполнении условия (2.2’) в классе Пк, в входят, в частности, 
все функции с чи (Ё, = 0(Р). Если условие (2.2’) не выполняется, 
то из неравенств (1.9) и (1.10) следует, что в класс Ош. к, р, в не входит 
никакой тригонометрическии полином, отличный от константы. При 
помощи неравенства (2.3) получаем, что к Пк, р, в Не принадлежит 
никакая функция, не эквивалентная константе. 

Борелевский тип множества /», к, р, в в пространстве Л» при 1 < р < © 
и в пространстве Сь„ при р = со можно выяснить аналогично тому, как 
это было сделано для пункта А теоремы. 

Теорема 1 доказана. 

ТЕОРЕМА 2. 1) Пусть функции $ (1) и 31 (1) положительны на (0, 2т] 
и Ф(И) не убывает, и пусть р, К — фиксированные числа, причем 1 <р<о, 
К — натуральное. Тогда для того чтобы Ну кр П Ну, к, р = 0, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия: 


Я Ма 

а о 
у ы —0 (2.4) 
не ® ВЕ ФГ | 


-, со О 
При выполнении этих условий множество Нок, ь П Но, к,р будет рези- 
дуальным в пространстве Но к,р с нормой (1.3). 


со 
Множество Нок, Г На, к,ь будет в пространстве Но, к, ‚ открытым 
в случае, когда выполняется условие 
к 


а. 2.5 
гро #8) ча. {2-я 


а 7 / ` 
и типа Су, но не типа Е. (значит, не дудет открытым) в противном 
случае. 


2) Если в п.1) теоремы 2 классе Нок заменить классом и. 
с метрикой Гр при 13 р << и метрикой С.- при р = с, то утвер- 
ждения теоремы останутся справедливы.ми. 

Доказательство. 1а) Докажем необходимость условий. Необхо- 
димость условия (2.2) следует из теоремы 1, ибо условие (2.2) необходимо 
для того, чтобы в класс Нк, р входили не только функции, эквивалентные 
константам (последние, очевидно, не принадлежат И? хр). 

Докажем необходимость условия (2.4). В знаменателе формулы (2.4) 


стоит не функция $(0, а ее «исправленная» функция в смысле работы 
С. Б. Стечкина (1): 


(= Ш [9] (0<Е<2. 


0о<т& 


Из условия (2.2) следует, что для некоторых 6 >0иь 


< <<, 
ИЛИ 


Поэтому 


| 


а Ба Бльчьй ва 
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Убедимся сначала, что Нокр=Н 


Е (в теоретико-множественном 
Фу ‚Я, р 


смысле). 
Так как фу’ (И <(1 [ем. (1°)], то ясно, что 


Е И 


Фу › О 
®— Пусть теперь ЕН к,ь. Тогда при некоторой постоянной М > 0 
1477 (2), < МФ(#) (<<. 
Этсюда следует: 
0х (28 Ль, < МФ (г), о) (Е, И < МФ (Е). 
По свойству 4) исправленной функции [см. "(9 получаем, что 
ок (Ь Ль, < МФ, (9. 
Далее, 
в (28, г, < "Мф" (1) 


и, следовательно, ГОРЫ .. 


9 ›Ё,Р 
®— Таким образом мы доказали, что 
Е 


?ь, К, р. 


Если бы условие (2.4) не выполнялось, то при некоторых числах а > 0 
и & имело бы место неравенство 


то Рон, 


или 
откуда следует: 
И К, р == Я ыы 


Ф.›й,Р 


СЯф, к, р и Но, к, р П Па 


16) Докажем достаточность условий (2.2) и (2.4). Рассмотрим два 
случая. 

1-й случай. Пусть выполняется условие (2.5). Тогда, по теореме 1, 
классу Н> ь р принадлежат все функции из Г» при 1 < р< сх и все 
функции из С. при р == со, не эквивалентные константам. Так как у нас 
выполняется условие (2.2), то, по теореме 1, классу Но, к, ь принадлежат 
не только функции, эквивалентные константам. Поэтому ясно, что 


‚Нов, р П Нок ра 0% 


2-й случай. Пусть условие (2.5) не выполняется. 
«) Пусть Пиф (1) > 0. Тогда, по теореме 1, Нъ, к, р = Гр при [= р < ©° 
1 50 


и Нк = С.-. Убедимся, что при выполнении условия (2.4) 


та фл (#) = 0. (2.6) 
Бо 
Действительно, 


1 ЕТ (1 
фл (Ё) р (2 73 (Е) 
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| 
и дробь в правой части, по условию (2.4), имеет нижний предел, равный 
нулю. | 
Непустота класса Нк, ь П Н&, к, рследует, по теореме 1, из условия (2.6). 
8) Пусть Ни Ф(Ё) =0 (тогда и подавно Шт $ (И) = 0). Убедимся, 
1-0 1 +0 
что во втором случае 
к 


а (2.7) 
го фк (И 


К 
1 

Предварительно заметим, что функция жет не убывает [см. (1?)]. 

Фк (1 | 

Пусть соотношение (2.7) не выполняется. Тогда существует такое 


число а 0, что 


.* А 
Фь (1) о > 
В силу условия (2.4), отсюда следует, что 


Им Ф. = 0, 


| 
| 
| 
—_— й 
| 
| 


5 
ыы Ф; (#) 


А у нас во втором случае последнее соотношение не имеет места. 
со 
Построим функцию УЕ. к, » П И. в,з © вк (6 Эс. = 01$" (0). 
Из условия (2.4) следует существование такой последовательности 
о» бат 0, ЧТО 


Ф1 (#,) 
*3 = 
Фу». (2) 
Имеем: 


?1 (1) *» 


Ф (2) = 9" Е.) т (#„) —0 (п — со). 


же 
Положим & = а Гогда т. { со и 


: = © (п — со). (2.8) 
ь (=) 
Из условия (2.7) следует, что 
И 
1 
Им > == 0, 
_ = 
ть е. 
3 4 
] К в 
о „Фк пы со, | (2.9) 
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\роме того, имеет место равенство: 


бы $, Гы =0. (2.10) 


И—со Ти 


Положим 1, = 0, 1, =1. Числа 4 с последующими индексами будем 
зыбирать из последовательности {“„} так, чтобы последовательность 
“„}> была возрастающей. Именно, пусть 11,..., “„ Уже определены. 

7-4 
Зыберем число 1„,, так, чтобы т. 


К ыы К, == х = * 
ные (т) > 289% (1, (2.11) 


Е РА а 
2 


пену ек «ВИЙ. 948 


Гакой выбор 1„., возможен в силу условий (2.9) и (2.10). Отметим, 


_ ОА 
Из соотношения (2.8) следует, что 


(2.13) 


Положим Фо = ф: = Фь (1). Пусть и — натуральное число > 1 и пусть 


** 4 
<< 1, (1>1). Положим ф, = $; (5) и покажем, что 


У ти = От (п 1). (2.14) 


и 
Пусль п >1и1<п< 1 (>24). Имеем: 


п 1—1 

Уи Хы 
тТ=1 ИТТ (У 1» Ты] 
| 1—1 
+ » теми а - пи (+) < 
тЕ (1—1, п] и=1 Ты 1 

1—1 
< Ха (3, +92 (С). 


т 
[ЕЕЙ г 


| В силу неравенства (2.11), 
КиК я ИВ Е «* ео Е 
ел и) < ты 


или 


—К +8 1 
(у < Я (5). 
* Выбор последовательности, удовлетворяющей неравенству типа (2.11), проводился 


в работах С. Б. Стечкина (1), (25). 
** Употребляемый ниже метод для вывода оценки (2.14) применялся С. Б. Стеч- 


иным в работах (13), (29). 


856 А. А. КОНЮШКОВ 


Далее, 


ь —2к 1 
к ем < ок Е -) 


Е (к с" 1 
9 Се <? к ый 
к 


й 
Поэтому с учетом неубывания функции = имеем: 
фк (1 


Ы тт 2 9 в а: к *(;.) < 3 (=) : 


Таким образом, оценка (2.14) доказана. Учитывая соотношени: 
(2.14), получаем: 


х ти фи = Фо + ро т фи: = 


=9% (1+ Зечи- '4= = 0 [#*чх (|. 


Следовательно, 


т 
. ** 1 Е 
У мафия О" 2 (--)| (2.18 
| 
`, 
Для дальнейшего заметим, что если функция /6С.. имеет а 


ный ряд Фурье 
со 


4 + У (аъ; со8 пир - 6; эти), (2.16 


1—1 


_ 


где >^.>1 (общее, если {п;} разбивается на конечное число лаку 


а последовательностей), то 


Е, (с У а |+ |) = (0. (2.17 
прп 
Положим 
т 
В 
эт = Е (па. ) 
ТЕ 59 


* Здесь Е = 
д и (Ас. наилучшее приближение функции } в метрике С,. тригон 
метрическими полиномами порядка < п, а запись Е’, (7) ^^ г,„(]) означает, что сущ 
ствуют такие постоянные М:, М > 0, при которых 


М." =Е Мг.) 0 


Соотношение (2.17) доказано в работе С. Б. Стечкина (21). 
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(ем —>0 в силу соотношения (2.13), 


со 1 1 
ж = 2 ** ЕВ а РЗ ** 1 | 
7 (2) ея (;-) $т-+1 Фу ( ый 0$ {[1.] + 1}х, ^ (2.18) 
Е р у ** ой у 
ви) идеи. бя 
Заметим, что последовательность = 1. 2 лакунарная. 


о ой 
Действительно, так как а >2(т=1,0....), то при т>2 будем 
т 


иметь: 


[Уи 1 Ут 4 
т ТЕНОР 
7 т 
При 1>.1 получаем: 
Гы -1 = Тыл (0) =... = Гу] (У) = 
со 1 1 1 
— х 2 +* 1 2. ** ( й )} РЗ е 1 ) 
== бифи | ==6 [ —_ | = р . 
а м (1) "И Ут - 1 


Таким образом, для любого п, 11 < п < и: (11), 
1 В 


ти (7) = 2 а фия 


В силу (2.17), отсюда следует, что 
1 


Еп О в афи И пи 
Поэтому 
У (ск =0(ф„) (п-> оо). 


Аналогично можно получить, что 
Е» (ЕР). —Ф _ (в =0, 4, ть.) 


Оценим модуль непрерывности функции ]. Предварительно докажем, 
что 


[®.2) 


У тА-фи_ = оо (20 
т=1 


Как известно [см. (24), стр. 15, и (14)], 


‚(пля пространств Г», 1 < р со, такое неравенство приведено в работе (?5)). 
Поэтому если бы (2.20) не имело места, то, учитывая соотношение 


| о. —Ф», мы имели бы: 
1 к (ее . Ес = Соп=е, 


к (п, Е) < С ®п® > т Е, 1 (РС. 


11= 


* В равенствах (2.18) и (2.19) квадратные скобки [] обозначают целую часть 
‘числа. 


'9 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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откуда следует *: 
и (Е) < Са Е. 
При (>. 2 


Ета (Р) сок 


ь А 
ый 2 [и Сьфь = Сь [11 Фь к = 


= стих (5-) > сие" (р) - 
Но, в силу (2.9), 
кр” =) = ((—> оо). 


Поэтому не может быть, чтобы Е» (Ё)с.. 


—=0О\(п *) и, значит, имеет местс 
соотношение (2.20). Учитывая (2.20) и (2.15), 


получаем: 
вк (п, си < Сп > т Е (Ре. = 
т=1 
то о е 4 з к + -) .. сй ® =. и. 
ое иещь) оч] =] ©, 
Покажем, что | 
фк (1, сд = 09 (0] (&—+0). (2.24 


1 1 
Пусть # < 1, причем — 1 <. Тогда 


Га ээК де: \ 
Е 22» 
©}, (2, и “к | п Ра: к ПВ - 1 Е )„. 
с > г. й 1 ) < *= 1 
ы та ы (т) 


и ясно, что (2.21) имеет место. Из соотношения (2.24) следует, в част 
ности, что Ло кь"* 


р со 
Покажем, что / Е Но,кл. Соотношение (2.12) можно переписать так 


и ** 1 < 1 Ё += 1 
т--т к Е ик (:--) . 
Тогда при т =1,2,... формула (1.6) дает: 

ИАС У (=), 


Ут 1 т. * 1 
> Валя (и) ны ( 
Ф, >) \ р ы Ут а ыы Ут Ь 
Ут 
[7 1 
5Ш у в 
14. *_ В 52 1 \ а а 1 
х Е АК 9 2 Фа м тх = Вах р 2 
ы °, (=) > 
т т, 


* Как известно [см. (14)], Е п (Е). <= Са (Ё) ®;. (п *, с 


*%* В 
полном объеме соотношение о. 21) б 
удет использовано ниже в 
доказательства. пт 
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где а — положительная постоянная, не зависящая от т (так как 


[у] 1 ЕН 
1— а < 2, то и $1 =} 0 ). Таким образом, 
УЗО 
Пт ра = ©, 


ее. ГЕЫ., --. 


1в) Докажем резидуальность множества Нокь П Нъ.кь в простран- 
стве Нок,р с нормой (1.3) при выполнении условий (2. 2) и (2-4). Так 
как, по доказанному, 


Но, к,р П Я 2- 0, 


то Нок, П Но,к,р есть собственное подмножество пространства Нок. 


Далее, 
со 


Но, к,р П Не, к,р — (Не,х кр НН, 


т, п—=1 


(п,т) 
где Но ’къ — множества, определенные аналогично множествам Е К, : при 


доказательстве теоремы 1. Из замкнутости множеств Нокр [| ит 
в пространстве Нок,» следует, что множество НокрП Нокь типа Р.. 
Таким образом, Нокр ПП Нокь есть собственное линейное борелевское 
подмножество пространства Нок. А тогда, по теореме Банаха, цитиро- 
ванной при доказательстве теоремы 1, множество Нокь (| Накь будет 
1-й категории и, следовательно, множество НькьП Нькьр будет рези- 
дуальным. 

Исследуем борелевский тип множества Нокь П Нокр в пространстве 
Нокр. При выполнении условия (2.5) множество Нок,р Г Не,кр открыто, 
ибо оно получается из Нк» выбрасыванием функций, эквивалентных 
константам, т. е. выбрасыванием замкнутого множества. 

Пусть теперь условие (2.5) не выполняется. По доказанному, множе- 


ство Нокр П Нокр тина Ё., поэтому множество Нокр П.Нак» будет 
типа (5. Покажем, что оно не будет типа К.. Для этого достаточно 
доказать, что множество Ноль П На кь не будет типа С5. Так как это 
множество является линейным подмножеством, то, по теореме Мазура и 
Штернбаха (??)*, достаточно доказать, что множество Мокь П Нек» не 
будет замкнутым в пространстве Нок. Рассмотрим два случая: 


«) Пусть — те Тогда Нокр = [Гр при 1<р<со и Неълю = 


ЕО, И из и по норме /»(1 < р оо) следует сходимость по 
норме пространства Нк». Так как у нас выполняется условие (2.6), 

мы можем построить функцию / Е Нукл с абсолютно сходящимся рядом 
Фурье (см. пункт 16) доказательства теоремы 1). Пусть 5» — частные 


* Эта теорема состоит в том, что линейное подмножество типа С; в банаховом 


пространстве будет необходимо и замкнутым подмножеством. 
9* 
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суммы ряда Фурье ]. Тогда 


—>0, 


|7 — 5 


| 
а значит, и 
|7 — 5 | — 0. 


В силу условия 
и к 
Пт 
>40 Ф1 (И) 


<®, 


все 5, @ Нокр П Нок. Но 5» сходятся к функции 


ГЕНоль П Ножьр 1<р< о). 
В) Пусть ря (1) =0 и пусть о„— суммы Фейера функции’ 


ГЕ Нокь П Нокл, причем 
6 (Ё, ст = 0 [к (1) 


(см. равенство (2.21)). В силу условия 
Е г 
НН | 
имеем: 
а А а 
Покажем, что 
|1 — <» |е.к,= —>0 при п-> оо. 


Этим будет доказана незамкнутость множества Нок Г Нок. Тот факт, 
что ||/— сп |с,-->0 при п-> со, известен. Остается показать, что 


НА (/—0,) (2) Ис. 
5пр о А-Я 


0<#<2п $ (1) ле 


Это будет сделано ниже, при доказательстве теоремы 3. 
2) Необходимость и достаточность условий (2.2) и (2.4) для того 
1) 


чтобы Нукр П Нзк,р= 0, следует из доказанного выше для Изкр Г рее. 
@) 


так как НулрС Нокр (в теоретико-множественном смысле) и, кроме 


того, если] Е Ноль П Нълк.р, то при некоторой постоянной с функция 
(1) со 
с7 Е Ноль П Нек. 


Докажем резидуальность множества НО › [] Нур в пространстве 
1 > 
Н® р при выполнении условий (2.2) и (2.4). Имеем: 


(1) Е 1) к 
Нор П Но, к,р = 0 СЫ П д 


тт, = 


(пут) 
где А определены в пункте 1в) доказательства теоремы И Для 


доказательства резидуальности достаточно показать, что замкнутые мно- 
жества 


В =—= та П Н®т) 


Ф,к,р 
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, (1 
где не плотны в’ пространстве НЧ) ›. Предположим, что некоторое мно- 


кество Ф„,», не будет нигде не плотным в НУ Тогда (с учетом зам- 
1 

нутости Ф,, т.) в пространстве На существует шар О,,(/,) с центром 

о и радиусом г, >0, целиком принадлежащий Фи Пусть 00-4 

аково, что 


ал. 
Положим }, = 0/0. Тогда Л ЕН, и 


Он ен а ния. 


2 


5 
Далее, построим функцию /, © НЯ П Нор так, чтобы 


Пг, 


* этой целью построим функцию ДЕ Н.кьП Некь и в качестве }» возь- 
ем с] при достаточно малом с > 0. 
Пусть 


Га =л(@® + А (2). 
Гота ЛЕН... Далее, 


ЩО 


= <. 


Тоэтому ^ЕО,, (71) и, значит, ГЕН. Таким образом, 
2 


И Е Нок. 


у 


‹роме того, мы имеем: 


Л Е Но, , р. 


[о тогда из равенства } = /"” —/: будет следовать, что ЕН кь, что 
‘ротиворечит выбору /› из Нокр. Мы получили противоречие, доказы- 
ающее резидуальность множества М) р П Я 

Борелевский тип множества НЯ „ОП Н®ьр в пространстве ое 
Оожно выяснить подобно тому, как это было сделано в пунктах 2в) и 
в) доказательств теорем 1 и 2. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть функция ГЕ Г» .(1 ро) или ЕС. (при 


— со). 
А . 
1) Если Ф(Р) — положительная функция на (0,2 п] и Е = при 
|. 0, то для того чтобы 
__ 149 7—7) (=) | 4 
ивы. (2.22) 
т 0 $ (2) 


9е Т — любой тригонометрический полином, необходимо, чтобы 


ПАРУ (=). 


—>0 (1-0). (2.23) 
$ (1) 
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2) Условие (2.23), где функция $(1) такова, что при каждом 3, 
Р-р в. и 9 20 достаточно для того, чтобы 
в 
ИАС (/ — в, = |1, 
зар НЫЕ би 5”, (п-> оо), (2.24) 


0<1<27 Ф(Й 
где с, — суммы Фейера функции ]. 


# 
3) При неубывающей функции $ (1) с И т « со условие (2.23) экви-. 
0 


валентно условию: 
©. (6, | 
к (Ь у 


** 


М, (2.25) 
Фх (1) 


Доказательство. 1) Пусть выполняется условие (2.22). Возьмем! 
=>0. Выберем такой тригонометрический полином То, что 


142 (/— То) (ФУ. 


|. а 
Ка Ф(0 7 | 
| 
Тогда существует такое &, что при О<Е<Ь 
АТО, с | 

, $ (0 ео 
При О< Е < Ь имеем: 
ПАРУ, ПАО То@ь, ПА, ее ми 

$0 \ $ (1) $0 2 "+0. | 
Так как не —>0, то выполнение условия (2.23) очевидно. 


2) Пусть выполняется (2.23). Докажем (2.24). Возьмем =>0 и 


положим, что 
НА 7 2 е 
ие. $2 (0<Е<ъ. 
Тогда для 0% Е<ь(<2мт) и любого п, в силу неравенства (2.3), имеем: 
ПАР /—0,) @ш, — 2ПАР У, 
мно ьыл оп "Чан АХ ов | 
Для 7Е6Г» (1 <р« оо) и 1 ЕС.; (при р = оо) будет: 
РУ — 9» [1,—>0 при п-—> со, | 
а значит, и 
|145 (7 — 9») (2), —0 
равномерно относительно . 
Пусть при п> М (=) и (0,2% | 
ПАРУ — о) (к, < в шЁ $ (0. 
< <2т 
Тогда при Ц < <2тип> М (=) будем иметь: 
ПАР И — ви) (Аи. 
Ф(#) - 
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и, значит, при п> № (=) 


НА® (— с, ) (2) И. 
зар — 


< г. 
0<#<2к Ф (1) — 


3) Так как 
АУ), < (26 Л, < 2 (Ь Ль, 
иФ(И> $ (0), то из (2.25) следует (2.23). 
Пусть имеет место (2.23). Выведем (2.25). Возьмем в>>0 и положим 
| АР? 7 (2) |, <е2(@), 0<Е<ь 
Отсюда, в силу неубывания ф(#), следует, что 


вк (Ь, ре (<<, 
‚а всилу свойства 4) исправленной функции [см. (13)], из этого вытекает, что 
вх (Е, Ла 2") (0<Е5Ь. 

Соотношение (2.25) установлено. 

ТЕОРЕМА 4. 1) Пусть функции (№ и и; (1) положительны на (0,2*], 
причем и. (Т) не убывает, и пусть фиксированы числа р, Ё и В, где 
1 <р<с, А — натуральное и В>0. Тогда для того чтобы Оькрв П 
ОП 0% крр-=Е0, необходимо, чтобы выполнялись условия: 


ты р 
ео, (2.2') 
0 
2“ а 

й и 
рты, вы 
0 
11а О 0). (2.4) 


и достаточно, чтобы выполнялись условия (2.2’), (2.1") и условие 


а = —=0*. (2.4*) 


При выполнении условий (2.2’), (2.1”) и (2.4") множество Пь,кр,в П 
П Р® кров будет резидуальным в пространстве Оькь.в с метрикой (1.4) 
или (1.5). 
Множество ОркьвП Ош, крв будет в пространстве О, кр,в открытым 
в случае, когда выполняется условие 
2" 


Аа 
р в ты ) 


и типа С, но не типа Е. (значит оно не будет открытым) в против- 
ном случае. 


* Можно показать, что выполнения условий (2.2’), (2.1”) и (2.4') недостаточно 


для того, чтобы О, крвП РЕВ 80 


и 
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до ——Ащ—————_—_—ы—ы—ы—ы 


: (0) | 
2) Если в п. 1) теоремы 4 класс ОЭькр,в заменить влассом Орькрв © 


метрикой Г» при 1<3р< о и метрикой С» при р =со, то утвер- 
ждения теоремы останутся справедливыми. | 
© 
Доказательство. 1а) Для того чтобы Эикр, в П енк,р,в = 0, не- 


обходимо, чтобы Оо крв= О и чтобы в Оькрв входили не только функ- 
ции, эквивалентные константам. А для этого, по теореме 1, необходимы 
условия (2.1”) и (2.2’). Если условие (2.4’) не выполняется, то сущест- 
вуют такие числа а`>0 и (5, что 


и (1) 
% (1) 


а, О<Е< 4, 


5 (1) 2 аш(), О<ЕЗЬ. 
А тогда Оркрв@С Эш крв и, значит, 


Ри» к,р,В П Ди, кр.в = 0. 


] 
16) Докажем достаточность условий. | 
1-й случай. Пусть выполняется условие (2.5’). Тогда, по теореме 1, | 

каждая функция из П„крв, не эквивалентная константе, принадле- | 

жит и Ду, кр,в. | 

2-й случай. Пусть не выполняется условие (2.5’). Установим, что 
при условиях (2.2’), (2.1”) и (2.4") | 
$ [17 лЕ АВ 

; № (1) 

а рее" 0. (2.26) 

\ Ш (1) 


Зададим произвольно > 0. Из условия (2.4”) следует, что 


из (0) р. 
—_ <>, О<ЕЗЬ (<2м). 


Тогда при этих { и любом натуральном п 


Тата иё Ве | т лЕ В 
1 (1) а и (р ° 


Далее (для краткости не переписываем подынтегральные выражения), 


имеем: 
2^ ь 2 | 
г |9т [В а о ыы ты а 
№ (0) . +\ \ \ \ = 8) 
Е — ° < -— 1 = 5 


©. —35 > 


т Е 
0 0 ве м 
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Здесь 


что следует из условия (2.2’). Кроме того, мы воспользовались тем, что. 


ие зт 7 | кВ 
шо т_—4> С, (#8) 5 те С. (2.27) 


п 


(см. сноску на стр. 851). Пусть при п> № 


й а 
с \ 1 (1) 


Тогда при п > № выражение под знаком предела в равенстве (2.26) бу- 
дет меньше <, и равенство (2.26) доказано. 
’ Положим 


2п 

(|910 п | ХВ „но ат | РВ 

8, | о бо 9 = о - 4. 
0 


В силу неравенства (2.27) и условия (2.1”), 6, —> со, а в силу равенства 
(2.26), =„->0 при п-—> со. Выберем лакунарную последовательность {п:} 
так, чтобы 


[© >) 
шш(1, — 1 
пе |< 
1 == 
ОЕ 5,2 
Положим 
со 
1(®) = \| с05 Их 
== 5 


Тогда 6 С». По формуле (1.7), при 0<В <! имеем: 


Е 
О Е 
0 1 


_. 


со 
бр я ви; < ©. 


=1 
Рормула (1.8) при В`>1 дает: 


2 А(®) В со 1 
ета |} ар енд = 2° ее <. 
0 


и (#8) — 
с 


2—1 


[>>] 
Следовательно, /6)ько,в. Покажем, что ДЕ Ди, клв.. 
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Пусть 0<В<2. По формуле (1.9) получим: 
= 2 


14097 (2) 8 Е ое 
а > “о ( ли 
0 


г: 
== 81 
1 


Пусть В >> 2. По формуле (1.10) имеем: 


К) со В 
(1А/ (2) Е а 
ми р... —— | 6, =<. 
и (1) ы р 1 м 
0 = е 
би; 
у > р . 
Мы построили функцию /, принадлежащую множеству О», к,со,в ПП] Эш, к,л,в; 
со 
но тогда она будет принадлежать множеству Орк. ПР крв при любом 
1 ра | 
со | 
Для доказательства резидуальности множества ОД, крв ПОш,кр,в в про- 
странстве О, крв воспользуемся представлением 


о оо 
Рик,ь,в ПП иирв = И (Бьыл,рв Г Вы .в) == 0 Ф„, | 
п—=1 И—=1 | 
в остальном рассуждая так же, как при доказательстве предыдущих. 
теорем. При доказательстве того факта, что при выполнении условий | 
(2.2'), (2.1”), (2.4") и невыполнении условия (2.5’) множество Ош.кр.в П. 
ПД. крв не будет типа Сз в пространстве ДО„ькр.в, можно использовать | 
теорему работы (1), цитированную при доказательстве теоремы 1, и сле- 
дующее утверждение: тригонометрические полиномы лежат всюду плотное. 
в пространстве Оькр.в (1 < р< со) с метрикой (1.4) или (1.5). 
Докажем последнее утверждение. Будем считать, что выполняется. 
условие (2.2’), ибо в противном случае утверждение очевидно. Пусть /— 
любая функция из ПО»кр,в- Обозначим через с„ суммы Фейера ряда 
Фурье функции ]{. Тогда все о„@О»крв (это следует из условия (2.2’)). 

Пусть => 0 задано. Выберем & >0 столь малым, чтобы 


СА), с 
р (1) [< и ы 
0 


Тогда (для краткости подынтегральное выражение не переписываем) 


ГОРО (271 47/ (2) 11, 
2 (9 <= +} к —— (8) 
0 0 
2п ОКВ |1 —с 25 


и В и 
Аки. 


Поэтому при достаточно больших п имеем: 


СТАР (— <) #1, 
=) в. 
0 


п. 2) теоремы доказывается аналогично п. 2) теоремы 2. 


‚Г & — натуральное и В>>0. 


\ 


| 
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В заключение докажем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть фиксированы числа р, № и В, 20 15 ро о, 
1) Пусть фупкция ф(1) определена на (0,2, Ф(#) |0 при 1 -+0и 
пусть выполняется условие 
И: 


По 
не 00 $8) —<<. (2.2) 


Тогда множество Нукр = 0 Ну,кь, где сумма распространяется на все 
Ф1 


положительные функции ‹ (#) =о[ь (Е)] (Е—-0), будет замкнутым 
подмноэжеством 1-й категории в пространстве Нокь с нормой (1.3). 
2) Пусть и (1) — положительная функция на (0,2*]. Тогда 


оо т. 
101 


где сумма распространяется на все положительные функции и (Е) такие, 
что 
1 (1) 
% (1) 


|О при #— +0. 


В силу доказательства теоремы 2, Нок = Ну", р. Шоэтому классе 


Нс,кр совпадает с классом функций / 6 Г.,(0,2т) при 1 <р< со и клас- 
сом функций / ЕС. при р = со, для которых 


147 |. = Оф, (01 (©0<<2). 


Множество же Нокр состоит из всех функций 6 [р (0,2=) при 1 < р оо 
и всех /6 С». при р = со, для которых 


АРУ), = оф, (1 @—> +0. (2.28) 


Отсюда следует, что в п. 1) и 5 содержится теорема 4 работы (23), 


согласно которой множество Ир (5, 2) будет множеством 1-й категории 


типа Ё.5 в пространстве Гар (5, 2). 


Доказательство. 1) Из соотношения (2.28) следует, что Нол,р 
является линейным подмножеством пространства Нор. Докажем, что 
Нод» будет собственным замкнутым подмножеством пространства Пр: 

1-й случай. Пусть для каждой положительной функции фи (1) = 
= оф (11 


К 


Иш = с 


->-0 Фт (1 ) 


*+ К В 
(так будет в том и только в том случае, когда фк (1) = @(2^)). этом 
случае, по теореме 1, Нокр есть замкнутое подмножество пространства 
Нок, состоящее из функций, эквивалентных константам. Это подмноже- 
ство собственное, что следует из условия (2.2) и теоремы 1. 
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2-й случай. Пусть для некоторой функции $: (й) =0 [4 (1) 


ВЕ. 


те Ф, (1) 


В этом случае необходимо выполняется условие (2.7), т. е. 
й: 


1-50 к (И 


(см. доказательство теоремы 2). Кроме того, из условия $ (1) 10 следует, 
что 


Фу (Е) —>0. 


Возьмем в качестве последовательности {=„} последовательность нату- | 
ральных чисел и, как в доказательстве теоремы 2, построим функцию РЁ с 


Е (Е)с„—Ф (п=О0,1,...) 
и рядом Фурье (2.19), т. е. 


= += 1 ++ 
Е 2) = У | (=—) — <. ( 
( ) г Фь и ТА \ Ут 


) с0$ (1. -Е 1) х. 


Ве) ЩЕК, (2.12) 


| 
При этом построении вместо условия (2.12) введем условие 


и покажем, что РЕН. лкр`^ Нол,р- Из соотношения Е» (Е)с>. —ф„ и оцен- 
ки (2.15) следует, что 
к (6, Р)с„. = ОФ, (01; 


Сэт 
значит, РЕНол,р при любом р, 1 “р <<. Покажем, что РЕН хк- при 
каждой функции 
9. =о[9, (0. 
По формуле (1.6), при т =1,2,... имеем: 


д0] р (=) 


Ут 


яя 
Здесь а>0 — постоянная, так как и Мы получили, что 
40). Е (т) 


т 
1 а 


Таким образом, РЕНзк»р при любом р, 1 “ро. 


—= ©. 
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И о 


Покажем теперь, что Но»ь будет замкнутым подмножеством в про- 
странстве Ноьр. 


Пусть {/и} © Ноль и 
[17 —Ркр- 0 (и— со). 
Установим, что ЕНохк». Пусть задано => 0. Из условия р—/ в Нокр 
следует, что при некоторой функции ]», 
А), | 
р С (2) = 2 ь 
Далее, при 0< {< 2* имеем: 
пАУФы, _ Ао Мы, ЛАД, @) |9 
он > Ф (1) | Ф(1) 
ПАУ, (=) Е. 
Ф (1) 


ы | 
к ИЕ 


Значит при достаточно малых &, О0<ЕЗ Ц, 


1477 (=). 
Ф(Й 


‘Отсюда получаем (см. доказательство теоремы 3), что 


э. 


14997 (2) > = 0 Фи (В, 


| 
т. е. Те Нок». Итак, в обоих случаях множество Но кр оказывается соб- 
‘ственным линейным замкнутым подмножеством пространства Нок. По- 
‘этому по теореме Банаха (см. доказательство теоремы 1), множество 
Нок будет 1-й категории в Нокрь- 
2) Пусть ГЕ ЛДожрь» т. се. 
2 К 
1471 (2) 12, 


р (1) < оо, 
или 
2 
Ре 
> \ 12 (#) ^ 4 < оо 
п=1 2“ 
т 


Тогда, как известно, существует такая последовательность {и}, в» | 0, 


что ее 
>в 141, 
И 
п—=1 2 
п 
Положим 
7 2 
и () = (0, т << п=1),...) 
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[0 при {> +Ои 
ТА ИР, 


ил (1) 


ф< со. 


Мы получили, что /@ О) кр,в. Теорема доказана. 


Поступило 
7.Х..1957 
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